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On sait limportance, dans la théorie des courbes et surfaces algébriques,
des séries canoniques et pluricanoniques. Nous rappelerons bri¢vement leurs
définitions [1].

Sur une courbe algébrique C, une série linéaire d’ordre n et de dimen-
sion r est un ensemble de groupes de n points tel que r points de la courbe
appartiennent & un seul groupe et que l'on puisse représenter les groupes
de la série par les points d’un espace linéaire a4 r dimensions (con-
dition superflue si r™2). Dans une série linéaire de dimension un, il
existe des groupes contenant un point double. L’ensemble de ces points dou-
bles est le jacobien de la série. Dans une série linéaire G| considérons les
groupes jacobiens U; des différentes séries de dimension un tirées de |G ..
Ces groupes appartiennent a une série linéaire :Gjj, la jacobienne de
| G|. S'l existe une série | K| telle que les groupes 2G4-K appartiennent 1a
IG,‘, la série des groupes K est linéaire et est la série canonique de a
courbe C. Elle est d’ordre 2p—2 et de dimensionp—1 et p est le genre de
la courbe C.

On peut toujours trouver une courbe plane transformée birationnelle de
C ne possédant que des points doubles. Si I'on prend pour |G| la série qui
conprend les sections de la courbe par les droites du plan, les sections de la
courbe par ses premiéres polaires, en dehors des poinis doubles, appartien-
nent A la série jacobienne et les groupes canoniques sont découpés sur la
courbe, supposée d’ordre m, par les courbes d’ordre m--3 passant par les
points doubles, en dehors de ceux-ci.

Sur une surface algébrique F, un ensemble de courbes C est un systéme
linéaire | C| si par un nombre fini r de points de la surface passe une cour-
be C et une seule et &'il existe une correspondance biunivoque entre les
courbes C et les points d’un espace lin€aire 2 r dimensions (condition su-
perflue si r>2). Les caractéres du syst¢me |Ci sont le degré, nombre
de points communs 2 deux courbes C, le genre des courbes C et la dimen-
sion r. Dans un réseau de courbes, il existe des courbes ayant un point
double. Le lieu de ces points doubles est la jacobienne du réseau. Les ja-
cobiennes C; des réseaux tirés du systéme ! C| appartiennent a4 un systéme
linéaire | C;), le jacobien de C!. S'il existe des courbes K telles que les
courbes 3C+ K appartiennent au systéme ! C;|, le systetme K| est le systéme
canonique de F. On désigne par p" le genre des courbes K. Le degré du
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systéme canonique est p) — 1. Sa dimension augmentée d’une unité est le
genre géométrique p, de la surface. Le double |2K| est le systéme bicano-
nique de F, sa dimension augmentée d'une unité est le bigenre P, de F.

On peut toujours trouver une surface F’ de l'espace ordinaire biration-
nellement identique & F, possédant une courbe double D et des points tri-
ples A la fois pour la courbe et pour la surface. Prenons pour systéme |C
celui qui comprend les sectious planes de F'. Les sections de F' par les
surfaces polaires appartiennent au systéme jacobien. les courbes
canoniques sont découpées par les surfaces adjointes d’ordre m—4, m étant
Pordre de F’, passant par la courbe double D. Mais ici se présente une ano-
malie qui ne se présentait pas dans le cas des courbes. Si 'on calcule le
nombre de surfaces adjointes linéairement indéperdantes on trouve un
nombre p, qui peut étre inférieur a3 p,. Ce nombre p, est le genre arithmé-
tique de F'. Dans ce qui va suivre, nous n’aurons a nous occuper que des
surfaces pour lesquelles p,=p,=0.

Le syst¢me bicanonique est découpé sur F par les surfaces d’ordre
2(m—4), ne comprenant pas F comme partie, passant deux fois par la cour-
be double D.

Ajoutons que le systéme | C;—2C| est appelé I'adjoint & | Cl. Il décou-
pe sur une courbe C la série canonique de cette courbe.

Nous avons défini le systéme bicanonique comme le double du systéme
canonique. |l existe cependant des surfaces dépourvues de systéme canonique
mais dont le systéme bicanonique existe. Ce sont ces surfaces qui font
I'objet de cette conférence.*

. Le probléeme de déterminer les surfaces non rationnelles privées de
courbe canonique est né le jour out Castelnuovo a établi les conditions né-
cessaires et suffisantes pour qu’une surface algébrique soit rationnelle.
Clebsch avait établi que la courbe de genre zéro est rationnelle. Castelnuovo
s’était posé la question de savoir si une surface de genres p,=p,=0 était
rationnelle. La réponse est négative. Pour qu’une surface soit rationnelle, il
faut que le procédé d’adjonction appliqué a un systéme lincaire ait un terme;
cela exige que le systéme bicanonique de la surface n’existe pas. Les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une surface soit rationnelle sont donc
Pa=P,y=0, la condition P,=0 entrainant p,=0. Mais il fallait en outre
prouver qu'il existe des surfaces non rationnelles ne possédant pas de courbe
canonique. C'est ce que firent Castelnuovo et Enriques |5].

Castelnuovo a construit une surface F du septieme ordre ayant une
droite triple r, une conique double 2 ne rencontrant pas r, et trois points
doubles tacnodaux A, B, C dont les plans tangents a F, a=0, =0, y=0
passent par la droite r. Les adjointes d’ordre trois & F doivent passer deux
fois par r, une fois par & et par A, B, C. De telles surfaces n’existent pas.
Les biadjointes sont des surfaces d’ordre six passant quatre fois par r, deux
fois par k£ et touchant F en A, B, C. Ellesse composent du plan de la co-
nique k& compté deux fois, des plans «=:=0, f=0, y=0 et d’'un plan variable
passant par r. Les courbes bicanoniques sont donc des quartiques possédant

* Nous nous bornons icl a donner les définitions sans discuter le cas ou par exemple
un systéme linéaire de courbes algébriques sur une surface a des points-base. Nous ren-
voyons, pour plus de détails, a l'ouvrage de Federigo Enriques, Le superficie
algebriche, Bologna, Zanichelli, 1949.
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deux points doubles sur £ et par suite elliptiques. La surface F a les gen.
res p,=p,=0, P,=2 et son genre linéaire p") est égal a un.

La surface d’Enriques est la surface F du sixiéme ordre passant dou-
blement par les arétes d’un tétraédre et triplement par les sommets, dont
I'équation s’écrit

f(xaXgX), XqXaX|y X3X,Xg X X9Xg)+ X XgXgX @ (X|, Xoy Xg, Xy)=0,

ol f et ¢ sont des formes du second degré de leurs arguments.

Les adjointes doivent étre des quadriques passant par les arétes du
tétraédre et n’existent pas. Il existe une seule biadjointe, du quatriéme ordre,
passant doublement par les arétes du tétraédre; elle est formée des quatre
faces de celui-ci. La courbe bicanonique est d’ordre zéro et la surface a les
genres p,=p,=0, P,=1. Son genre linéaire est p=1.

Enriques a démontré plus tard [6] que toute surface présentant ces ca-
ractéres pouvait se ramener par une transformation birationnelle i la
surface F.

On sait que si le systéme bicanonique est irréductible et non form¢ de
courbes elliptiques, on a Py=p,+p"), donc actuellement Py=ph,

Nous rappelerons quelques propriétés de la surface d’Enriques, dont la
généralisation nous sera utile dans la suite.

Un systéeme linéaire ;C! de courbes C de genre a tracées sur F a le
degré 2n—2 et la dimension a—1. Son adjoint | C’" a les mémes caractéres et
les systtmes 2C, 2C’ coincident en un systéme de genre 4(z—1)+1. Si
par exemple les courbes C sont les sections planes de F de genre quatre,
les courbes C' sont les sections de F par les surfaces cubiques circonscrites
au tétraddre. Le systéme [2C =|2C’' est découpé par les surfaces du sixi-
éme ordre passant doublement par les arétes du tétraédre, en dehors de
celles-ci. Ses courbes ont le genre 13.

Enriques 7] a montré que la surface F était 'image d’une involution du
second ordre, privée de points unis, appartenant a une surface dont les cour-
bes canoniques et pluncanomqueq sont d'ordre zéro et caractérisée par les
conditions p,=P,=1. Nous avons donné récemment une démonstration fort
simple de ce théoréme [21]. Supposons donnés, dans un espace linéaire S
a sept dimensions, deux espaces linéaires o,, 6, a trois dimensions ne se
rencontrant pas. Dans o,, nous considérons une surface F, d’Enriques cir-
conscrite au tétraédre A ,4,4;4, dont les sections planes seront dénotées C,.
En rapportant projectivement les surfaces cubiques circonscrites au tétraédre
A A A3A, aux plans de I'espace o, nous définissons une transformation bi-
rationnelle 7 qui fait correspondre 4 F, une surface d’Enriques Fj circons-
crite 4 un tétradédre A;A,A;A;, dont les sections planes seront dénotées par
C,. Les droites joignant les points homologues dans 7 des surfaces F,, F,
engendrent une variété 1, a trois dimensions d’ordre 12. Soit d’autre part
®,=0 une quadrique de o, passant par les points A,, A, A; A,. La trans-
formation T lui fait correspondre une quadrique @,=0 de o, passant par les
points A], A,, A;, A;. Cela étant, I’hyperquadrique ¢, +-®,=0 de S est trans-
formée en elle-meme par T et son intersection avec V, comprend une sur-
face F,, d’ordre 12, sur laquelle 7" engendre une involution privée de points
unis ayant comme images les surfaces F,, F,. Aux courbes C,, C, corres-
pondent sur F, des sections hyperplanes. Il est alors ais¢ de prouver, par
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Pemploi de la formule de Zeuthen sur les correspondances entre courbes
algébriques, que la surface F, a les caractéres p,=P,=1.

2. Rappelons maintenant en quoi consiste le diviseur de Severi d’une
surface algébrique.

Considérons sur une surface algébrique F des systémes linéaires distincts
C,, Cy,. ., C 1l peut se faire qu'il existe un entier positif 1 tel que
les systemes [AC,|, 2Cy,..., AC, coincident en un seul systéme. Eh bien,
Severi a démontré [23] que le nombre 42 avait un maximum o qui ne dé-
pend que de la surface et est donc un caractére de celle-ci. Ce nombre o
est le diviseur de Severi de la surface.

Si F est une surface d’Enriques, on a 6=2 et c’était d’ailleurs au mo-
ment ot Severi écrivait son mémoire, le seul cas connu oit ¢ était supérieur
A lunité. Le fait que o=2 pour la surface d’Enriques provient de ce que la
surface est I'image d’une involution privée de points unis appartenant a une
surface algébrique. Partant de cette remarque, nous avons construit des
surfaces de diviseur quelconque [24]. Nous nous limiterons ici 2 des surfaces
réguliéres (p,=p,), ce qui suffit pour notre objel.

Considérons une surface F transformée en soi par une transformation
birationnelle 7 de période p, privée de points unis. Les groupes de p points
de F transformés en eux-mémes par 7 forment une involution /. Soit F’ une
image de cette involution, c’est-a-dire une surface dont les points correspon-
dent aux groupes de Iinvolution /. On peut construire sur F un systéme
linéaire C transform¢é en soi par 7" et contenant p systémes linéaires par-
tiels C,, |Cyl,...,"'C,| appartenant a l'involution I. A ces systémes cor-
respondent sur F' des systémes linéaires distincts C|, | C,|,...,|C,!. A une

courbe C, de |C; qui n'est pas transformée en soi par 7" correspond sur
F' une courbe C, et a cette courbe correspondent sur F p courbes de |C|:

la courbe C, et ses transformées par T et ses puissances. Faisons varier Co
d’'une maniére continue dans |C!. Si elle tend vers une courbe C,, ou
Cy ...,0u C, la courbe C; tend vers une courbe pC|, pC, ..., ou pC;,.

On a donc
| €= pCii=[pCq = - =1 pCyp,

car, d’aprés un théoréme d’Enriques, la courbe C’' appartient totalement a un
systéme linéaire. Le diviseur ¢ de F’ est donc supérieur & p et en général
égal a p.

Il est aisé de construire des surfaces telles que F. Supposons pour plus
de simplicité que p soit premier et prenons pour 7 une homographie cycli-
que de période p dans un espace linéaire S,_; 3 p—1 dimensions. Il suffit
de prendre pour surface F la surface commune a4 p—3 hypersurfaces d’ordre
p, linéairement indépendantes, transtormées en elles-mémes par 7, qui est
supposée ne posséder que p points unis, les hypersurfaces choisies ne pas-
sanl pas par ces points.

Soit K le systéme canonique de la surface F. On sait qu'il est trans-
form¢ en soi par 7 Il contient un certain nombre de systémes linéaires
partiels K, K,! ..., K» appartenant 2 linvolution / Le systéme cano-
nique de £, s’il existe, correspond a 'un des systémes précédents. Nous
avons démontré¢ qu'il correspondait précisément a celui qui avait la dimen-
sions minimum [9]. De plus, entre le genre arithmétique p, de F et celui
p, de F', nous avons la relation [25]
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Pat1=p(p,+1).

Si I'on veut que la surface F’ soit réguliére et privée de courbe canoni-
que, on doit avoir p’' =0 et p=p,+1.
Dans ces conditions on a »=p—1 et les courbes K], K, .. .,l\’p’ul qui

correspondent sur F' aux courbes K,, K, ..., K,—1 sont des courbes isolées,
C’est-a-dire que les systémes K, |Ks,...,|Kp-1] sont de dimension zéro.

3. La recherche des surfaces de genres p,=p,=0, P,>>0 par ce pro-
cédé est assez difficile, car il faut trouver des surfaces transformées en
elles-mémes par des transformations de période p,+1, ce qui n’est pas fa-
cile. Nous indiquerons ici les résultats que nous avons obtenus.

Le premier exemple est fourni par la surface du cinquiéme ordre trans-
formée en soi par ’homographie de période cinq

RV RS e vty o2y e pdy-
XPiXg i Xp X = X Xyl e Xyt e,

ot ¢ est une racine primitive d’ordre cinqg de l'unité.
Cette homographie a comme points unis les sommets du tétraédre de
référence et la surface F a pour équation

a X3 agX3+a, x5+ a Xy
+ 01 X2x3 X2+ ba X220, X2+ by Xx X34 b XExg Xl
4= €1 XX g X - CaX3X | Xg - CaX3X5X -] €,X5X Ny == 0.

Son systéme canonique est celui de ses sections planes et les sections
par les faces du tétraédre de référence sont les courbes unies K, Ks, K3, K,.
La surface a les genres p,=p,=4, p’'=6.

On obtient les équations de la surface F’ en posant

Xt X Xyt Xy =x2h 0020, X3, 0 xix,
On obtient ainsi I’équation
a, X1 Xo X2+, X0 X X2 4 a, X3 X, X5+ 0 XX XE
+ X XoXa X [0, X0 Xa X+ Do X3 X X+ b3 X X | Xo - 0 X X X,
0, XX XX+ X3 X+, X3 X ] =0.

Appelons O,, O,, O,, O, les sommets du tétraédre de référence et ry,
la droite O;0,.

La droite ry, est double pour la surface et en tout point de cette droi-
te les plans tangents sont confondus avec le plan X;=0. Toute section
plane de ‘la surface a un tacnode en son point de rencontre avec r,,. Nous
dirons que cette droite est tacnodale pour la surface; dans le plan X,=0,
la surface posséde une droite double infiniment voisine de ry,. De méme les
droites r,s, rq o sont tacnodales pour la surface, les plans tangents étant
respectivement X,=0, X3=0, X,=0. La surface a pour droites simples les
deux autres arétes du tétraédre de référence.

Les surfaces adjointes sont des surfaces cubiques passant par les arétes
doubles en y touchant les plans tangents. De telles surfaces n’existent pas
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et on a p,=p,=0. Les biadjointes sont du sixi¢tme ordre et se composent
des six faces du tétradédre de référence et des quadriques du faisceau

1 X\ Xyt 1, X3 X3 =0.

Les courbes bicanoniques sont des sextiques gauches de genre quatre.

Quant aux triadjointes, elles se composent des faces du tétraédre com-
ptées deux fois et des plans de I'espace. La surface F’ a les genres p,=p,=0,
Py=2, Py=4, pW=2.

Cétait la premiére surface de genres p,=p,=0, Py=pM=2 qui ait été
construite. Vers la méme époque, Campedelli a construit des plans doubles
de genres p,=pg=0, P,=1, 2 ou 3 [4].

4. Le second exemple nous donnera une surface dont la courbe bica-
nonique est isolée mais d’ordre supérieur a zéro [11].

On sait que la variété de Segre représentant les couples de points
d’une droite et d’un plan est une variété V' a trois dimensions, d’ordre trois,
dont les équations dans un espace linéaire S; 2 cinq dimensions s’écrivent

‘xo X, x2,
| X3 Xg X

Les espaces i trois dimensions
AoXo+ 241X+ 29x3=0, AgXg+2, X+ Ax;=0
coupent V suivant des quadriques et les plans
poXotmX3=0, peX\+p,x,=0, upX3+ux;=0

appartiennent a la variété.

Une hypersurface W du troisiéme, ordre coupe V suivant une surface
F d’ordre neuf. Le systéme canonique K| de cette surface est découpé par
les plans de V; il est donc formé de cubiques planes elliptiques. La surface
F a les genres p,=pg,=2, ph=1.

L’homographie 7, de période trois,

Xgi X TXgt Xy Xyt Xy =XoleX, 162Xy ! eXy1 621 Xy,
oit ¢ est une racine cubique de I'unité, transforme la variété V en elle-méme.
On peut prendre I'hypersurface W de maniére qu’elle soit transformée en

soi par T et que la surface F ne passe par aucun des points unis de I'ho-
mographie. Il suffit par exemple de prendre pour W

apx3+a,x3+ - - - +agpd=0.

L’homographie 7 engendre sur F une involution d’ordre trois privée de
points unis et la surface F’' qui représente cette involution a les genres

Pa=pe=0. ) . . . .
L’homographie 7 transforme en soi le faisceau canonique |K| et il y

a dans ce faisceau deux cubiques K, K transformées en elles-mémes par 7.
Ces cubiques sont dans les plans

Xo=X,=X3=0, Xg=x,=x5=0.

A ces courbes correspondent sur F’ des courbes elliptiques K], K.
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Le faisceau | K| est de degré zéro et P'adjoint & la courbe K| est l'une
des courbes K|, ou K3, ou K;+K, Ce ne peut étre ni K}, ni K;+Kj, car
alors F' aurait une courbe canonique K] ou K, L’adjointe & K| est donc

’

o Ce que nous écrirons (K|),=K,. On a de méme (K;).=K|. On en déduit
(K +Ky)a=3K=3K;, (K/+KJ)aa=2K] i K})

et par conséquent la courbe K[+ K, est la courbe bicanonique de F'. On
a Pg'—" .

Au faisceau | K| correspond sur F’ un faisceau K'' de courbes ellipti-
ques qui est le systtme tricanonique de F.

La surface F’ a les caractéres p,=p,=0, Py,=pW=1, P,=2.

5. Le dernier exemple va nous donner une surface contenant un réseau
de courbes bicanoniques irréductibles [13].

Dans un espace linéaire S; a six dimensions, la surface intersection de
quatre hyperquadriques a comme systéme canonique le sysiéme de ses sec-
tions hyperplanes et a les genres p,=p,=7, pV=17, P,=24. Considérons
la surface F commune aux quatre hyperquadriques

4\ X\ Xq4-AgXqX;+ Ay X3 X5--a, X3 =0,
b\x24-byX2 4 by Xy X7+ byx X =0,
€1X5F€1X 5+ €3 X X5+ €,Xp X =0
a3+ a3+ dyx, X+ d XX, =0,

Elle est transformée en soi par I'homographie 7 de période huit d’é-
quations

’ ’

Xy X,

otl a=¢72(l+i) est une racine primitive d’ordre huit de l'unité. L’homogra-
phie 7 engendre sur F une involution d’ordre huit privée de points unis.
La surface F’, image de cette involution, a les genres p,=p,=0.

Les sections de £ par les hyperplans de la figure de référence sont les

courbes K, Ky, ..., K. Il leur correspondent sur 7' des courbes K|, K,, ...,

,, de genre trois d’aprés la formule de Zeuthen. Le syst¢me bicanonique
contient les courbes K|+ K/, K,+K;, K;+4- K, 2K, et a la dimension deux,
donc P,=3.

La surface F’ a les caracteres p,=pg=0, P,=pW=3, P;=T7.

On peut d’ailleurs observer que linvolution d’ordre quatre engendrée
sur F par I'homographie 73 a pour image une surface de genres p,=p,=1,
Py=6, pMW=5 et qua linvolution d’ordre huit de F correspond sur cette
surface une involution d’ordre deux dont F' est P'image.

6. Dans le cas général, on obtient les résultats suivants [14].

Si une surface algébrique régulidre F de genre arithmétique p,=2s5>2
contient une involution cyclique d’'ordre p=2s--1, dépourvue de points
unis, la surface image F de cette involution est dépourvue de courbe ca-
nonique mais posséde des courbes bicanoniques irréductibles. Pour la surface
F’, on a pa=pg=0' p(”:Pa‘:S,
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Le modele projectif de la surface F dont les sections hyperplanes con-
stituent le systéme canonique ne peut appartenir & une hyperquadrique.

Si une surface algébrique réguliere F de genre arithmétique impair
P.=2s—1 contient une involution cyclique d’ordre pair p=2s, privée de
points unis, la surface /' image de cette involution est dépourvue de courbe
canonigue mais posséde des courbes bicanoniques irréductibles. La surface
F’ a les caractlres p,=pg=0, p=Py==5—1.

Le modcle projectif de la surface F dont les sections hyperplanes con-
stituent le systcme canonique appartient 3 s hyperquadriques linéairement
indépendantes. Chacune de ces hyperquadriques est représentée par une
¢quation qui, lorsque l'on effectue ’homographie génératrice de linvolution,
se reproduit multipliée par une puissance paire de ¢ ¢ étant une racine
d’ordre p de l'unité, et ces puissances sont différentes pour ces hyper-
quadriques.

7. En attaquant directement les surfaces de genres p,=p,=0, on peut
obtenir des résultats importants.

Nous commencerons par étudier les surfaces F de genres p,=p,=0,
p-=P,=1, contenant une courbe bicanonique effective [15].

La courbe bicanonique C, est elliptique, de méme que toutes les cour-
bes pluricanoniques de la surface. La courbe tricanonique C,;=C, ne peut

contenir C,, puisque pg=0, mais elle peut avoir quelques parties communes
avec cette courbe, si celle-ci est réductible. Les courbes six-canoniques 3C,
et 2C; sont certainement distinctes et les courbes six-canoniques Cj for-
ment au moins un faisceau. Les courbes C; sont adjointes aux courbes pen-
tacanoniques C; et puisque celles-ci sont elliptiques, elles ne peuvent étre
rencontrées par leurs adjointes. Or, par un point d’'une courbe C;, il passe
certainement une courbe C; par conséquent les courbes Cy et C; sont une
partie commune. Posons C;=y+w, C;=d+w, les courbes y et § n’ayant
aucune partie commune. En utilisani les propriétés des adjointes aux cour-
bes pluricanoniques, on trouve les relations Cy=C,-}-d8'—d, C,=Cy+-7' —v,
& et »' étant les adjointes a & et y. On voit alors que la courbe C, est
nécessairement réductible en deux parties et on a Cy=1--1, les courbes
'y et Iy étant elliptiques et les courbes 31', 3!, déterminant un faisceau
de courbes elliptiques tricanoniques |C;|= 31',|-|3/§§.

On retrouve les résultats obtenus plus haut (N° 4), mais la surface ob-
tenue en cet endroit n’est pas la plus générale. On peut d’ailleurs obtenir
une autre surface cas particulier de la surface trouvée ici [12].

Appelons point de Noether d’une surface algébrique F un point unipla-
naire auquel est infiniment voisin un point double tacnodal. Un tel point
impose une condition aux surfaces adjointes d’ordre n—4 et les biadjointes
passent par ce point et par le tacnode infiniment voisin. Cela étant, consi-
dérons une surface F du cinquiéme ordre ayant une droite double r et deux
points doubles de Noether A,, A, dont les plans tangents passeni par r. La
surface F est dépourvue de courbe canonique et posséde une courbe bica-
nonique formée des sections de F par les plans A,r, Ayr. Les cubiques ellip-
tiques situées dans les plans passant par r sont les courbes tricanoniques.
On a p,=p,==0, Py=1, Py=2.

En résumé, une surface de genres p,=pg=0, Pa=pV=1 con-
tient un faisceau de courbes elliptiques ['| possédant
deux courbes elliptiques I, I', telles que 37, 3/; sont des
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courbes du faisceau|I'.La courbe I'\+TI, est la courbe bica-
nonique et les courbes /" sont les courbes tricanoniques.

8. Considérons maintenant une surface F de genres p,=p,=0 possé-
dant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles. Ona pM= P,=2 [16].

Désignons par C,, C,, C,, C,, C; les courbes bicanoniques, tricanoni-
ques, . .., sixcanoniques. Elles ont les genres respectifs 4, 7, 11, 16 et 22.

Le systéme (i+ 1)-canonique | C;y,| est I'adjoint au systéme i-canonique
C; , mais puisque pg=0, aucune de ses courbes ne peut contenir une cour-
be C,. Le systtme C,;,| découpe sur une courbe C; la série canonique,
compléte puisque F est réguliére. La dimension Py, —1 de | C;y,| est égale
2;;1 genre5 de C; diminué d’une unité. On a donc P,—1=3, P,—1=6,

6_] =] .

Le procédé de démonstration consiste a prouver qu’il existe une courbe
Cs qui est a la fois formée de trois courbes C, et de deux courbes C,.

Les courbes C, formées de deux courbes C, sont en nombre double-
ment infini, par conséquent il existe des courbes C, non formées de deux
courb(e_:s+ C,. Elles forment un systéeme triplement infini que nous désignerons
par Cj

Dans le systtme Cjg, il existe des courbes formées d’une courbe C; et

d’'une courbe C,; elles forment un systéme de dimension au moins égal a
cing. Il existe donc dans | Cg| un systéme linéaire de dimension au plus
égale 4 9 dont les courbes ne sont pas formées d’une courbe C; et d’une

courbe C,. Désignons le par |C}

Dans le systtme C¢ il existe des courbes formées de trois courbes

C, et des courbes formées de deux courbes C,. Elles forment des systémes
de dimensions respectives trois et six. Ces deux systémes ont par consé-
quent au moins une courbe commune.

Une analyse des différentes possibilités montre qu'il existe sur F quatre
courbes I, I, I3, T, isolées, de genre deux, telles que

C=N+= L4, G2l 413 =21+ 1 =20+, =20+T,

Les courbes I3, I',, I}, I', ont deux deux un point commun.

Le systéme tricanonique C,, de dimension trois, est completement dé-
terminé par les courbes données ci-dessus. Il posséde deux points-base, les
points communs aux courbes /', et [}, [y et I, Il a le degré 9 mais le
degré effectif sept. En rapportant projectivement les courbes C; aux plans
de l'espace, on obtient comme modele projectif de la surface F la surface
du septiéme ordre rencontrée plus haut (N° 3) qui est donc la surface la
plus générale de genres p,=p,=0, p)=P,=2 possédant un faisceau de
courbes bicanoniques irréductibles.

9. Considérons maintenant une surface F de genres p,=p,=0 conte-
Fant un systéme de courbes bicanoniques irréductibles de dimension P,—1::2
18, 20].

N(lus poserons p()=za. Le procédé de démonstration consiste a prouver
qu'une certaine courbe, ici une courbe 8-canonique est a la fois la réunion
de deux courbes tétracanoniques C, et celle d’'une courbe tricanonique C; et
d’une courbe pentacanonique C; qui ne soit pas elle-méme formée par la
réunion d’une courbe bicanonique et d’une courbe tricanonique.
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Dans le systéme pentacanonique C;, de dimension 10(z—1), il existe
des courbes formées d’une courbe tricanonique et d’'une courbe bicanonique;
clles forment un systeme de dimension 4(x—1). Il existe donc dans ! Cj| un
systtme de dimension 6(z—1)—1 ne comprenant aucune courbe formée
d’une courbe tricanonique et d’une courbe bicanonique. Nous le désignerons
par Gy

Dans le systeme C,, il existe des courbes formées de deux courbes
tétracanoniques C,; elles forment un systéme X, de dimension 12(z—1).

Dans le systtme C,, il existe des courbes formées d’une courbe CF

et d’'une courbe C,; elles forment un systéme X, de dimensions 9(z—1)—1.

Enfin, dans le systéme C,, il y a des courbes qui sont formées de
deux courbes C, et d’'une courbe C,; elles forment un systéme de dimen-
sion 7(z—1) et par conséquent les courbes C, qui ne sont pas formées de
cette maniére forment un systéme de dimension 21(z—1)—1 que nous desi-
gnerons par C;

Les courbes des systémes X, X, appartiennent au systeme |Cj | et
comme on a

12(z =1)4-9(r—1)—1 =21 (x—1)—1,

Y, et X, ont au moins une courbe en commun.
I existe donc une courbe C; dégénérée d’une part en deux courbes C,
et d’autre part en une courbe CF et en une courbe C;. Cela exige que

on ait
Coo I'+1,, CF=X-+X, C,—I'+X, _13}+X,
et comme C] = C,,on a X,=1,, Xa=1I7 et
Cy, = I'-+-Ty, Co=I+1 =1+17, C =7+1,

L’analyse de ces syst¢mes montre que I'une des courbes '), I; est isolée,
de genre x et que I'autre est une adjointe a la premiére. Appelons /' la premiére,
la seconde étant alors I". Le systéme bicanonique est [C,|=|21"| bien que
la courbe [' ne soit pas une courbe canonique puisque 2[' et [” sont
distincts.

Ona Cy= I'}-1", Cyi= 21",= 47|, doit 21" - 4I' On en conclut
que la surface F a le diviseur o-=2.

En résumé, si une surface algébrique Fde genres p,=p,=0
posscde un systéme bicanonique irréductible de dimen-
sion P,—1 ::2,il existe sur la surface une courbe isolée I"de
genre P, telle que les systémes bicanonique, tricanonique,
tétracanonique soient |, I'+I"], 2I'| sans que [” soit une
courbe canonique.

On a plus généralement

Coij=2iI"" | Coipy =1(2i=0)+T"
et il existe 2 coté de ces systémes

[Cail= 2001417, Copy =|(2i+1)T

et
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I 2621' |='22‘21 I, ' 2C2i+1 ,= | 252[-}-1 l

10. La surface F représente une involution du second ordre, privée de
points unis, appartenant A une surface de genre p,=1. Nous avions obtenu
ce théoréme en utilisant une méthode analogue a celle suivie par Enriques
dans le cas de surfaces de bigenre un (7). Nous l'avons ensuite établi par
une méthode plus simple [22].

Observons tout d’abord que le systéme |C,| est simple, c’est-a-dire que
celles de ses courbes qui passent par un point ne passent pas en consé-
quence par un autre point. Il en est de méme du systéme |C,l. Ces syste-
mes ont la dimension 6», oit nous posons pour abréger »=n+-1.

Considérons dans un espace linéaire S;5,4, & 12v+1 dimensions deux

espaces linéaires I, X a 6» dimensions ne se rencontrant pas. Rapportons
projectivement les courbes C, aux hyperplans de 3 et les courbes C, aux
hyperplans de J. Nous obtenons dans 3 une surface que nous désignerons
encore par F et dans 2 une surface que nous désignerons par F.

Les droites joignant les points homologues des surfaces F et F engen-
drent une variété a trois dimensions V, d’ordre 48v.
Une hyperquadrique ¢=0 de X ne contenant pas F découpe sur cette

surface une courbe C,. A cette courbe correspond sur F une courbe Cg dé-

coupée par une hyperquadrique ¢ =0 de 2. L’hyperquadrique de S,4,4, d%-
quation @,4@,=0 coupe la variété V, suivant la surface lieu des droites
s’appuyant en des points homologues sur les deux courbes Cg et suivant
une surface F, d’ordre 64». Cette surface est transformée en soi par I'ho-

mographie biaxiale harmonique / ayant comme axes 2, .2—’.’Sur Fy, cette ho-
mographie détermine une involution du second ordre privée de points unis

dont les surfaces F et F sont des images. Aux courbes C, et C, correspon-
dent des sections hyperplanes de la surface F,, sections qui sont des cour-
bes tétracanoniques de cette surface. A la courbe I'de F correspond sur

F une courbe que nous désignerons par /. Les droites s'appuyant en des

points homologues sur les courbes I' et I" engendrent une surface coupant
1;0 suivant la courbe canonique de cette surface, qui a les genres p,=p,=1,
2=21'.

11. Nous indiquerons maintenant les surfaces obtenues par M. Burniat
par des méthodes essentiellement différentes. Ce géométre considére des
plans quadruples abéliens. On donne ce nom & une surface F transformce
en soi par trois transformations birationnelles involutives formant un groupe
trirectangle, engendrant une involution du quatri¢éme ordre rationnelle, c’est-
a-dire dont I'image est un plan. .

Dans une premiére note [2], il construit des plans quadruples abéliens
de genres p,=pg=0 dont les courbes bicanoniques sont formées au moyen
d’'un faisceau de couibes elliptiques. Plus tard [3], [26], il forme des plans
quadruples abéliens de genres p,=0, P,=3, 4, 5, 6 ou 7 dont le systéme
tricanonique est irréductible.

12. Il importe de comparer le procédé utilisé au N° 2 pour construire
des surfaces de genres p,=p,=0 avec le théoréme établi au N° 9. Une
surface de genres p,=p,=0, P;>2 ne peut étre Iimage d’une involution
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cyclique d’ordre p appartenant 2 une surface de genre arithmétique p—1,
privée de points unis, que si p est une puissance de 2 (voir deux notes en
cours de publication dans le Bulletin de '’Académie royale de Belgique, mai
et juin 1967).

16.

17.
18.
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HEPALIMOHAJIHU TMTOBBPXHHUHU C POIOBE HYJIA
Jlocuen Fopno
(Pe3rw.ue)

B pa6orara ce pa3riexnar anre6pHYHH NOBBPXHHHH B TPHMEPHOTO MNpoO-
€KTHBHO NPOCTPAHCTBO, 332 KOHTO APHTMETHYHHAT DPOX P, U TEOMETPHYHHAT
pon p, ca paBHH Ha Hyna, Ho 2-poxasT (bigenre) P.+0, Taka ye mo exuH
KpuTepHit Ha KacTeanyoBo NOBbpPXHHHHTe ca HepauHoHaiaHH. [lazeHH ca npH-
MEepH 3a TaKHBa NOBBPXHMHH: B TOYka 3. moBbpxHHHa F' ¢ Py,=pM=2 B
Toyka 4. — ¢ Py=p" =1, B Touka 5. —c Po=p"=3; pV) e nuuefinuar pox
Ha noBBPXHHHATAa. JJOKa3aHH ca M HAKOH TEOPeMH 3a pasraeXNaHHTe MOBbPX-
HHHH, CBBP3aHH CBC CBHILECTBYBaHETO HAa OWKAHOHHYHH, TPHKAHOHHYHH, ...
CHCTeMH OT KPHBH BBPXY TAX. KaTo npumep mnocoysaMe: ako ejfHa anre6Gpm-
YHa noBBpXHHHA F ¢ ponoBe p,= p,=0 NpHTeXKaBa HeNPHBOLHMA GHKAHOHHYHA
CHCTeMa OT AHWMeHcHs P,—17-2, To BbpXy MOBbPXHHHATA CblIeCTBYBa H30-
AupaHa kpuBa /' ot pox P, Taka ye GMKaHOHHYHATa, TPHKAHOHMYHATA, TeTpa-
KaHOHHYHaTa CHcTeMa ca cnbotBetHo ['l, |[['4-I", |2I", Ges I' na e kaHo-
HHYHa kpuBa. Tyk kpuBaTa I” e anloHrHpaHa Ha kpusata I.
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HEPALIMOHAJIbHBIE TTIOBEPXHOCTHU HYJIEBOIO POJIIA
Jlocuen Fono
(Peatro.me)

B pa6ore paccMaTpHBaloTcs anreGpaHyeckHe MOBEPXHOCTH B TPEXMEPHOM
NPOEKTHBHOM NPOCTPAHCTBE, IJs KOTOPHIX apH(PMeTHYecKHHd pOX p, H reo-
MeTPHYeCKHH pOL p, paBHEl Hymo, Ho 2-pon (bigenre) P,=0, Tak uTo, Co-
r1acHo OJHOMY KpuTepHio KacTeaHyoBO, MOBEPXHOCTH HepalHOHaMbHBL. [la-
I0TCS NpPHMepbl TAaKMX MOBEPXHOCTel: B NYyHKTe 3 — noBepxHocTe F' ¢
P,=pM=2, B nyukte 4 —c P,=p=1,Bnyskre 5 — ¢ Py=pM=3; p) —
JHHEeHHbI pOA noBepxHOCTH. [[OKa3bIBAIOTCS M HEKOTODhle TEOPEMH IS pac-
CMOTPEHHbIX MOBEPXHOCTeH, CBA3aHHbIE C CYylleCTBOBaHHeM OHKAHOHHYECKHX,
TPHKAHOHHYECKHX, ... CHCTEM KpPHBBIX HAa HHX. Kak nmpumep ykaxeM: ecaH
HekoTOpasi anre6paHyeckas NMOBEPXHOCTb F ¢ ponoM p,=p,=0 obnanaer He-
NPUBOAMMOH OHMKAHOHHYECKOH CHcTeMOll pasmepHocTH F,—1=2, TO Ha no-
BEPXHOCTH CYIlleCTBYeT H30JHpOBaHHas kpuBas I poxaa P, Takas, yTo GHKa-
HOHHYeCKad, TPHKAHOHHYECKAas, TETPAKAHOHHYECKAss CHCTeMbl HPASIOTCH COOT-
BerctBeHHo [', |I'+[1"', 2I'|, npu stoM ['— He KaHOHHYecKas KpHBas.
3necy kpuBas /" amiOHrHpoBaHa KpHBO# I
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