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Â íà÷àëîòî íà âåêà Áåðíùàéí äàâà åäíî îò íàé-êðàñèâèòå äî-

êàçàòåëñòâà íà òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ. Çà öåëòà òîé âúâåæäà

ñëåäíèòå ïîëèíîìè, èçâåñòíè äíåñ êàòî "ïîëèíîìè íà Áåðíùàéí":

Bn(f, x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k,

êúäåòî x ∈ [0, 1] è f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [0, 1] ôóíêöèÿ.

Âåäíàãà ñëåä âúâåæäàíåòî èì, òåçè ïîëèíîìè ñòàâàò îáåêò íà

ìíîãî èçñëåäâàíèÿ. Ïîÿâÿâàò ñå ìíîãî òåõíè ìîäèôèêàöèè è àíà-

ëîçè è âúîáùå çàïî÷âà èíòåíçèâíî èçñëåäâàíå íà ïðèáëèæàâàíåòî

íà ôóíêöèè ñ ëèíåéíè ïîëîæèòåëíè îïåðàòîðè. Êîðîâêèí îáîá-

ùàâà òåîðåìàòà íà Áåðíùàéí çà ïîòî÷êîâàòà ñõîäèìîñò çà øèðîê

êðúã îò ëèíåéíè ïîëîæèòåëíè îïåðàòîðè.

Ñëåä êàòî å óñòàíîâåíà ïîòî÷êîâàòà ñõîäèìîñò, íà ïðåäåí ïëàí

å ïîñòàâåí âúïðîñà çà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèåòî. Â

1932 ãîäèíà Âîðîíîâñêàÿ [33] äîêàçâà åäíà îò ïúðâèòå òåîðåìè çà

íàñèùàíå, ò.å. çà îïðåäåëåíè îïåðàòîðè ñõîäèìîñòòà íå ìîæå äà å

ïðåêàëåíî áúðçà, äîðè è çà ìíîãî ãëàäêè ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñò, ÷å

ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæàâàíå ñ îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí å îò ïîðÿ-

äúê, â íàé-äîáðèÿ ñëó÷àé, 1
n
àêî f ′′(x) 6= 0.

Èìà ìíîãî ðåçóëòàòè âúðõó îöåíêàòà íà ãðåøêàòà ïðè ïðèáëè-

æàâàíå ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí. Äèöèÿí äàâà îöåíêàòà [9]

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ Cω2
φλ/2

(
f, n−1/2φ(x)(1−λ)/2

)
, x ∈ [0, 1], (1)

êúäåòî λ ∈ [0, 1], φ(x) = x(1−x) è ω2
ϕ(f, δ) å ìîäóëà íà ãëàäêîñò íà

Äèöèÿí-Òîòèê [11] îò âòîðè ðåä

ω2
ϕ(f, δ) = sup

|h|≤δ
sup

t±hϕ(t)∈[0,1]
|f(t− ϕ(t)h)− 2f(t) + f(t+ ϕ(t)h)|.
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Ñëó÷àÿò λ = 0 äàâà êëàñè÷åñêèÿ ëîêàëåí ðåçóëòàò, à λ = 1 äàâà

ãëîáàëíà îöåíêà ÷ðåç ìîäóëèòå íà Äèöèÿí-Òîòèê.

Êàêòî å èçâåñòíî [9, òåîðåìà 2.1.1, ñòð.11], ãîðíèÿò ìîäóë íà

ãëàäêîñò íà Äèöèÿí-Òîòèê å åêâèâàëåíòåí íà ñëåäíèÿ Ê-ôóíêöèîíàë:

Kϕ(f, δ2) = inf
g

{
‖f − g‖+ δ2‖ϕ2g′′‖; g, g′ ∈ ACloc

}
â ñìèñúë, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè C1 è C2, íåçàâè-

ñåùè îò f è δ òàêèâà, ÷å

C1ω
2
ϕ(f, δ) ≤ Kϕ(f, δ2) ≤ C2ω

2
ϕ(f, δ).

Â òàêúâ ñëó÷àé ãîðíàòà îöåíêà (1), çà λ = 1, ìîæå äà ñå çàïèøå

âúâ âèäà

‖Bnf − f‖ ≤ CKφ

(
f,

1

n

)
.

Îöåíêè îò òîçè âèä, à èìåííî, îöåíêè íà ãðåøêàòà íà ïðèáëè-

æåíèå îòãîðå ÷ðåç äàäåíà âåëè÷èíà, íàïðèìåð Ê-ôóíêöèîíàë èëè

ìîäóë íà íåïðåêúñíàòîñò, ñå íàðè÷àò äèðåêòíè òåîðåìè èëè äèðåê-

òíè íåðàâåíñòâà.

Äîêàçâàíåòî íà îáðàòíàòà òåîðåìà, ò.å. íà îöåíêàòà íà ãðåøêàòà

íà ïðèáëèæåíèå îòäîëó ÷ðåç ñúùàòà âåëè÷èíà, å äîñòà ïî-òðóäíî.

Çàòîâà â [10] Äèöèÿí è Èâàíîâ ïðåäëàãàò ñëåäíàòà êëàñèôèêàöèÿ

îò ÷åòèðè òèïà îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà äàäåí àïðîêñèìàöèîíåí

ïðîöåñ. Íåêà çà ðåäèöàòà îò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè îïåðàòîðè Qn

è çà íÿêîÿ ðåäèöà îò ÷èñëà λ(n), êîÿòî ìîíîòîííî íàìàëÿâàéêè

êëîíè êúì 0, ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà îò Äæåêñúíîâ

òèï:

‖f −Qnf‖ ≤ CK(f, λ(n)),

êúäåòî êîíñòàíòàòà C íå çàâèñè îò f è n. Òàêà, ïðè òåçè óñëîâèÿ çà

ðåäèöàòà îò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè îïåðàòîðè Qn, òå äåôèíèðàò

ñëåäíèòå òèïîâå ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà:

A K(f, λ(n)) ≤ C‖f −Qnf‖ çà âñÿêî n (èëè çà âñÿêî n ≥ n0).
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B K(f, λ(n)) ≤ C λ(n)
λ(k)
{‖f−Qnf‖+‖f−Qkf‖} çà âñè÷êè k ≥ rn

è çà íÿêîå ôèêñèðàíî r > 1.

C K(f, λ(n)) ≤ C 1
(r−1)n

∑rn−1
k=n ‖f − Qkf‖ çà âñè÷êè n è íÿêîå

r > 1.

D K(f, λ(n)) ≤ C supk≥n ‖f −Qkf‖ çà âñè÷êè n.

Â çàâèñèìîñò îò ðåäèöàòà îò îïåðàòîðè Qn ñà âúçìîæíè íÿêîè

îò ïîñî÷åíèòå ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, àêî ðåäè-

öàòà îò îïåðàòîðè Qn å ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íî ëèíåéíè ôóíêöèè,

èíòåðïîëèðàùè ôóíêöèÿòà f â òî÷êèòå k
n
, òî òîãàâà ñà èçïúëíåíè

íåðàâåíñòâàòà îò òèï C è D è íå ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà îò òèï

A è B. Â ñúùàòà ñòàòèÿ àâòîðèòå äîêàçâàò ñèëíîòî îáðàòíî íåðà-

âåíñòâî îò òèï B çà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí. Òîòèê îáîáùàâà òîçè

ðåçóëòàò çà øèðîê êðúã îò îïåðàòîðè [32]. Ñèëíîòî îáðàòíî íåðà-

âåíñòâî îò òèï À çà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí å äîêàçàíî îò Òîòèê

â [31] è íåçàâèñèìî îò Êíîîï (Knoop) è Æîó (Zhou) â [26]. Òà-

êà, êîìáèíèðàéêè ïðàâàòà è îáðàòíà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ïúëíàòà

åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå ñ îïåðàòîðà íà

Áåðíùàéí è ñúîòâåòíèÿ Ê-ôóíêöèîíàë (à ñúùî è ìîäóëà íà íåï-

ðåêúñíàòîñò íà Äèöèÿí-Òîòèê):

‖Bn(f)− f‖ ∼ Kφ

(
f,

1

n

)
∼ ω2√

φ(f,
1√
n

).

Åäíà îò öåëèòå íà äèñåðòàöèÿòà å ïîëó÷àâàíåòî íà ïîäîáíè õà-

ðàêòåðèçàöèè íà ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè ñ îïåðà-

òîðèòå íà Áàñêàêîâ è íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð - ñúñ è áåç òåãëî.

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò òðè ãëàâè. Â ïúðâà ãëàâà èçñëåäâàìå

ïðèáëèæàâàíåòî íà ôóíêöèè ñ êëàñè÷åñêèÿ âàðèàíò íà îïåðàòîðà

íà Áàñêàêîâ.

Çà ôóíêöèè f ∈ C[0,∞) îïåðàòîðúò íà Áàñêàêîâ ñå äåôèíèðà

÷ðåç ôîðìóëàòà [1]

Vnf(x) = (Vnf, x) = Vn(f, x) =
∞∑
k=0

f

(
k

n

)
Vn,k(x) çà 0 ≤ x <∞,

(2)
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êúäåòî Vn,k(x) ñà áàçèñíèòå "ïîëèíîìè"íà Áàñêàêîâ

Vn,k(x) =

(
n+ k − 1

k

)
xk(1 + x)−n−k. (3)

Äèðåêòíàòà òåîðåìà çà ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè ñ îïåðàòîðà

íà Áàñêàêîâ å äîêàçàíà â [11, òåîðåìà 9.3.2, ñòð.117]. Â [31] Òîòèê

ôîðìóëèðà ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï À çà îïåðàòîðà íà

Áàñêàêîâ êàòî îòäåëíà òåîðåìà (Òåîðåìà 3.2., áåç äîêàçàòåëñòâî),

êàçâàéêè ÷å òÿ ìîæå äà áúäå äîêàçàíà ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî çà

îïåðàòîðà íà Ñàñ-Ìèðàêÿí. Íèå íå óñïÿõìå äà äîêàæåì íåðàâåíñ-

òâîòî îò òèï À ïî ìåòîäà, ïðåäëîæåí îò Òîòèê, è íå íè å èçâåñòíî

äîêàçàòåëñòâî íà òîâà íåðàâåíñòâî.

Â ãëàâà 1 äîêàçâàìå ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï À çà

îïåðàòîðà íà Áàñêàêîâ (Òåîðåìà 1). Çà öåëòà ïðèëàãàìå ìåòîä,

ïðåäëîæåí îò Äèöèÿí è Èâàíîâ â [10], îñíîâàâàù ñå íà èçïîëçóâà-

íåòî íà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ è çà ïðúâ ïúò ïðèëîæåí

îò Êíîîï è Æîó çà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí. Â ïðîöåñà íà äîêàç-

âàíå íà Òåîðåìà 1, óñòàíîâÿâàìå è äâå íåðàâåíñòâà, âàæíè ñàìè

ïî ñåáå ñè, à èìåííî: íåðàâåíñòâî îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ (Òåîðå-

ìà 2) çà îïåðàòîðà íà Áàñêàêîâ è íåðàâåíñòâî îò Áåðíùàéíîâ òèï

(Òåîðåìà 3) çà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ.

Íî ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå òåçè ðåçóëòàòè, ùå âúâåäåì íÿêîè

îçíà÷åíèÿ. Îïåðàòîðúò íà äèôåðåíöèðàíå ùå îçíà÷àâàìå ñ D, ò.å.

D = d
dx
. Òàêà, Dg(x) = g′(x) è D2g(x) = g′′(x). Òåãëîòî, êîåòî å åñ-

òåñòâåíî ñâúðçàíî ñ âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà îïåðàòîðà íà Áàñêàêîâ

ùå îçíà÷àâàìå ñ ψ(x) = x(1 + x).

Ñúñ C[0,∞) ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñ-

íàòè â [0,∞) ôóíêöèè, ñ L∞[0,∞) ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè Ëå-

áåãîâî èçìåðèìè è ñúùåñòâåíî îãðàíè÷åíè â [0,∞) ôóíêöèè (ïðè

ðàâíîìåðíàòà íîðìà ‖.‖) è ñ CB[0,∞) = C[0,∞)∩L∞[0,∞) ïðîñò-

ðàíñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñíàòè è îãðàíè÷åíè â [0,∞) ôóíêöèè.
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Ñúùî, äåôèíèðàìå è ñëåäíèòå ïðîñòðàíñòâà:

W 2(ψ)[0,∞) =
{
g : Dg ∈ ACloc(0,∞) è ψD2g ∈ L∞[0,∞)

}
,

W 3(ψ)[0,∞) =
{
g : D2g ∈ ACloc(0,∞) è ψ3/2D3g ∈ L∞[0,∞)

}
,

êúäåòî ACloc(0,∞) å ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè ôóíêöèè, êîèòî ñà

àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè â [a, b] çà âñåêè èíòåðâàë [a, b] ∈ [0,∞).

Çà äà îöåíèì òî÷íî ïðèáëèæåíèåòî íà ôóíêöèè ñ îïåðàòîðà íà

Áàñêàêîâ ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ K-ôóíêöèîíàë:

Kψ(f, t2)

= inf
{
‖f − g‖+ t2

∥∥ψD2g
∥∥ : g ∈ W 2(ψ)[0,∞), f − g ∈ CB[0,∞)

}
,

(4)

äåôèðàí çà ôóíêöèè f ∈ CB[0,∞) +W 2(ψ)[0,∞). Òóê f ∈ X + Y

îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà f ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

f = f1 + f2, êúäåòî f1 ∈ X è f2 ∈ Y .
Òîâà å ñòàíäàðòíàòà äåôèíèöèÿ íà Ê-ôóíêöèîíàëà â òåîðèÿòà

çà èíòåðïîëàöèÿ íà ïðîñòðàíñòâà. Ùå îòáåëåæèì, ÷å â òåîðèÿ-

òà íà àïðîêñèìàöèèòå, îáèêíîâåíî, óñëîâèåòî f − g ∈ CB[0,∞) å

òðèâèàëíî èçïúëíåíî, òúé-êàòî â ïîâå÷åòî ñëó÷àè âòîðîòî èíòåð-

ïîëàöèîííî ïðîñòðàíñòâî å âëîæåíî â ïúðâîòî. Íî ïðè èçó÷àâàíå-

òî íà àïðîêñèìàöèÿòà íà ôóíêöèè ÷ðåç îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ

(à ñúùî è íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð), ñå íàëàãà òîâà óñëîâèå äà

áúäå äîáàâåíî â äåôèíèöèÿòà íà Ê-ôóíêöèîíàëà. Òúé-êàòî, â òî-

çè ñëó÷àé èìàìå èíòåðïîëàöèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàòà CB[0,∞) è

W 2(ψ)[0,∞), êàòî â ñúùîòî âðåìå W 2(ψ)[0,∞)\CB[0,∞) íå å ïîä-

ìíîæåñòâî íà êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî.

Íàèñòèíà, àêî îçíà÷èì ñ π1 ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè ëèíåé-

íè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [0,∞), òî ÿñíî å, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî çà

êîåòî å âàëèäíà ãîðíàòà òåîðåìà áè òðÿáâàëî äà ñúäúðæà êàòî

ïîäïðîñòðàíñòâà CB[0,∞) è π1 (òúé-êàòî îïåðàòîðúò íà Áàñêàêîâ

âúçñòàíîâÿâà ëèíåéíèòå ôóíêöè). Íî ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè
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CB[0,∞) + W 2(ψ)[0,∞), çà êîåòî å äîêàçàíà ãîðíàòà åêâèâàëåíò-

íîñò, âñúùíîñò, å ñúùåñòâåíî ïî-ãîëÿìî îò CB[0,∞)+π1. Íàïðèìåð

ôóíêöèÿòà

f(x) =


x
e
, x ∈ [0, e]

lnx, x ∈ [e,∞)

ïðèíàäëåæè íà ïðîñòðàíñòâîòî W 2(ψ)[0,∞) è íå ïðèíàäëåæè íà

CB[0,∞) + π1, ò.å.

f(x) ∈
{
CB[0,∞) +W 2(ψ)[0,∞)

}
\ {CB[0,∞) + π1} .

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ïúðâà ãëàâà å ñëåäâàùàòà òåîðåìà, óñòà-

íîâÿâàùà ïúëíà åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå

‖Vnf − f‖ îò åäíà ñòðàíà, è K-ôóíêöèîíàëà Kψ

(
f, 1

n

)
(ñúîòâåòíî

ìîäóëà íà íåïðåêúñíàòîñò íà Äèöèÿí-Òîòèê ω2√
ψ
(f, 1√

n
)) îò äðóãà.

Òåîðåìà 1. Ñúùåñòâóâà àáñîëþòíà êîíñòàíòà L òàêàâà, ÷å çà

âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n > L è çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ CB[0,∞) +W 2(ψ)[0,∞)

å â ñèëà åêâèâàëåíòíîñòòà

‖Vnf − f‖ ∼ Kψ

(
f,

1

n

)
∼ ω2√

ψ

(
f,

1√
n

)
.

Ïðàâàòà òåîðåìà, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C > 0 òàêàâà,

÷å

C‖Vnf − f‖ ≤ Kψ

(
f,

1

n

)
å äîêàçàíà, íàïðèìåð, â [11, Òåîðåìà 9.3.2, ñòðàíèöà 117]. Äîêàçâà-

ìå îáðàòíàòà òåîðåìà, à èìåííî, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C òàêàâà,

÷å

Kψ

(
f,

1

n

)
≤ C‖Vnf − f‖

â � 1.2.
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Òàçè òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å Ê-ôóíêöèîíàëúò (ñúîòâåòíî ìîäóëúò

íà ãëàäêîñò íà Äèöèÿí-Òîòèê îò âòîðè ðåä) å òî÷íàòà âåëè÷èíà

çà õàðàêòåðèçèðàíå íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå ñ îïåðàòîðà íà

Áàñêàêîâ.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å êàêòî äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà, òàêà

è íà âñè÷êè îñòàíàëè òåîðåìè è ëåìè, å êîíñòðóêòèâíî. Òîâà îç-

íà÷àâà, ÷å ëåñíî ìîæå äà ñå äàäå îöåíêà íà êîíñòàíòàòà L, à ñúùî

è íà C îòãîðå. Òåçè îöåíêè ìîãàò äà ñå ïîäîáðÿò, íî çà ñìåòêà íà

òîâà äîñòà îò äîêàçàòåëñòâàòà áèõà ñòàíàëè ïî-äúëãè è òðîìàâè.

Âúïðåêè, ÷å Òåîðåìà 1 å ôîðìóëèðàíà è äîêàçàíà çà öåëè ÷èñëà

n, òÿ å â ñèëà è àêî äîïóñíåì, ÷å n å íåïðåêúñíàò ïîëîæèòåëåí

ïàðàìåòúð. Â òîçè ñëó÷àé áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Áàñêàêîâ (3) ñå

çàìåíÿò ñ
Γ(n+ k)

k!Γ(n)
xk(1 + x)−n−k,

êúäåòî ñ Γ å îçíà÷åíà Ãàìà ôóíêöèÿòà, à îïåðàòîðúò Vn å äåôèíè-

ðàí îòíîâî ñ (2).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï À çà

îïåðàòîðà íà Áàñêàêîâ ñå áàçèðà íà ìåòîä, ïðåäëîæåí îò Äèöèÿí

è Èâàíîâ â [10], à èìåííî, èçïîëçâàíåòî íà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð

(â òîçè ñëó÷àé íà Áàñêàêîâ) V N
n f â Ê-ôóíêöèîíàëà. Çà äà ñå ïðè-

ëîæè òîçè ìåòîä å íóæíî äà ñå äîêàæàò: íåðàâåíñòâî îò òèï íà

Âîðîíîâñêàÿ çà êëàñè÷åñêèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ è íåðàâåíñò-

âî îò Áåðíùàéíîâ òèï çà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ, êàòî

êîíñòàíòàòà âúâ âòîðîòî íåðàâåíñòâî òðÿáâà äà å ïî-ìàëêà îò åäè-

íèöà. Òåçè äâå âàæíè ñàìè ïî ñåáå ñè íåðàâåíñòâà äîêàçâàìå ñúùî

â ãëàâà 1.

Òåîðåìà 2. Ñúùåñòâóâà àáñîëþòíà êîíñòàíòà C > 0 òàêàâà, ÷å

çà âñè÷êè ôóíêöèè f ∈ W 3(ψ)[0,∞) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∥∥∥∥Vnf − f − 1

2n
ψD2f

∥∥∥∥ ≤ Cn−3/2
∥∥ψ3/2D3f

∥∥ .
Äîêàçàòåëñòâî íà òàçè òåîðåìà å äàäåíî â � 1.3.
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Òåîðåìà 3. Íåêà 2 ≤ N ≤ n−2
2
, n ≥ 10. Òîãàâà ñúùåñòâóâà àáñî-

ëþòíà êîíñòàíòà C òàêàâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2(ψ)[0,∞)

å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∥∥ψ3/2D3(V N
n f)

∥∥≤K(N)
√
n
∥∥ψD2f

∥∥ ,
êúäåòî K(N) ≤ CN−1/4 lnN .

Ïúëíîòî äîêàçàòåëñòâî íà òàçè òåîðåìà å äàäåíî â � 1.4.

Âúâ âòîðà ãëàâà èçñëåäâàìå òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðà-

òîðèòå íà Áàñêàêîâ.

Òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ ðàçëè÷íè îïåðàòîðè, ò.å. îöåíÿâàíåòî

íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå supx∈I |w(x) (f(x)−Qn(f, x))| çà äà-
äåíà ðåäèöà îò îïåðàòîðè Qn(f, x), êúäåòî w(x) å ñúòâåòíîòî òåãëî,

ñúùî å îáåêò íà ìíîãî èçñëåäâàíèÿ. Êîëè÷åñòâåíà îöåíêà íà îñî-

áåíàòà ðîëÿ íà êðàéíèòå òî÷êè ïðè ïðèáëèæàâàíåòî ñ àëãåáðè÷íè

ïîëèíîìè å äàäåíà ïúðâî îò Íèêîëñêè â 1946 ãîäèíà [5]. Äîáðå èç-

âåñòåí ôàêò å, ÷å ïîòî÷êîâèòå îöåíêè ïðè òåçè ïðèáëèæåíèÿ, ìîãàò

äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî íàé-äîáðàòà òåãëîâà àïðîêñèìàöèÿ ñúñ

ñúîòâåòíèòå ïîëèíîìè.

Çà ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí íà÷àëîòî å ïîñòàâåíî îò Áåðåíñ

(Berens) è Ëîðåíö (Lorentz) [4]. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè, îáåäèíÿâàùè

ïðàâèòå è îáðàòíè òåîðåìè, ìîãàò äà áúäàò ðåçþìèðàíè â ñëåäâà-

ùàòà åêâèâàëåíòíîñò

‖φγ(Bnf − f)‖ = O(n−α)⇔
∥∥φα+γ∆2

hf
∥∥
[h,1−h] = O

(
h2α
)
, (5)

êîÿòî å âàëèäíà çà 0 < α < 1,−1 < γ ≤ 0 è çà α = −γ = 1. Òóê

∆2
hf(x) = f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

è êîíñòàíòèòå ïðè O-åêâèâàëåíòíîñòòà íå çàâèñÿò îò n è h. Òàçè

åêâèâàëåíòíîñò å äîêàçàíà çà 0 < α = −γ ≤ 1 â [4]. Ñëó÷àéòå

0 ≤ −γ ≤ α ≤ 1 è 0 < α < −γ ≤ 1 ñà äîêàçàíè â [6], [7], [8].

Îñòàíàëèòå ñëó÷àè 0 < α < −γ ≤ 1, 1 < α− γ ñà äîêàçàíè â [36].
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Òóê ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ïðèáëèæàâàíåòî íà ôóíêöèè ñ òåãëà

íà ßêîáè (Jacobi), à èìåííî:

çà ïðèáëèæàâàíå â èíòåðâàëà [0, 1] èëè [0, 1),

w(x) = xγ0(1− x)γ1 , (6)

a ça [0,∞),

w(x) = xγ0(1 + x)γ∞ . (7)

Taêa, ñïîìåíàòàòà ïî-ãîðå åêâèâàëåíòíîñò òðåòèðà ñàìî ñëó÷àÿ íà

ñèìåòðè÷íè òåãëà (γ0 = γ1). Ïî-êúñíî Ôåëòúí (Felten) [12], [13]

îáîáùàâà ãîðíàòà åêâèâàëåíòíîñò çà îïåðàòîðè îò åêñïîíåíöèàëåí

òèï (â ÷àñòíîñò çà îïåðàòîðèòå íà Ñàñ-Ìèðàêÿí), à ñúùî è êàòî çà-

ìåíÿ äÿñíàòà ÷àñò â (5) ñ ðåäà íà ñõîäèìîñò íà ñúîòâåòíèòå ìîäóëè

íà ãëàäêîñò íà Äèöèÿí-Òîòèê è ðàçãëåæäàéêè íåñèìåòðè÷íè òåãëà

0 ≤ −γ0,−γ1 ≤ α, 0 < α < 1. Âúâ âñè÷êè òåçè ðåçóëòàòè îáðàòíèòå

òåîðåìè ñà ôîðìóëèðàíè â òåðìèíèòå íà ïîðÿäúê íà ñõîäèìîñò.

Íî çà äà áúäå òî÷íî õàðàêòåðèçèðàíà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå,

å íóæíà îöåíêà îò äîëó è îò ãîðå ñ åäíà è ñúùà âåëè÷èíà. Òàêàâà

âåëè÷èíà å ñúîòâåòíèÿ Ê-ôóíêöèîíàë

Kφ
w(f, t2) = inf

{
‖w(f − g)‖+ t2

∥∥wφD2g
∥∥}, (8)

êúäåòî èíôèìóìúò å ïî âñè÷êè ôóíêöèè g ∈ W 2(wφ)(0, 1) òàêèâà,

÷å w(f − g) ∈ L∞[0, 1] è

W 2(wφ)(0, 1) =
{
g,Dg ∈ ACloc(0, 1) : wφD2g ∈ L∞[0, 1]

}
.

Â [23] Ê. Èâàíîâ äîêàçâà, ÷å ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå ñ ïîëèíîìè-

òå íà Áåðíùàéí (ïðè òåãëà (6), γ0, γ1 ∈ [−1, 0]) å åêâèâàëåíòíà íà

Ê-ôóíêöèîíàëà (8). Ïàê òàì òîé âúâåæäà ïîíÿòèåòî "åñòåñòâåíè

òåãëà" çà äàäåíà ðåäèöà îò îïåðàòîðè è ïîêàçâà, ÷å ïðè ïðèáëè-

æàâàíå ñ îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí åñòåñòâåíèòå òåãëà (6) ñà çà

γ0, γ1 ∈ [−1, 0].
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Äåôèíèöèÿ 1. Òåãëîòî w ñå íàðè÷à åñòåñòâåíî òåãëî çà ðåäè-

öàòà îò îïåðàòîðè Qn â äàäåíà íîðìà, àêî íîðìàòà íà ãðåøêàòà

ñ òåãëî w(f − Qnf) äîïóñêà ñúîòâåòñòâóâàùè ñè ïðàâè è ñèëíè

îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà íàé-øèðîêèÿ åñòåñòâåí êëàñ îò ôóíêöèè

f , çà êîèòî Qnf å äåôèíèðàí.

Ùå îòáåëåæèì ñúùî òàêà, ÷å çà òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ÷ðåç

ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí, ñà èçâåñòíè ðåçóëòàòè è çà äðóãè îáëàñ-

òè íà γ0 è γ1, ìàêàð è çà ïî-òåñåí êðúã îò ôóíêöèè, íàïðèìåð [29],

[30].

Äîêîëêîòî íè å èçâåñòíî, íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíèÿòà íà òåã-

ëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ å ïîñòàâåíî îò

Áåêåð (Becker) â [2], êúäåòî òîé äîêàçâà ïðàâàòà òåîðåìà çà òåãëà

w(x) = 1+xn, n ∈ N. Â [21] Õîëõîø (Holho�s) ðàçøèðÿâà òîçè ðåçóë-

òàò çà òåãëà (7), êúäåòî γ0 = 0, γ∞ ≤ 0. Ãóî (Guo) è Êè (Qi) â [20]

äîêàçâàò ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï Â çà ñèìåòðè÷íè òåãëà

(7), êúäåòî γ0 = γ∞ ∈ [−1, 0). Â [15] Ôèíòà (Finta) îáîáùàâà òîçè

ìåòîä, êîåòî ìó ïîçâîëÿâà äà äîêàæå ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâî

îò òèï Â è çà íÿêîè íåñèìåòðè÷íè òåãëà (7).

Âúâ âòîðà ãëàâà íèå èçñëåäâàìå òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïå-

ðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ êàòî óñòàíîâÿâàìå åñòåñòâåíèòå òåãëà çà òÿõ

è äîêàçâàìå ïðàâè è ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà îò òèï À çà âúç-

ìîæíî íàé-øèðîê êëàñ îò òåãëà (7) - Òåîðåìà 4. Ùå îòáåëåæèì, ÷å

âúâ âñè÷êè èçâåñòíè ðåçóëòàòè äî ñåãà ñà äîêàçàíè, â íàè-äîáðèÿ

ñëó÷àé, ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà îò òèï Â. Ñúùî, â ãëàâà 2 äî-

êàçâàìå è íåðàâåíñòâî îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ (òåîðåìà 5) çà îïå-

ðàòîðà íà Áàñêàêîâ è íåðàâåíñòâî îò Áåðíùàéíîâ òèï (òåîðåìà 6)

çà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ.

Íî çà äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò âòîðà ãëàâà, ùå

ñà íè íóæíè íÿêîè äåôèíèöèè.
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Äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ïðîñòðàíñòâà:

C(w)[0,∞) = {g ∈ C[0,∞); wg ∈ L∞[0,∞)} ,

W 2(wψ)[0,∞) =
{
g,Dg ∈ ACloc(0,∞) è wψD2g ∈ L∞[0,∞)

}
,

W 3(wψ3/2)[0,∞)

=
{
g,Dg,D2g ∈ ACloc(0,∞) è wψ3/2D3g ∈ L∞[0,∞)

}
.

Ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå ùå áúäå îöåíÿâàíà ÷ðåç ñúîòâåòíèÿ Ê-

ôóíêöèîíàë: çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ C(w)[0,∞) +W 2(wψ)[0,∞)

è âñÿêî t > 0 äåôèíèðàìå

Kψ
w(f, t2) = inf

{
‖w(f − g)‖+ t2

∥∥wψD2g
∥∥} , (9)

êúäåòî èíôèìóìúò å ïî âñè÷êè ôóíêöèè g ∈ W 2(wψ)[0,∞) òàêèâà,

÷å f − g ∈ C(w)[0,∞).

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò âúâ âòîðà ãëàâà å óñòàíîâÿâàíåòî íà ïúë-

íàòà åêâèâàëåíòíîñò íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå ñ îïåðàòîðèòå

íà Áàñêàêîâ è Ê-ôóíêöèîíàëà (9).

Òåîðåìà 4. Çà w, äåôèíèðàíè ÷ðåç (7), γ0 ∈ [−1, 0], γ∞ ∈ R, ñúùåñ-
òâóâà àáñîëþòíà êîíñòàíòà L òàêàâà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî

÷èñëî n > L è çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ C(w)[0,∞) +W 2(wψ)[0,∞)

å â ñèëà åêâèâàëåíòíîñòòà

‖w(Vnf − f)‖ ∼ Kψ
w

(
f,

1

n

)
.

Òàêà, åñòåñòâåíèòå òåãëà w çà îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ ñà îò

òèï (7) ñ γ0 ∈ [−1, 0] è γ∞ ∈ R. Íàèñòèíà, àêî γ0 < −1, òî òîãàâà å

íåîáõîäèìî f(x) = 0 â îêîëíîñò íà 0, èíà÷å îïåðàòîðúò Vnf íÿìà

äà å îãðàíè÷åí. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî γ0 > 0, òî òîãàâà f(x), â
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îáùèÿ ñëó÷àé, íå å äåôèíèðàíà â x = 0 è ñëåäîâàòåëíî Vnf íå å

äåôèíèðàí. Äîðè è äà ñå îãðàíè÷èì â ðàçãëåæäàíåòî íà ôóíêöèè

f òàêèâà, ÷å wf ∈ C[0,∞), (êîåòî ïðàâè êëàñà íà ðàçãëåæäàíå ïî-

ìàëúê), òî îïåðàòîðúò Vnf íå áè áèë îãðàíè÷åí â òåãëîâàòà íîðìà

(â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ãîðíàòà åêâèâàëåíòíîñò å

â ñèëà).

Òóê ùå îòáåëåæèì, ÷å çà ïî-ìàëêè êëàñîâå îò ôóíêöèè, â ìî-

äèôèöèðàíà íîðìà, ñà äîêàçàíè íÿêîè ðåçóëòàòè - íàïðèìåð â [14]

å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿ γ0 ∈ [0, 1]. Òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòî-

ðèòå íà Áàñêàêîâ îò òîçè âèä å ðàçãëåäàíà â [2], [14], [20], [34], [35],

[24], [25].

Âúâ âòîðà ãëàâà äîêàçâàìå è ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè.

Òåîðåìà 5. Çà òåãëà w, äåôèíèðàíè ÷ðåç (7) ñ γ0 ∈ [−1, 0] è γ∞ ∈
R, ñúùåñòâóâàò àáñîëþòíè êîíñòàíòè L è C òàêèâà, ÷å çà âñÿêî

åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ L å èçïúëíåíî∥∥∥∥w(Vng − g − 1

2n
ψD2g

)∥∥∥∥ ≤ C

n3/2

∥∥wψ3/2D3g
∥∥ (10)

çà âñÿêà ôóíêöèÿ g ∈ W 3(wψ3/2)[0,∞).

Òåîðåìà 6. Íåêà 2 ≤ N ≤ n−2
2
, n ≥ 10. Òîãàâà çà òåãëà w, äå-

ôèíèðàíè ÷ðåç (7) ñ γ0 ∈ [−1, 0] è γ∞ ∈ R è çà âñè÷êè ôóíêöèè

g ∈ W 2(wψ)[0,∞) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∥∥∥wψ 3
2D3V N

n g
∥∥∥ ≤ K(N)

√
n
∥∥wψD2g

∥∥ (11)

êúäåòî

lim
N→∞

K(N) = 0.

Â ãëàâà 3 èçñëåäâàìå àïðîêñèìàöèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-

Êüîíèã è Öåëåð. Ïðàâîòî íåðàâåíñòâî å äîêàçàíî â [11]. Îòíîñíî

îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî íàé-äîáðèÿò ðåçóëòàò å ñèëíîòî îáðàòíî íå-

ðàâåíñòâî îò òèï Â, äîêàçàíî â [27]. Èçïîëçóâàéêè òÿñíàòà âðúçêà

ìåæäó îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð è îïåðàòîðèòå íà



15

Áàñêàêîâ, äîêàçâàìå ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï À â ñëó-

÷àÿ íà áåçòåãëîâà àïðîêñèìàöèÿ. Òàêà, êîìáèíèðàéêè ïðàâàòà è

îáðàòíà òåîðåìà óñòàíîâÿâàìå åêâèâàëåíòíîñòòà íà ãðåøêàòà íà

ïðèáëèæåíèå ñ îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð è ñúîòâåò-

íèÿ K-ôóíêöèîíàë (à ñúùî è íà ìîäóëà íà ãëàäêîñò íà Äèöèÿí è

Òîòèê) - Òåîðåìà 7. Íî ïðåäè äà ÿ ôîðìóëèðàìå, ùå äàäåì íóæ-

íèòå äåôèíèöèè.

Ñúñ C[0, 1) ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñ-

íàòè â [0, 1) ôóíêöèè, êàòî â òî÷êàòà 1 íå ñå ïðåäïîëàãà íèòî

íåïðåêúñíàòîñò, íèòî îãðàíè÷åíîñò. Ñ L∞[0, 1) îçíà÷àâàìå ïðîñ-

òðàíñòâîòî íà âñè÷êè Ëåáåãîâî èçìåðèìè è ñúùåñòâåíî îãðàíè÷å-

íè â [0, 1) ôóíêöèè (ïðè ðàâíîìåðíàòà íîðìà ‖.‖) è ñ CB[0, 1) =

C[0, 1) ∩ L∞[0, 1) ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñíàòè è îãðà-

íè÷åíè â [0, 1) ôóíêöèè. Ñúùî äåôèíèðàìå è ïðîñòðàíñòâàòà

W 2(ϕ)[0, 1) =
{
g : Dg ∈ ACloc(0, 1) è ϕD2g ∈ L∞[0, 1)

}
,

W 3(ϕ)[0, 1) =
{
g : D2g ∈ ACloc(0, 1) è ϕ3/2D3g ∈ L∞[0, 1)

}
.

Çà äà îöåíèì òî÷íî ïðèáëèæåíèåòî íà ôóíêöèè ñ îïåðàòîðà íà

Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ K-ôóíêöèîíàë:

Kϕ(f, t2)

= inf
{
‖f − g‖+ t2

∥∥ϕD2g
∥∥ : g ∈ W 2(ϕ)[0, 1), f − g ∈ CB[0, 1)

}
,

(12)

äåôèðàí çà ôóíêöèè f ∈ CB[0, 1) +W 2(ϕ)[0, 1).

Òåîðåìà 7. Ñúùåñòâóâà àáñîëþòíà êîíñòàíòà L òàêàâà, ÷å çà

âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n > L è çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ CB[0, 1) +W 2(ϕ)[0, 1)

å â ñèëà åêâèâàëåíòíîñòòà

‖Mnf − f‖ ∼ Kϕ

(
f,

1

n

)
∼ ω2√

ϕ

(
f,

1√
n

)
.
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Ñúùî, â òðåòà ãëàâà èçñëåäâàìå è òåãëîâàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ

îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð.

Íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíèÿòà å ïîñòàâåíî îò Áåêåð (Becker) è Íå-

ñåë (Nessel) â [3], êîèòî ïîëó÷àâàò ïðàâè îöåíêè çà ñèìåòðè÷íè

òåãëà w(x) = ϕα(x) where −1 ≤ α ≤ 0.

Â [29] Òîòèê äîêàçâà, ÷å çà 0 < α ≤ 1 óñëîâèåòî

ϕα|∆2
h(f, x)| ≤ Kh2α

å åêâèâàëåíòíî íà

Mnf − f = O
(
n−α

)
.

Â [28] àâòîðèòå äîêàçâàò, ÷å çà 0 ≤ λ ≤ 1 è 0 < α < 2 óñëîâèåòî

|Mnf(x)− f(x)| = O

((
ϕ1−λ(x)√

n

)α)
å åêâèâàëåíòíî íà

ω2
ϕλ(f, t) = O(tα).

Òóê ω2
ϕλ

(f, t) ñà ìîäóëèòå íà Äèöèÿí è Òîòèê, ò.å.

ω2
ϕλ(f, t) = sup

0<h≤t
sup

x±hϕλ(x)∈[0,1)
|∆2

hϕλ(x)f(x)|.

Â [22] Õîëõîø äîêàçâà ñëåäíàòà ïðàâà òåîðåìà çà γ0 = 0, γ1 < 0:

‖w(Mnf − f)‖ ≤ ‖wf‖γ1C(γ1)√
n

+ 2ω

(
f(1− e−t)e−γ1t, 1√

n

)
.

Â ïîñëåäíàòà ãëàâà îò äèñåðòàöèÿòà íèå óñòàíîâÿâàìå åñòåñò-

âåíèòå òåãëà îò òèï (6) çà îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð

è äîêàçâàìå ïðàâèòå è îáðàòíè (ñèëíè îáðàòíè îò òèï À) íåðàâåí-

ñòâà.

Îòíîâî, ùå òðÿáâà ïúðâî äà äåôèíèðàìå ñúîòâåòíèòå ïðîñò-

ðàíñòâà è K-ôóíêöèîíàëè.

C(w)[0, 1) = {g ∈ C[0, 1); wg ∈ L∞[0, 1)} ,

W 2(wϕ)[0, 1) =
{
g,Dg ∈ ACloc(0, 1) è wϕD2g ∈ L∞[0, 1)

}
,

W 3(wϕ3/2)[0, 1)

=
{
g,Dg,D2g ∈ ACloc(0, 1) è wϕ3/2D3g ∈ L∞[0, 1)

}
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è çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C(w)[0, 1) +W 2(wϕ)[0, 1) è âñÿêî t > 0

Kϕ
w(f, t2) = inf

{
‖w(f − g)‖+ t2

∥∥wϕD2g
∥∥} (13)

êúäåòî èíôèìóìúò å ïî âñè÷êè ôóíêöèè g ∈ W 2(wϕ)[0, 1) òàêèâà,

÷å f − g ∈ C(w)[0, 1).

Äîêàçâàìå ñëåäâàùàòà òåîðåìà, óñòàíîâÿâàùà åêâèâàëåíòíîñò-

òà íà ãðåøêèòå íà ïðèáëèæåíèå è ñúîòâåòíèòå K-ôóíêöèîíàëè.

Òåîðåìà 8. Çà òåãëà w, äåôèíèðàíè ÷ðåç (6) ñ γ0 ∈ [−1, 0] è

γ1 ∈ R, ñúùåñòâóâà àáñîëþòíà êîíñòàíòà L òàêàâà, ÷å çà âñÿêî

åñòåñòâåíî ÷èñëî n > L è çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ C(w)[0, 1) +W 2(wϕ)[0, 1)

å â ñèëà åêâèâàëåíòíîñòòà

‖w(Mnf − f)‖ ∼ Kϕ
w

(
f,

1

n

)
.

Òàêà åñòåñòâåíèòå òåãëà w, äåôèíèðàíè ÷ðåç (6), ïðè ïðèáëèæà-

âàíå ñ îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð (çà ðàçëèêà îò òåçè

ïðè ïðèáëèæàâàíå ñ îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí) ñà çà γ0 ∈ [−1, 0] è

γ1 ∈ R.

∗ ∗ ∗

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà íàó÷íàòà ñåñèÿ

íà ñåêöèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç“ íà ÈÌÈ,

íà
”
Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical Analysis,

and Symbolic Computation“, Ñîçîïîë, 2014 ã. è íà ïðîëåòíàòà íà-

ó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ, ÑÓ
”
Êëèìåíò Îõðèäñêè“, 2015 ã.

Îñíîâíàòà ÷àñò îò òÿõ å ïóáëèêóâàíà â [16], [17], [18], [19].

Â ðåçþìå, äîêàçàíè ñà ñëåäíèòå íîâè ðåçóëòàòè.

1. Â ãëàâà 1 å äîêàçàíî ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï À

çà îïåðàòîðà íà Áàñêàêîâ (áåç òåãëî), íåðàâåíñâî îò òèï íà

Âîðîíîâñêàÿ çà Áàñêàêîâ è íåðàâåíñòâî îò Áåðíùàéíîâ òèï

çà èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ.
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2. Â ãëàâà 2 ñà óñòàíîâåíè åñòåñòâåíèòå òåãëà çà Áàñêàêîâ è ñà

äîêàçàíè ïðàâèòå è îáðàòíè òåîðåìè çà òÿõ (ñèëíè îáðàòíè

íåðàâåíñòâà îò òèï À, íåðàâåíñâà îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ çà

Áàñêàêîâ è íåðàâåíñòâà îò Áåðíùàéíîâ òèï çà èòåðèðàíèÿ

îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ).

3. Â ãëàâà 3 ñà äîêàçàíè ñèëíîòî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï

À çà îïåðàòîðà íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð (áåç òåãëî), óñòà-

íîâåíè ñà åñòåñòâåíèòå òåãëà ïðè òåãëîâà àïðîêñèìàöèÿ è ñà

äîêàçàíè ïðàâèòå è îáðàòíè òåîðåìè çà òÿõ (ñèëíè îáðàòíè

íåðàâåíñòâà îò òèï À).

∗ ∗ ∗

Áèõ èñêàë äà èçðàçÿ ñïåöèàëíè áëàãîäàðíîñòè íà ïðîô. äìí Êà-

ìåí Èâàíîâ çà ïðåäëîæåíèòå èíòåðåñíè çàäà÷è, ïîñòîÿííîòî âíè-

ìàíèå êúì ìîÿòà ðàáîòà íàä òÿõ è îêàçàíàòà ïîìîù.
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