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1 ÓÂÎÄ

1 Óâîä

Êëàñè÷åñêîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ñå îôîðìÿ êàòî ìàòåìàòè÷åñêà äèñöèïëèíà â ñðå-
äàòà íà 20 âåê ñëåä èçñëåäâàíèÿòà íà ïîëñêèÿ ìàòåìàòèê ßí Ìèêóñèíñêè. Ïðîáëåìúò
çà ñòðîãîòî îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Õåâèñàéä å ñòîÿë îòêðèò îò
êðàÿ íà 19 âåê. Âàæíîñòòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Õåâèñàéä å ïîä÷åðòàíà îò
àíãëèéñêèÿò ìàòåìàòèê Óèòòåêåð, êîéòî ãî íàðåæäà ìåæäó íàé-âàæíèòå ìàòåìàòè-
÷åñêè äèñöèïëèíè íàñëåäåíè îò 19 âåê, íàðåä ñ àâòîìîðôíèòå ôóíêöèè è òåíçîðíîòî
ñìÿòàíå. Ïðîáëåìúò çà îáîñíîâàâàíåòî íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä íå å âêëþ÷åí â
çíàìåíèòèòå 23 ïðîáëåìà íà Õèëáåðò, íî â òðàêòàòà íà Õèëáåðò è Êóðàíò �Ìåòîäè
íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà� îò 1930 ã. òîçè ïðîáëåì å îò÷åòëèâî ôîðìóëèðàí.

ßí Ìèêóñèíñêè ðåøàâà ïðîáëåìà ñ îáîñíîâàâàíåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà
Õåâèñàéä íà áàçàòà íà ñúâðåìåííàòà àëãåáðà â êíèãàòà ñè [15], êîÿòî å ïóáëèêóâàíà
ïúðâîíà÷àëíî íà ïîëñêè åçèê ïðåç 1952 ã.

Ìèíèìàëíàòà öåë íà êëàñè÷åñêîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå å íàìèðàíåòî íà ðåøå-
íèÿòà íà íà÷àëíè çàäà÷è çà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîå-
ôèöèåíòè â åêñïëèöèòåí âèä. Íàé-ïðîñòàòà çàäà÷à îò òàêúâ âèä å

P

(
d

dt

)
y = f(t),(1.1)

y(k)(0) = 0, k = 0, 1, ..., degP − 1,

êúäåòî P å ïîëèíîì.
Ìíîãî ìàòåìàòèöè îò 19 âåê ðåøàâàò ôîðìàëíî òàçè çàäà÷à, êàòî ïèøàò

y =
1

P (D)
f,

ñëåä òîâà ðàçëàãàò
1

P (D)
íà åëåìåíòàðíè äðîáè è òúëêóâàò èçðàçà

1

(D − α)k
f ïî

ïîäõîäÿù íà÷èí.
Òàêúâ å è ïîäõîäúò íà Õåâèñàéä. Õàðàêòåðíî çà Õåâèñàéä ñà ìíîãîòî ïðèëîæåíèÿ

êúì çàäà÷è íà åëåêòðîòåõíèêàòà.

Îñíîâíà ðîëÿ â òåîðèÿòà íà Ìèêóñèíñêè èãðàå îïåðàöèÿòà

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

â ïðîñòðàíñòâîòî C = C[0,∞) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â [0,∞). Òàçè îïåðàöèÿ
íîñè èìåòî êîíâîëþöèÿ íà Äþàìåë. Àêî C ñå ðàçãëåæäà êàòî àëãåáðè÷íà ñòðóêòóðà
ñ îïåðàöèè îáèêíîâåíî ñúáèðàíå è êîíâîëþöèÿòà íà Äþàìåë êàòî óìíîæåíèå, C å
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí. Íå å òðèâèàëåí ôàêòúò, ÷å òîçè ïðúñòåí íÿìà äåëèòåëè íà
íóëàòà, ò.å. òîé å îáëàñò íà öÿëîñò (Òåîðåìà íà Òèò÷ìàðø [17]).

Îò îáùàòà àëãåáðà å äîáðå èçâåñòíî êàê ñå ðàçøèðÿâà îáëàñò íà öÿëîñò äî ïîëå
îò ÷àñòíè, êîåòî â íàøèÿ ñëó÷àé ìîæå äà ñå íàðå÷å ïîëå íà Ìèêóñèíñêè. Îñíîâíèÿò
îïåðàòîð â òåîðèÿòà íà Ìèêóñèíñêè å îïåðàòîðúò íà èíòåãðèðàíåòî

lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.
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1 ÓÂÎÄ

Â ïðúñòåíà (C,+, ∗) òîé ìîæå äà áúäå îòúæäåñòâåí ñ ôóíêöèÿòà êîíñòàíòà l(t) ≡
1, ò.å. l = {1}. Àëãåáðè÷íî îáðàòíèÿò åëåìåíò s =

1

l
ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî

àëãåáðè÷åí àíàëîã íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî Df(t) = f ′(t), íî àêî f(0) 6= 0,
òî sf 6= Df , è ïî-òî÷íî

sf = f ′ − f(0)

àêî f ∈ C1[0,∞), êúäåòî ïîä f(0) ñå ðàçáèðà íå ôóíêöèÿòà êîíñòàíòà, à �÷èñëîâ�
îïåðàòîð. Òàçè âðúçêà ïîçâîëÿâà íà÷àëíàòà çàäà÷à (1.1) äà ñå ñâåäå äî óðàâíåíèå â
ïîëåòî íà Ìèêóñèíñêè

P (s)y = f

è äà ñå íàïèøå ðåøåíèåòî

y =
1

P (s)
f.

Åëåìåíòàðíî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å íàïðèìåð

1

s− α
= {eαt},

1

(s− α)n
=

{
tn−1

(n− 1)!
eαt
}
, n = 1, 2, ...

è òîãàâà
1

(s− α)n
f =

∫ t

0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
eα(t−τ)f(τ)dτ.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ñòðîãà îáîñíîâêà íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä è òî ñå
ïðåâðúùà â ìàòåìàòè÷åñêà äèñöèïëèíà.

Ñòðåìåæúò êúì ðàçøèðÿâàíå è îáîáùàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Ìè-
êóñèíñêè ñå íàòúêâà íà ðåäèöà òðóäíîñòè, çà ïðåîäîëÿâàíåòî íà ÷àñò îò êîèòî å
íàïðàâåí îïèò â òàçè äèñåðòàöèÿ.

Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Ìèêóñèíñêè å òÿñíî ñâúðçàíî ñ îïåðàòîðà íà èíòåã-

ðèðàíåòî lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ , êîéòî å åäèí îò äåñíèòå îáðàòíè îïåðàòîðè íà îïåðàòîðà

íà äèôåðåíöèðàíåòî D =
d

dt
. Íî l íå å åäèíñòâåíèÿò äåñåí îáðàòåí îïåðàòîð íà D.

Çà öåëèòå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå å ïî-óäîáíî äà ñå ðàçãëåæäà ëèíååí äåñåí îá-

ðàòåí îïåðàòîð l íà D =
d

dt
â ïðîñòðàíñòâîòî C(∆), êúäåòî ∆ å èíòåðâàë ñúäúðæàù

òî÷êàòà t = 0 è îïðåäåëåí êàòî ðåøåíèå y = lf íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

d

dt
y = f(t), χ{y} = 0,

êúäåòî χ å ëèíååí ôóíêöèîíàë â C(∆). Òîàâà l èìà âèäà

lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ − χτ
{∫ τ

0

f(σ)dσ

}
,

êîãàòî χ å íîðìèðàí ñ óñëîâèåòî χ{1} = 1. (Ïî-íàòàòúê ñ l ùå îçíà÷àâàìå íàé-îáùèÿ
ëèíååí äåñåí îáðàòåí îïåðàòîð íà D.)
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2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ... ÇÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Çà äà ñå ïðèëîæè ñõåìàòà íà Ìèêóñèíñêè çà îïåðàòîðà çà èíòåãðèðàíå l å íåîá-
õîäèìî äà ñå çíàå êîíâîëþöèÿ íà l â C(∆). Òàêàâà íå áåøå èçâåñòíà äî 1974 ã. êîãàòî
Äèìîâñêè [7] óñòàíîâè, ÷å îïåðàöèÿòà

(f
t∗ g)(t) = χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
èìà ñâîéñòâàòà, àíàëîãè÷íè íà äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ (áèëèíåéíîñò, êîìóòàòèâ-
íîñò è àñîöèàòèâíîñò) è l ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êîíâîëþöèîííåí îïåðàòîð

lf = {1} t∗ f.

Çà ðàçëèêà îò äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ, òàçè êîíâîëþöèÿ èçîáùî èìà äåëèòåëè
íà íóëàòà. Òîâà îáà÷å íå å ïðå÷êà äà ñå ðàçâèå îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ïî ñõåìàòà íà

Ìèêóñèíñêè çà îïåðàòîðà l, êàòî ñå ðàçãëåæäàò êîíâîëþöèîííè äðîáè
f

g
ñúñ çíàìå-

íàòåëè, êîèòî íå ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Òîâà å îñúùåñòâåíî îò Äèìîâñêè ïðåç 1991
ã., âèæ [3].

2 Îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çà-

äà÷è çà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî

Â Ãëàâà 2 äî èçâåñòíà ñòåïåí ñå âúçïðîèçâåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Äèìîâñêè
îò 1991 ã. Íîâ ìîìåíò å ðàçãëåæäàíåòî íà ðåçîíàíñíèòå ñëó÷àè ïðè ðåøàâàíå íà
íåëîêàëíà çàäà÷à íà Êîøè, ò.å. çàäà÷à îò âèäà

P

(
d

dt

)
y = f(t),

χ{y(k)} = 0, k = 0, 1, ..., degP − 1,

êúäåòî P å ïîëèíîì.

Ñ âúâåæäàíåòî íà àëãåáðè÷åí îáðàòåí íà l îò âèäà s =
1

l
, çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî

åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå
P (s)y = f +Q(s),

ñ äàäåí ïîëèíîì Q(s), â ïðúñòåíà íà êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíè.
Àêî P (s) íå å äåëèòåë íà íóëàòà, ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å

y =
1

P (s)
f +

Q(s)

P (s)
.

Ðåçîíàíñåí ñå íàðè÷à ñëó÷àÿò, êîãàòî P (s) å äåëèòåë íà íóëàòà.
Çà äà îïèøåì ïî-äîáðå ðåçîíàíñíèÿ ñëó÷àé, ùå âúâåäåì ïðúñòåí íà ìóëòèïëè-

êàòîðíèòå ÷àñòíè. Çà òàçè öåë ïúðâî ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå

íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C(∆),
t∗). Ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà ìóëòèïëèêàòîð íà

êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C(∆),
t∗).
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2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ... ÇÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Äåôèíèöèÿ 2.1 (Ëàðñåí [14]). Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð M : C(∆) → C(∆) ñå íàðè÷à

ìóëòèïëèêàòîð íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C(∆),
t∗) àêî çà âñè÷êè f, g ∈ C(∆) å

èçïúëíåíî

(2.1) M(f
t∗ g) = (Mf)

t∗ g.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà

(C(∆),
t∗) å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [14]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Ïî ïðàâèëî â

M èìà åëåìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè êîèòî íå ñà

äåëèòåëè íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêúâ åëåìåíò å ìóëòèïëèêàòîðúò {1} t∗, ò.å. l.

Ñ N îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M.
Ìíîæåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí êàêòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà ïðúñòåíúò íà
ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.
Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë íà íóëàòà.

Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ" (âæ. Ëåíã [13], ñòð. 53). Ùå ñêèöèðàìå íàêðàòêî òàçè ïðîöåäóðà. Â
ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí.

Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íèòå îáåêòè: ÷èñëàòà, ôóíêöèèòå îò C(∆),
ìóëòèïëèêàòîðèòå è ìóëòèïëèêàòîðíèòå äðîáè êàòî åëåìåíòè íà åäèííàòà àëãåá-
ðè÷íà ñèñòåìàM.

Ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé ñå õàðàêòåðèçèðà ñ

Òåîðåìà 2.1 P (s) å äåëèòåë íà íóëàòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íÿêîé êîðåí
λ0 íà P (λ) å ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà çàäà÷àòà

d

dt
y − λy = 0, χ{y} = 0,

ò.å. λ0 å êîðåí íà åêñïîíåíöèàëíàòà èíäèêàòðèñà E(λ) = χτ{eλτ} íà ôóíêöèîíàëà
χ.

Çà äà ñå îïèøå àäåêâàòíî ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé, ñå ðàçãëåæäà ðåñòðèêöèÿ l̃ íà l äî
ñúîòâåòíî ïîäïðîñòðàíñòâî C̃k íàM, â êîåòî s̃− λk íå å äåëèòåë íà íóëàòà, êúäåòî
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2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ... ÇÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

s̃ =
1

l̃
, a λk å êîðåí íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = χτ{eλτ}. Â C̃k äðîáòà

1

s̃− λk
f , êúäåòî

λk å êîðåí íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) ñ êðàòíîñò κk ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ìóëòèïëèêàòîð

1

s̃− λk
=

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ .

Òðÿáâà ñïåöèàëíî äà ïîñî÷èì, ÷å ôóíêöèÿòà
tκkeλkt

E(κk)(λk)
, ïðåäñòàâÿùà ìóëòèïëèêà-

òîðíîòî ÷àñòíî
1

s̃− λk
íå å åäèíñòâåíà. Òÿ å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî êâàçèïîëèíîì

îò âèäà Q(t)eλkt, êúäåòî Q(t) å ïðîèçâîëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí degQ(t) ≤ κk − 1.

Àíàëîãè÷íî, äðîáòà
1

(s̃− λk)m
ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ìóëòèïëèêàòîð

1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗,

êúäåòî Am(t) å ïîëèíîì íà t îò ñòåïåí m + κk. È òóê ôóíêöÿòà Am(t)eλkt ïðåäñòà-

âÿùà ìóëòèïëèêàòîðíîòî ÷àñòíî
1

(s̃− λk)m
íå å åäèíñòâåíà. Òÿ å îïðåäåëåíà ñ òî÷-

íîñò äî êâàçèïîëèíîì îò âèäà Q(t)eλkt, êúäåòî Q(t) å ïðîèçâîëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí
degQ(t) ≤ κk − 1.

Àêî çíàåì, ÷å
1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗,

òî ìîæå äà íàìåðèì ôóíêöèÿ êîÿòî ïðåäñòàâÿ îïåðàòîðà
1

(s̃− λk)m+1
. Èìàìå

1

(s̃− λk)m+1
=
{
Am+1(t)e

λkt
} t∗,

êúäåòî

(2.2) Am+1(t) =
1

E(κk)(λk)
χτ

{
eλkτ

∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkAm(σ)dσ

}
.

Ëåìà 2.1 Àêî A1(t)e
λkt ∈ C̃k è ïîëèíîìèòå Am(t) çà m = 2, 3, ... ñà ïîëó÷åíè ðåêó-

ðåíòíî îò A1(t) ÷ðåç (2.2), òîãàâà Am(t)eλkt ∈ C̃k çà m = 2, 3, ....

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî Am(t)eλkt ∈ C̃k, m = 1, 2, 3, ..., ïîëèíîìèòå Am(t), m = 1, 2, 3, ...
èìàò ñâîéñòâàòà îïèñàíè â ñëåäâàùàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2 Àêî Am(t)eλkt ∈ C̃k, m = 1, 2, 3, ..., òîãàâà ïîëèíîìèòå Am(t) èìàò
ñâîéñòâàòà:

A′m+1(t) = Am(t),(2.3)

χτ{eλnτA1(τ)} = 1, χτ{eλnτAm+1(τ)} = 0.(2.4)
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3 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ... ÊÂÀÄÐÀÒÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Òàçè òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å ïîëèíîìèòå Am(t) çà m = 1, 2, 3, ..., îáðàçóâàò Àïåëîâà
ðåäèöà îò ïîëèíîìè.

Â êðàÿ íà Ãëàâà âòîðà ñà ðàçãëåäàíè íÿêîëêî ïðèìåðà íà íåëîêàëíè çàäà÷è. Çà
âñåêè îò ïðèìåðèòå ñà ðàçãëåäàíè ñëó÷àè ïðè êîèòî âúçíèêâàò äåëèòåëè íà íóëàòà.

3 Îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çà-

äà÷è îò ïúðâè ðîä çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíå-

òî

Ðàçðàáîòåíèòå òåìè â òàçè ãëàâà ñà äî èçâåñòíà ñòåïåí ïîäãîòîâêà çà ñëåäâàùèòå òðè
ãëàâè.

Êàòî îñíîâåí îïåðàòîð ñå ðàçãëåæäà êâàäðàòà
d2

dx2
íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðà-

íåòî
d

dt
ñâúðçàí ñ ëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèå y(0) = 0 è íåëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèå

îò âèäà Φ{y} = 0, êúäåòî Φ å ëèíååí ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâîòî C1[0, a] èëè
C1[0,∞).

Îñíîâíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à, êîÿòî ñå ðàçãëåæäà å

y′′ + λ2y = f(x), y(0) = 0, Φ{y} = 0.

Íåéíîòî ðåøåíèå å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð

(3.1) R−λ2(f) =
1

λ

∫ x

0

f(ξ) sinλ(x− ξ)dξ − sinλx

λE(λ)
Φξ

{
1

λ

∫ ξ

0

f(η) sinλ(ξ − η)dη

}
,

êúäåòî ôóíêöèÿòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
å ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Φ.

Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å E(0) 6= 0 è òîãàâà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ùå ñ÷èòàìå,
÷å E(0) = 1. Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà

d2y

dx2
= f(x), x ∈ (0, a), y(0) = 0, Φξ{y(ξ)} = 0

å

y = Lf(x) =

∫ x

0

(x− ξ)f(ξ)dξ − xΦξ

{∫ ξ

0

(ξ − η)f(η)dη

}
.

Ò.e. L å äåñíèÿò îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lf)(0) = 0 è Φξ{Lxf(ξ)} = 0. Ùå íàìåðèì ïðúñòåí â

êîéòî äà äåôèíèðàìå àëãåáðè÷åí îáðàòåí íà L.
Äèìîâñêè â [7] íàìèðà êîíâîëþöèÿ íà îïåðàòîðà R−λ2 :

Òåîðåìà 3.1 (Äèìîâñêè [7] ñòð. 119) Íåêà f, g ∈ C1([0, a]). Òîãàâà îïåðàöèÿòà
x∗:

(3.2) (f
x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
,
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3 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ... ÊÂÀÄÐÀÒÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

êúäåòî

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη,

å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C1([0, a]), çà êîÿòî ðåçîëâåí-
òíèÿò îïåðàòîð R−λ2f èìà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà

(3.3) R−λ2f =

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f

è ïî-ñïåöèàëíî, Lf(x) = {x} x∗ f .

Êîíâîëþöèÿòà (3.2) èãðàå ñúùåñòâåíà ðîëÿ â îñòàíàëèòå ÷åòèðè ãëàâè. Òóê ÿ
èçïîëçâàìå çà ïîñòðîÿâàíå íà îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ ñâúðçàíè ñ êâàäðàòà íà äè-
ôåðåíöèðàíåòî. Îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ ñâúðçàíè ñ êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
öåëÿò åôåêòèâíî ðåøàâàíå íà ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà

(3.4) P

(
d2

dx2

)
y = f,

y(0) = α0, y′′(0) = α1, ..., y
(2n−2)(0) = αn−1,

Φ{y} = β0, Φ{y′′} = β1, ..., Φ{y(2n−2)} = βn−1,

êúäåòî Φ å íåíóëåâ ëèíååí ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâîòî C1([0, a]) èëè C1[0,∞) íà
ãëàäêèòå ôóíêöèè, çà óäîáñòâî íîðìèðàí ñ óñëîâèåòî Φξ{ξ} = 1, à P å ïîëèíîì ñ
ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è degP = n.

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà âúâ Âòîðà ãëàâà, òóê ñå ðàçâèâà îïåðàöèîííî
ñìÿòàíå çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî íà îñíîâàòà íà êîíâîëþöèÿòà, äåôèíèðàíà
ñ (3.2).

Îïåðàòîðúò S å ñâúðçàí ñ îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
, íî íå

âèíàãè ñúâïàäà ñ íåãî. Âðúçêàòà ìåæäó S è
d2

dx2
ñå äàâà îò

d2

dx2
f = Sf + S{xΦ{1} − 1}f(0)− Φξ{f(ξ)},

êúäåòî f ∈ C2[0, a]. Ïîëåçíî å è ïðåäñòàâÿíåòî

d2n

dx2n
f = Snf +

n∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)},

êúäåòî f ∈ C2n[0, a].

Ñ âúâåæäàíåòî íà àëãåáðè÷åí îáðàòåí íà L îò âèäà S =
1

L
, ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

(3.4) ñå ñâåæäà äî åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå

P (S)y = f +Q(S),
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3 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ... ÊÂÀÄÐÀÒÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

ñ äàäåí åëåìåíò Q(S), â ïðúñòåíà íà ìóëòèïèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà àëãåáðàòà
(C[0, a],

x∗).
Àêî P (S) íå å äåëèòåë íà íóëàòà, ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å

y =
1

P (S)
f +

Q(S)

P (S)
.

Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà åëåìåíòà P (S) íà ïðúñòåíà íà ìóëòèï-
ëèêàòîðíèòå ÷àñòíè äà íå å äåëèòåë íà íóëàòà ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2 Íåêà λ1, λ2, ..., λn ñà ðàçëè÷íèòå íóëè íà ïîëèíîìà P (λ). Èçðàçúò P (S)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî E(λk) 6= 0, k = 1, 2, ..., n.

Òåîðåìà 3.3 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) 6= 0. Òîãàâà çà m = 2, 3, ... å
èçïúëíåíî

(3.5)
1

(S + λ2)m
= − 1

2(m− 1)λ

∂

∂λ

1

(S + λ2)m−1

=
(−1)m−1

2m−1(m− 1)!λ

∂

∂λ

1

λ

∂

∂λ

1

λ
...

∂

∂λ

1

λ︸ ︷︷ ︸
n

sinλx

E(λ)

=
(−1)m−1

2m−1(m− 1)!λ
Dn
λ

sinλx

E(λ)
.

Ñàìî òóê çà óäîáñòâî ñ Dλ ñìå îçíà÷èëè îïåðàòîðà
∂

∂λ

1

λ
.

Ðåçîíàíñåí ñëó÷àé âúçíèêâà êîãàòî P (S) å äåëèòåë íà íóëàòà. Àíàëîãè÷íî íà
ðàçãëåæäàíèÿòà çà ðåçîíàíñíèÿ ñëó÷àé â Ãëàâà 2, è òóê çà äà ñå îïèøå àäåêâàòíî
ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé, ñå ðàçãëåæäà ðåñòðèêöèÿ L̃ íà L äî ñúîòâåòíî ïîäïðîñòðàíñòâî

C̃k â êîåòî S̃ − λk íå å äåëèòåë íà íóëàòà, êúäåòî S̃ =
1

L̃
è λk å îáù êîðåí íà P (λ) è

E(λ). Â C̃k äðîáòà
1

S̃ − λk
f , êúäåòî λk å êîðåí íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
ñ êðàòíîñò κk ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ìóëòèïëèêàòîð.

Òåîðåìà 3.4 Íåêà λn ∈ C å κn - êðàòíà íóëà íà E(λ), ò.å. çà λn å èçïúëíåíî
E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0 è E(κn)(λn) 6= 0. Òîãàâà

(3.6)
1

S̃ + λ2n
=



{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ , κn íå÷åòíî

{
(−1)

κn
2 xκn sinλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ , κn ÷åòíî

,

êúäåòî â äÿñíàòà ÷àñò ñ {} ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíèòå êîíâîëþöèîííè ìóëòèïëè-
êàòîðè.
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4 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß

Â êðàÿ íà Ãëàâà 3 ñà ðàçãëåäàíè íÿêîëêî ïðèìåðà íà çàäà÷è âêëþ÷âàùè íåëî-
êàëíè óñëîâèÿ îò òèïà íà óñëîâèåòî íà Ñàìàðñêè-Èîíêèí (âæ. [4]), óñëîâèåòî íà
Áèöàäçå-Ñàìàðñêè (âæ. [2], [1], [16]) è îáîáùåíèå íà óñëîâèåòî íà Áèöàäçå-Ñàìàðñêè
(âæ. [19]).

4 Äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ

çà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
è

∂2

∂x2

Â òàçè ãëàâà ùå èçãðàäèì îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè îïå-

ðàòîðè
∂

∂t
è

∂2

∂x2
â ñúîòâåòíî ôóíêöèîíàëíî ïðîñòðàíñòâî íà ôóíêöèè íà äâåòå íå-

çàâèñèìè ïðîìåíëèâè t è x. Öåëòà íà òåçè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ å èçó÷àâàíåòî íà
íåëîêàëíè åâîëþöèîííè ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà

(4.1) P

(
∂

∂t

)
u−Q

(
∂2

∂x2

)
u = F (x, t)

â èâèöà D îò âèäà D = [0, a]× [0,∞) è ñ ïîëèíîìè P è Q.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è, çàäàâàìå äâà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

χ ∈ (C[0,∞))∗ è Φ ∈ (C1[0, a])∗.

Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è ñà ñëåäíèòå:
1) �Íà÷àëíè� óñëîâèÿ

(4.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x, τ)

}
= fk(x), k = 0, 1, ..., degP − 1,

ñ äàäåíè fk(x) çà 0 ≤ x ≤ a. Èçîáùî, òåçè óñëîâèÿ ñà íåëîêàëíè.

2) Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà îò âèäà

(4.3)
∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t), Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t),

êúäåòî k = 0, 1, ..., degQ− 1 à ϕk(t) è ψk(t) ñà äàäåíè çà 0 ≤ t <∞. Ïúðâîòî îò òåçè
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ å ëîêàëíî, à âòîðîòî - èçîáùî íåëîêàëíî.

Êàòî èçïîëçâàìå åäíîìåðíèòå êîíâîëþöèè ðàçãëåäàíè â Ãëàâè 2 è 3, ùå âúâåäåì
äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ.

Òåîðåìà 4.1 (Äèìîâñêè [8]) Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0,∞)). Òîãàâà îïåðàöèÿòà

(u
(x,t)
∗ v)(x, t) = χτ

{∫ τ

0

u(x, t+ τ − σ)
x∗ v(x, σ)dσ

}
å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a]× [0,∞)), çà êîÿòî

(4.4) ltLxu = {x}
(x,t)
∗ u.

11
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Òóê íà ôóíêöèÿòà {x} ñå ãëåäà êàòî íà ôóíêöèÿ îò C([0, a]× [0,∞)), à íå îò C[0, a].

Ñ lt îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà
∂

∂t
, îïðåäåëåí ñ ôóíêöèî-

íàëà χ, à ñ Lx îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà

äèôåðåíöèðàíåòî
∂2

∂x2
, îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lxu)(0, t) = 0 è Φξ{Lxu(ξ, t)} = 0.

Òàçè äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ èìà ñëåäíîòî âàæíî ñâîéñòâî:

Òåîðåìà 4.2 Íåêà u1(x), v1(x) ∈ C[0, a] è u2(t), v2(t) ∈ C[0,∞). Òîãàâà

(4.5) {u1(x)u2(t)}
(x,t)
∗ {v1(x)v2(t)} =

(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(t)
t∗ v2(t)

)
.

È òóê àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â Ãëàâè 2 è 3 âúâåæäàìå ïðúñòåí íà ìóë-
òèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè M, â êîéòî ìóëòèïëèêàòîðèòå lt è Lx íå ñà äåëèòåëè íà

íóëàòà. Îçíà÷àâàìå òåõíèòå àëãåáðè÷íè îáðàòíè ñ st =
1

lt
è Sx =

1

Lx
.

Îïåðàòîðèòå st è Sx ñà àëãåáðè÷íè àíàëîçè íà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
,
∂2

∂x2
. Âðúçêàòà

ìåæäó st, Sx è
∂

∂t
,
∂2

∂x2
ñúîòâåòíî ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3 Íåêà u ∈ C ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ut è uxx â
[0, a]× [0,∞). Òîãàâà

(4.6) uxx = Sxu+ Sx{xΦ{1} − 1}u(0, t)− [Φξ{u(ξ, t)}]x,

(4.7) ut = stu− [χτ{u(x, τ)}]t.

Èçâåäåíè ñà è ôîðìóëè çà
∂n

∂tn
u(x, t) è

∂2m

∂x2m
u(x, t), èçðàçåíè ñúîòâåòíî ÷ðåç skt ,

k = 1, 2, ..., n è Skx , k = 1, 2, ...,m.
Âðúçêèòå (4.6) è (4.7) íè ïîçâîëÿâàò äà àëãåáðèçèðàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) -

(4.3). Ïîëó÷àâàìå:

P (st)u−Q(Sx)u = F (x, t)(4.8)

+
n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

sk−jt fj−1(x) +
m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Sj−1x ψk−j(t)

)
.

Äåôèíèöèÿ 4.1 Ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, a] × [0,∞)) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðà-
íè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) àêî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî (4.8).

Â ñèëà å:

Ëåìà 4.1 Íåêà u = u(x, t) ∈ C1([0, a] × [0,∞)), å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (4.8) ñ

íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂n

∂tn
u(x, t) ∈ C(D) è

∂2m

∂x2m
u(x, t) ∈ C(D). Òîãàâà u e

êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3).
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Ñåãà ùå òúðñèì äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ êîãà åëåìåíòúò P (st) − Q(Sx) íå å äåëèòåë
íà íóëàòà âM. Ïîíåæå îò òîâà, ÷å P (st)−Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM ñëåäâà,
÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.8) â M èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â M, ùå íàðè÷àìå
ñúîòâåòíàòà òåîðåìà, òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(4.1) - (4.3).

Çà ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà äà ïðèïîìíèì, ÷å G(λ) = χτ{eλτ} e åêñïîíåí-

öèàëíàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà χ, à E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
å ñèíóñîâàòà èíäè-

êàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Φ.

Òåîðåìà 4.4 Íåêà a ∈ supp Φ, degP ≥ 1, G(µk) = 0 è E(λn) = 0 çà k, n = 1, 2, ....
Àêî P (µk)−Q(−λ2n) 6= 0, òîãàâà åëåìåíòúò P (st)−Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà
âM.

Âúçëîâà ðîëÿ çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà èìà òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ [6].
Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâà-

íå íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3). Ùå ÿ íàðè÷àìå ðàçøèðåí
ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Òåîðåìà 4.5 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x, t) íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (4.1) - (4.3), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè fj(x) = 0, çà j =
0, 1, ..., degP − 1, ϕk(t) = 0, ψk(t) = 0 çà k = 0, 1, ..., degQ − 1 è íà äÿñíàòà ÷àñò
F (x, t) = x íà óðàâíåíèåòî (4.1). Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x, t) =
∂2

∂x2
∂

∂t

(
Ω(x, t)

(x,t)
∗ F (x, t)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöèÿòà
F (x, t) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Â êðàÿ íà ïàðàãðàôà ñà ðàçãëåäàíè òðè ïðèìåðà çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîï-
ðîâîäíîñòòà âêëþ÷âàùè ñúîòâåòíî ôóíêöèîíàëèòå: Φξ{g(ξ)} = g(a), Φξ{g(ξ)} =
g(a)− g(c) çà 0 < c < a (îáîáùåíèå íà óñëîâèåòî íà Áèöàäçå-Ñàìàðñêè (âæ. [19])) è

Φξ{g(ξ)} =

∫ a

0

g(ξ)dξ (óñëîâèå íà Ñàìàðñêè-Èîíêèí (âæ. [4])) (Çà êðàòêîñò íà çàïèñà

ñìå äàëè ôóíêöèîíàëèòå íåíîðìèðàíè).

5 Äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ

çà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2
è

∂2

∂y2

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà â ðàçãëåæäàíèÿòà íè ñà îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ çà ÷àñòíèòå

äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
∂2

∂x2
è
∂2

∂y2
. Öåëòà íà òåçè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ å èçó÷à-

âàíåòî íà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà

(5.1) P

(
∂2

∂x2

)
u+Q

(
∂2

∂y2

)
u = F (x, y)

13
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â ïðàâîúãúëíà îáëàñò D îò âèäà D = [0, a]× [0, b] è ñ ïîëèíîìè P è Q.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è, çàäàâàìå äâà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

Φ ∈ (C1[0, a])∗ è Ψ ∈ (C1[0, b])∗.

Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà ñëåäíèòå:

(5.2)
∂2j

∂x2j
u(0, y) = ψj(y), Φξ

{
∂2j

∂ξ2j
u(ξ, y)

}
= gj(y), 0 ≤ y ≤ b,

êúäåòî j = 0, 1, ..., degP − 1 è ψj(y) è gj(y) ñà äàäåíè,

(5.3)
∂2k

∂y2k
u(x, 0) = ϕk(x), Ψη

{
∂2k

∂η2k
u(x, η)

}
= fk(x), 0 ≤ x ≤ a,

êúäåòî k = 0, 1, ..., degQ− 1 è ϕk(x) è fk(x) ñà äàäåíè.

Ùå äåôèíèðàìå äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî C([0, a]× [0, b]).

Äåôèíèöèÿ 5.1 (Äèìîâñêè [8]) Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0, b]). Òîãàâà

(5.4) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) =

1

4
ΦξΨη

{∫ ξ

0

∫ η

0

h(x, y, ζ, γ)dζdγ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ, γ) =

∫ ζ

x

∫ γ

y

u(ζ + x− σ, γ + y − τ)v(σ, τ)dσdτ

−
∫ ζ

−x

∫ γ

y

u(|ζ − x− σ|, γ + y − τ)v(|σ|, τ) sgn
(
(ζ − x− σ)σ

)
dσdτ

−
∫ ζ

x

∫ γ

−y
u(ζ + x− σ, |γ − y − τ |)v(σ, |τ |) sgn

(
(γ − y − τ)τ

)
dσdτ

+

∫ ζ

−x

∫ γ

−y
u(|ζ − x− σ|, |γ − y − τ |)v(|σ|, |τ |) sgn

(
(ζ − x− σ)(γ − y − τ)στ

)
dσdτ.

Çàáåëåæêà. Äèðåêòíî îò òàçè äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ ïî
x è y (5.4) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà è ïî ñëåäíèòå íà÷èíè

(5.5) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, y, ζ)dζ

}
,

èëè

(5.6) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) = −1

2
Ψη

{∫ η

0

k(x, y, γ)dγ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ) =

∫ ζ

x

u(ζ+x−σ, y)
y
∗ v(σ, y)dσ−

∫ ζ

−x
u(|ζ−x−σ|, y)

y
∗ v(|σ|, y)sgn

(
σ(ζ−x−σ)

)
dσ,
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k(x, y, γ) =

∫ γ

y

u(x, γ+y−τ)
x∗ v(x, τ)dτ−

∫ ζ

−y
u(x, |γ−y−τ |) x∗ v(x, |τ |)sgn

(
τ(γ−y−τ)

)
dτ.

Ùå îïèøåì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ
(x,y)
∗ äåôèíèðàíà ñ

(5.4), âàæíè çà èçãðàæäàíå íà äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2

è
∂2

∂y2
.

Òåîðåìà 5.1 Íåêà u, v ∈ C([0, a] × [0, b]). Òîãàâà îïåðàöèÿòà (5.4) å áèëèíåéíà, êî-
ìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a]× [0, b]), çà êîÿòî

(5.7) LxLyu = {xy}
(x,y)
∗ u.

Ñ Lx îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äèôå-

ðåíöèðàíåòî
∂2

∂x2
, îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lxu)(0, y) = 0 è Φξ{Lxu(ξ, y)} = 0. Àíà-

ëîãè÷íî, ñ Ly ùå îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà

äèôåðåíöèðàíåòî
∂2

∂y2
îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lyu)(x, 0) = 0 è Ψη{Lyu(x, η)} = 0.

Âàæíî ñâîéñòâî íà òàçè êîíâîëþöèÿ å:

Òåîðåìà 5.2 Íåêà u1(x), v1(x) ∈ C[0, a] è u2(y), v2(y) ∈ C[0, b]. Òîãàâà

(5.8) {u1(x)u2(y)}
(x,y)
∗ {v1(x)v2(y)} =

(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(y)
y
∗ v2(y)

)
.

È òóê àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ïðåäíèòå ãëàâè, âúâåæäàìå ïðúñòåí íà
ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíèM â êîéòî ìóëòèïëèêàòîðèòå Lx è Ly íå ñà äåëèòåëè íà

íóëàòà. Îçíà÷àâàìå òåõíèòå àëãåáðè÷íè îáðàòíè ñ Sx =
1

Lx
è Sy =

1

Ly
.

Îïåðàòîðèòå Sx è Sy ñà àëãåáðè÷åñêè àíàëîçè íà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2
,
∂2

∂y2
. Âðúçêàòà

ìåæäó Sx, Sy è ñúîòâåòíî
∂2

∂x2
,
∂2

∂y2
ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3 Íåêà u ∈ C ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè uxx è uyy â
[0, a]× [0, b]. Òîãàâà

(5.9) uxx = Sxu+ Sx{xΦ{1} − 1}u(0, y)− [Φξ{u(ξ, y)}]x,

(5.10) uyy = Syu+ Sy{yΨ{1} − 1}u(x, 0)− [Ψη{u(x, η)}]y.

Îò òàçè òåîðåìà ïî èíäóêöèÿ ñà èçâåäåíè ôîðìóëè çà
∂2k

∂x2k
u(x, t) è

∂2k

∂y2k
u(x, t)

∈ C(D), èçðàçåíè ñúîòâåòíî ÷ðåç Skx , k = 1, 2, ... è Sky , k = 1, 2, ....
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Âðúçêèòå (5.9) è (5.10) íè ïîçâîëÿâàò äà àëãåáðèçèðàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1)
- (5.3), òàêà:

P (Sx)u+Q(Sy)u = F (x, y)(5.11)

−
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Sj−1x gk−j(y)

)
−

n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Sj−1y fk−j(x)

)
.

Äåôèíèöèÿ 5.2 Ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, a]× [0, b]) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) àêî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî (5.11).

Äîêàçàíî å, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ ñúñ ñúîòâåòíàòà ãëàäêîñò óäîâëåòâîðÿâà óðàâ-
íåíèå (5.11), òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (5.2) - (5.3).

Àêî åäíà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèå (5.11) è å äîñòàòú÷íî ãëàäêà òî òÿ
å ðåøåíèå è íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3), ò.å. å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà (5.1) -
(5.3).

Ëåìà 5.1 Íåêà u = u(x, y) ∈ C1([0, a] × [0, b]), å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (5.11) ñ

íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂2m

∂x2m
u(x, y) ∈ C(D) è

∂2n

∂y2n
u(x, y) ∈ C(D). Òîãàâà u

e êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

Â ñèëà å òåîðåìà, êîÿòî ðàçãëåæäà âúïðîñà êîãà åëåìåíòúò P (Sx)+Q(Sy) íå å äå-
ëèòåë íà íóëàòà âM. Îò ôàêòà, ÷å P (Sx)+Q(Sy) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM ñëåäâà,
÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (5.11) â M èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â M. Ñúîòâåòíàòà
òåîðåìà ùå íàðè÷àìå, òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

(5.1)- (5.3). Ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà äà ïðèïîìíèì, ÷å E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
å ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Φ, à G(µ) = Ψη

{
sinµη

µ

}
å ñèíóñîâàòà

èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Ψ.

Òåîðåìà 5.4 Íåêà a ∈ supp Φ è degQ ≥ 1. Àêî E(λm) = 0, G(µn) = 0 è P (−λ2m) +
Q(−µ2

n) 6= 0, çà âñè÷êè m,n = 1, 2, ... òîãàâà åëåìåíòúò P (Sx) +Q(Sy) íå å äåëèòåë
íà íóëàòà âM.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâà-
íå íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3). Òàçè òåîðåìà ùå íàðè÷àìå
ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Òåîðåìà 5.5 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x, y) íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (5.1) - (5.3), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè ψj(y) = 0, gj(y) = 0 çà
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j = 0, 1, ..., degP − 1, ϕk(x) = 0, fk(x) = 0 çà k = 0, 1, ..., degQ− 1 è íà äÿñíàòà ÷àñò
F (x, y) = xy íà óðàâíåíèåòî (5.1). Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x, y) =
∂2

∂x2
∂2

∂y2

(
Ω(x, y)

(x,y)
∗ F (x, y)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöèÿòà
F (x, y) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Íàêðàÿ ñà ðàçãëåäàíè íÿêîëêî ïðèìåðà çà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ ñ óñëîâèå íà
Äèðèõëå è ñ óñëîâèå íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè.

6 Ìíîãîìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ

çà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
,
∂2

∂x2
1

, ...,
∂2

∂x2
n

Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè. Â ïî-àáñòðàêòíà ôîðìà ìíîãî-
ìåðíè êîíâîëþöèè ñà ðàçãëåæäàíè îò Áîæèíîâ â [5]. Íà áàçàòà íà òåçè êîíâîëþöèè
ñå èçãðàæäà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå, ÷ðåç êîåòî ñå èçó÷àâàò íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà-
÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà:

(6.1) P

(
∂

∂t

)
u−

n∑
j=1

Qj

(
∂2

∂x2j

)
u = F (x1, ..., xn, t),

â ïðàâîúãúëíà îáëàñò D îò âèäà D = [0, a1]× ...× [0, an]× [0,∞) è ñ ïîëèíîìè P , Qj

íà åäíà ïðîìåíëèâà è degP ≥ 1, degQj ≥ 1 çà j = 1, ..., n.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è, çàäàâàìå n+ 1 ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

χ ∈ (C[0,∞))∗, Φj ∈ (C1[0, aj])
∗ çà j = 1, ..., n.

Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è ñà ñëåäíèòå:

(6.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x1, ..., xn, τ)

}
= fk(x1, ..., xn), k = 0, 1, ..., degP − 1,

0 ≤ xj ≤ aj, j = 1, ..., n,

(6.3)
∂2pj

∂x
2pj
j

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

(6.4) Φj,ξ

{
∂2pj

∂ξ2pj
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)

}
= hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

j = 1, ..., n, pj = 0, 1, ..., degQj − 1, 0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, ..., n è i 6= j, 0 ≤ t <∞.

Ùå äåôèíèðàìå k-ìåðíà êîíâîëþöèÿ ïî ïðîìåíëèâèòå x1, ..., xk.
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Äåôèíèöèÿ 6.1 Çà u = u(x1), v = v(x1) ∈ C[0, a1] äåôèíèðàìå êîíâîëþöèîííîòî
ïðîèçâåäåíèå u

x1∗ v ÷ðåç (âæ. Ãëàâà 3)

(6.5) (u
x1∗ u)(x1) = −1

2
Φ1,ξ

{∫ ξ

0

h(x1, ζ)dζ

}
,

êúäåòî

h(x1, ζ) =

∫ ζ

x1

u(ζ + x1 − η)v(η)dη −
∫ ζ

−x1
u(|ζ − x1 − η|)v(|η|)sgn(η(ζ − x1 − η))dη.

Íåêà u, v ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]), k = 2, ..., n. Òîãàâà

(6.6) u(x1, ..., xk)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk) = −1

2
Φk,ξ

{∫ ξ

0

hk−1(x1, ..., xk, ζ)dζ

}
ñ

hk−1(x1, ..., xk, ζ) =

∫ ζ

xk

u(x1, ..., xk−1, ξ + xk − η)
x1,...,xk−1∗ v(x1, ..., xk−1, η)dη

−
∫ ξ

−xk
u(x1, ..., xk−1, |ξ − xk − η|)

x1,...,xk−1∗ v(x1, ..., xk−1, |η|)sgnη(ξ − xk − η)dη.

Òàçè äåôèíèöèÿ íà k-ìåðíà êîíâîëþöèÿ å àíàëîã íà äåôèíèöèÿòà íà äâóìåðíàòà
êîíâîëþöèÿ

x,y
∗ , ðàçãëåäàíà â Ãëàâà 5.

Äåôèíèöèÿ 6.2 Íåêà u, v ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)). Òîãàâà

(u
x1,...,xk,t∗ v)(x1, ..., xk, t)(6.7)

= χτ

{∫ t

τ

u(x1, ..., xk, t+ τ − σ)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk, σ)dσ

}
,

k = 1, 2, ..., n.

Òàçè äåôèíèöèÿ å k-ìåðåí àíàëîã íà äåôèíèöèÿòà íà äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ
x,t
∗

ðàçãëåäàíà â Ãëàâà 4.

Òåîðåìà 6.1 Íåêà f1(x1), g1(x1) ∈ C[0, a1], ..., fk(xk), gk(xk) ∈ C[0, ak] è ϕ(t), ψ(t) ∈
C[0,∞). Òîãàâà

(6.8) (f1...fk)
x1,...,xk∗ (g1...gk) = (f1

x1∗ g1)...(fk
xk∗ gk)

è

(6.9) (f1...fkϕ)
x1,...,xk,t∗ (g1...gkψ) = (f1

x1∗ g1)...(fk
xk∗ gk)(ϕ

t∗ ψ).

18



6 ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß

Òåîðåìà 6.2 Íåêà u, v ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]), k = 1, ..., n. Òîãàâà îïåðàöèÿòà

u(x1, ..., xk)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk),

äåôèíèðàíà ñ (6.6) å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â
Ck = C([0, a1]× ...× [0, ak]), çà êîÿòî

(6.10) Lx1 ...Lxku(x1, ..., xk) = {x1...xk}
x1,...,xk∗ u(x1, ..., xk).

Èçâåäåí å àëãåáðè÷åí àíàëîã íà çàäà÷à (6.1) - (6.4):

(6.11) [P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)]u = F̃ ,

êúäåòî Sxj =
1

Lxj
, st =

1

lt
ñà àëãåáðè÷íèòå îáðàòíè íà Lxj è lt â ïðúñòåíà íà ìóë-

òèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíèM íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x1,...,xn,t)∗ ), à F̃ å èçâåñòåí

åëåìåíò íà ïðúñòåíà, âêëþ÷âàù â ñåáå ñè ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â Ãëàâè 4 è 5 å ðàçãëåäàí âúïðîñúò çà åäèíñ-

òâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (6.1). Â ñèëà å òåîðåìà êîÿòî ðàçãëåæäà âúïðî-

ñà êîãà åëåìåíòúò P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â M. Îò ôàêòà, ÷å

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â M ñëåäâà, ÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå

(6.11) âM èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå âM. Ñúîòâåòíàòà òåîðåìà ùå íàðè÷àìå òåîðåìà
çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4). Äà ïðèïîìíèì, ÷å
ñ G(µ) = χτ{eτµ} îçíà÷àâàìå åêñïîíåíöèàëíàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà χ, à ñ

Ej(λj) = Φj,ξ

{
sinλjξ

λj

}
, j = 1, 2, ..., n, ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Φj.

Òåîðåìà 6.3 Íåêà aj ∈ supp Φj, j = 1, ..., n, degP ≥ 1, E(λ
(kj)
j ) = 0, k1, k2, ..., kn ∈ N

è G(µm) = 0, j = 1, 2, ..., m = 1, 2, .... Àêî P (µm)−
n∑
j=1

Qj

(
−(λ

(kj)
j )2

)
6= 0, òîãàâà

åëåìåíòúò

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâà-
íå íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4). Òàçè òåîðåìà ùå íàðè÷àìå
ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Òåîðåìà 6.4 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x1, ..., xn, t) íà ãðàíè÷íà-
òà çàäà÷à (6.1) - (6.4), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè

fk(x1, ..., xn) = 0, çà k = 0, 1, ..., degP − 1,
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gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) = 0, hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) = 0

çà pj = 0, 1, ..., degQj − 1, j = 1, 2, ..., n è íà äÿñíàòà ÷àñò F (x1, ..., xn, t) = x1...xn íà
óðàâíåíèåòî (6.1). Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x1, ..., xn, t) =
∂2

∂x21
...
∂2

∂x2n

∂

∂t

(
Ω(x1, ..., xn, t)

(x1,...,xn,t)∗ F (x1, ..., xn, t)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöèÿòà
F (x1, ..., xn, t) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

7 Ìíîãîìåðíî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

Ïîëó÷åíèòå â îáùèÿ ñëó÷àé ðåçóëòàòè â Ãëàâà 6 ñà ïðèëîæåíè êúì ìíîãîìåðíîòî
óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà:

∂

∂t
u− ∂2

∂x21
u− ...− ∂2

∂x2n
u = F (x1, ..., xn, t),(7.1)

u(x1, ..., xn, 0) = f(x1, ..., xn),

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0,

Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = hj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

j = 1, 2, ..., n.

Äîêàçàíî å, ÷å ñëàáîòî ðåøåíèå íà ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ñëàáèòå ðåøåíèÿ íà n íà áðîé åäíîìåðíè óðàâíåíèÿ íà
òîïëîïðîâîäíîñòòà

vt = vxkxk , v(xk, 0) = xk,

v(0, t) = 0, Φj,ξ{v(ξ, t)} = 0, k = 1, ..., n,

ñ ðåøåíèÿ Ωk(xk, t).
Èçâåäåíî å äþàìåëîâî ïðåäñòàâÿíå íà îáîáùåíîòî ðåøåíèå íà (7.1):

u =
∂2n

∂x21...∂x
2
n

(
(Ω1...Ωn)

x1,...,xn,t∗ F+(Ω1...Ωn)
x1,...,xn∗ f−

n∑
j=1

(
(Ω1...Ωn)

x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t∗ hj

))
.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà ïðèëîæåíè êúì íÿêîëêî ïðèìåðà çà íàìèðàíå íà òî÷íî
ðåøåíèå íà êîíêðåòíè, íåëîêàëíè çàäà÷è çà ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðî-
âîäíîñòòà.

Ñòðóêòóðà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä âêëþ÷âà 7 ãëàâè è ëèòåðàòóðà ñúäúðæàùà 99 çàãëàâèÿ.
Òåêñòúò å ðàçïîëîæåí íà 185 ñòðàíèöè.

Èçñëåäâàíèÿòà ïî äèñåðòàöèÿòà ñà ïðîâåäåíèå â ñåêöèÿ �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è
òîïîëîãèÿ� íà Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà ïðè ÁÀÍ.
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ÂÏúðâà ãëàâà å íàïðàâåí èñòîðè÷åñêè ïðåãëåä íà ðàçâèòèåòî íà îïåðàöèîííîòî
ñìÿòàíå. Â îòäåëíè ïîäòî÷êè ñà ðàçãëåäàíè èçñëåäâàíèÿòà íà Õåâèñàéä è Ìèêóñèí-
ñêè. Ïîñî÷åíè ñà îñíîâíèòå çàäà÷è êîèòî ñà ðåøàâàíè è íåðåøåíèòå ïðîáëåìè çà
ñúîòâåòíèÿ ïåðèîä.

Âúâ Âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Äèìîâñêè îò 1991 ã.
Èçñëåäâàí å ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé, âúçíèêâàù ïðè íåëîêàëíè çàäà÷è íà Êîøè.

Â Òðåòà ãëàâà àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà âúâ Âòîðà ãëàâà ñå ðàçâèâà îïå-
ðàöèîííî ñìÿòàíå íà áàçàòà íà êîíâîëþöèÿ, âúâåäåíà îò Äèìîâñêè ïðåç 1976 [9]
ñâúðçàíà ñ êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî. ×àñòè÷íî å ðàçãëåäàí ðåçîíàíñíèÿò ñëó-
÷àé, âúçíèêâàù ïðè íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è.

Êàòî ñå èçïîëçâàò êîíâîëþöèèòå è òåõíèòå ñâîéñòâà ðàçãëåäàíè âúâ Âòîðà è
Òðåòà ãëàâà, â ×åòâúðòà ãëàâà ñå èçãðàæäà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ÷èÿòî îñíîâà

å äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ ñâúðçàíà ñ îïåðàòîðèòå
∂

∂t
è

∂2

∂x2
. Íàêðàÿ ñà ðàçãëåäàíè

íÿêîëêî ïðèìåðà. Íàìåðåíè ñà òî÷íè ðåøåíèÿ íà íÿêîëêî ãðàíè÷íè çàäà÷è ñ ëîêàëíè
è íåëîêàëíè óñëîâèÿ çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà.

Â Ïåòà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ ñâúðçàíà ñ îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2

è
∂2

∂y2
. Èçãðàäåíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ñå ïðèëàãà çà íàìèðàíå íà òî÷íè ðåøåíèÿ

íà íÿêîëêî ãðàíè÷íè çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ.

Øåñòà ãëàâà å îáîáùåíèå íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ×åòâúðòà è Ïåòà ãëàâà. Çà îñíîâà
íà èçãðàäåíîòî â òàçè ãëàâà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ñëóæàò âúâåäåíèòå ìíîãîìåðíè

êîíâîëþöèè ñâúðçàíè ñ îïåðàòîðèòå
∂

∂t
è

∂2

∂x12
,
∂2

∂x22
, ...,

∂2

∂xn2
.

Â Ñåäìà ãëàâà å íàïðàâåíî ïðèëîæåíèå íà ðåçóëòàòèòå îò Øåñòà ãëàâà êúì
ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà. Ïîêàçàíî å, ÷å ïðè ëîêàëíî óñëîâèå
ïðè âðåìåâàòà ïðîìåíëèâà t, ðåøåíèåòî íà n-ìåðíàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå èçðàçè ÷ðåç
ðåøåíèåòî íà n åäíîìåðíè çàäà÷è. Íàêðàÿ ñà ïðèâåäåíè äâà ïðèìåðà. Åäèíèÿò å ñ n
ïðîìåíëèâè è íàëîêàëíî óñëîâèå íà Éîíêèí ïî âñÿêà îò ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðîìåíëè-
âè x1, ..., x2, à äðóãèÿò å ñ òðè ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè è òðè ðàçëè÷íè óñëîâèÿ ïî
âñÿêà îò ïðîìåíëèâèòå, ñúîòâåòíî íà Äèðèõëå, íà Éîíêèí è íà Áèöàäçå-Ñàìàðñêè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðúò èçêàçâà ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò è äúëáîêà ïðèçíàòåëíîñò íà íàó÷íèÿ ñè
êîíñóëòàíò ÷ë. êîð. ïðîô. äìí Èâàí Äèìîâñêè çà ïëîäîòâîðíèòå îáñúæäàíèÿ,
âñåñòðàííàòà ïîìîù è òúðïåíèåòî ïðè ïîäãîòîâêàòà íà äèñåðòàöèÿòà.

Ñúðäå÷íî áëàãîäàðÿ íà ïðîô. äìí Íèêîëàé Áîæèíîâ çà êîíñóëòàöèèòå è
ïðåïîðú÷àíàòà ëèòåðàòóðà ïî äèñåðòàöèÿòà.

Èçêàçâàì áëàãîäàðíîñò íà êîëåãèòå îò ñåêöèÿ �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ�
êúì Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà ïðè ÁÀÍ çà ïîäêðåïàòà, îòçèâ÷èâîñò-
òà è âíèìàíèåòî êîåòî ïðîÿâèõà ïðè ðàáîòàòà ìè íàä äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.
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Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ìîãàò äà ñå ôîð-
ìóëèðàò òàêà:

� Èçñëåäâàí å ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé âúçíèêâàù ïðè íåëîêàëíè çàäà÷è íà Êîøè
ïðè íàé-îáù ôóíêèîíàë.

� Èçãðàäåíî å îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
. ×àñòè÷íî å èçñëåäâàí ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé ïðè íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è

ñâúðçàíè ñ îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî îïðåäåëåí ñ åäíî ëîêàëíî
óñëîâèå è åäíî íåëîêàëíî.

� Ðàçãëåäàíî å îáîáùåíèå íà çàäà÷àòà íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè.

� Âúâåäåíè ñà è ñà èçñëåäâàíè ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè ñâúðàçàíè ñ îïåðàòîðà çà
äèôåðåíöèðàíå è ñ îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî. Èçãðàäåíî å îïåðà-

öèîííî ñìÿòàíå çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
∂

∂t
,
∂2

∂x21
, ...,

∂2

∂x2n
.

� Èçðàçåíî å ðåøåíèåòî íà n-ìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà ÷ðåç ðå-
øåíèÿòà íà n åäíîìåðíè óðàâíåíèÿ íà òîïëîïðîâîäíîñòòà.

Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà

Ðåçóëòàòèòå ïî òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà:

1.MASSEE, International Congress on Mathematics, MICOM 2009, 16 - 20 September,
2009, Ohrid, Republic of Macedonia.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Exact solutions of the Bitsadze - Samarski problem.

2. Ïðîëåòíàòà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ �ÑÓ. Ñâ. Êë. Îõðèäñêè�, ìàðò 2009 ã.
Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Òî÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Áèòöàäçå - Ñàìàð-

ñêè.

3. International Conference �GFTA' 2010� (Geometric Function Theory and Applications),
So�a, 27-31 August 2010, IMI-BAS.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Åxplicit solutions of nonlocal boundary value problems
containing a Bitsadze-Samarskii condition.

4. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Àëáåíà - 2010.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Explicit solution of Bitsadze-Samarskii problem.

5. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Àëáåíà - 2010.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Nonlocal boundary value problems for two-dimensional

potential equation on a rectangle.

6. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Áîðîâåö - 2011.
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Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Three-dimensional operational calculi for nonlocal
evolution boundary value problems.

7. International Conference �Transform Methods & Special Functions '2011�, 20 - 23
October 2011, So�a - Bulgaria.

I. Dimovski, Yu. Tsankov, Exact solutions of nonlocal BVPs for the multidimensional
heat equation.

8. Îò÷åòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÈÌÈ-ÁÀÍ, Ñåêöèÿ Àíàëèç, Ãåîìåòðèÿ è Òîïîëîãèÿ
(2011).

Þ. Öàíêîâ, Ðåçîíàíñíè òðåïòåíèÿ íà ïðàâîúãúëíà ìåìáðàíà ïðè íåëîêàëíî ãðà-
íè÷íî óñëîâèå.

9. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Áîðîâåö - 2012.
Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Åxact solutions of nonlocal boundary value problems

for one- and two-dimensional heat equation.

10. 18th International Conference on Applications of Computer Algebra-ACA 2012,
June 25 - 28, So�a, Bulgaria.

Yulian Tsankov, Exact Solution of Local and Nonlocal BVPs for the Laplace Equation
in a Rectangle.

11. MechAM2012-Contemporary Problems of Mechanics and Applied Mathematics,
September 3-6, 2012, Novi Sad, Serbia.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Operational calculi for multivariate evolution boundary
value problems.

12. �Complex Analysis and Applications '13�, International Memorial Conference for
the 100th Anniversary of Acad. Ljubomir Iliev, 31 Oct.-2 Nov. 2013.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Resonance Cases for Nonlocal Cauchy Problems.

Ñëåäâàùèòå ñúâìåñòíè äîêëàäè ñà èçíåñåíè îò ïðîô. Èâàí Äèìîâñêè:

1. Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà� ñúâìåñòíî çàñåäàíèå ñ Îáùèÿ ñåìèíàð ïî àíàëèç,
ÈÌÈ - ÁÀÍ, 17 þíè 2011 ã.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Ïðúñòåíè îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè, ñâúðçàíè ñ
ìíîãîìåðíè ãðàíè÷íè çàäà÷è.

2. AMEE '11, 37th International Conference, 8-13 June 2011, Sozopol - Bulgaria.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Multi-dimensional Operational Calculi for Linear

Nonlocal Boundary Value Problems.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà
Íîìåðàöèÿòà íà ñòàòèèòå ñúîòâåòñòâà íà íîìåðàöèÿòà èì â ëèòåðàòóðàòà êúì

òîçè àâòîðåôåðàòà.

[10] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Exact solutions of nonlocal BVPs for the multidimensional
heat equations. Mathematica Balkanica (New Ser.), Vol. 26, Fasc. 1-2, 2012, pp. 89-102.

[11] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Operational calculi for multidimensional nonlocal
evolution boundary value problems. Proc. of the 37th Internat. Conf. �Applications of

23



7 ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÍÀ ÒÎÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÒÀ

Mathematics in Engineering and Economics (AMEE '11)�, In:AIP Conference Proceedings,
Volume 1410, 2011, pp. 167-180.

[12] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Explicit solution of Bitsadze-Samarskii problem.
Mathematics and Math. Education, Proc. 39 Spring Conf. UBM, 2010, pp. 114-122.

[18] Tsankov Y. T. Åxplicit solutions of nonlocal boundary value problems containing
a Bitsadze-Samarskii constraints. Fractional Calculus and Applied Analysis. Volume 13,
No 4, 2010, pp. 435-446.

[19] Tsankov Y. T. Exact solution of local and nonlocal BVPs for the Laplace equation
in a rectangle, Lecture Notes in Comput. Sci., Vol. 8372, Berlin, Heidelberg, Springer,
2014, pp. 190-200.

[20] Tsankov Y. T. Explicit solution of a nonlocal boundary value problem for heat
equation, Comptes rendus de l'Acad�emie bulgare des Sciences. Vol. 66, No 7, 2013, pp.
941-950.

Îò òåçè 6 ïóáëèêàöèè: 3 ñà â ðåöåíçèðàíè ïåðèîäè÷íè ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â
ñâåòîâíàòà ìðåæà, åäíî îò êîèòî å ñ èìïàêò-ôàêòîð (ÄÁÀÍ, ÈÔ = 0.211 çà 2012);
2 ñà â ðåöåíçèðàíè ñáîðíèöè íà ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè (èíäåêñèðàíè â Scopus
è èìàùè SJR-ðàíãîâå, ñúîòâåòíî â ñåðèèòå: American Institute of Physics, SJR = 0.161
(2012); Lecture Notes in Computer Sciences, SJR = 0.33 (2012)); 1 - â ñáîðíèê (ðåöåí-
çèðàí) ñ òðóäîâå íà ÑÌÁ.

Âñè÷êèòå ïóáëèêàöèè ñà íà àíãëèéñêè åçèê, äâå îò òÿõ ñà ñàìîñòîÿòåëíè.

Ðåäèöà îò ðåçóëòàòèòå ïî äèñåðòöàèîííèÿ òðóä è îò èçáðîåíèòå ïóáëèêàöèè ñà
çàëåãíàëè â ðàáîòíèòå ïðîãðàìè íà íÿêîëêî íàó÷íî-èçñëåäîâàòåëñêè ïðîåêòà, â êî-
èòî äîêòîðàíúò å ó÷àñòâàë â ïåðèîäà íà äîêòîðàíòóðàòà: åäèí ïðîåêò ïî ëèíèÿ íà
ÔÍÈ - ÌÎÌÍ (ÄÈÄ 02-25/ 2009-2013), åäèí - ïî äâóñòðàííî ñúòðóäíè÷åñòâî ìåæäó
ÁÀÍ è Ñðúáñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå è èçêóñòâàòà (2012-2014), è íÿêîëêî ÍÈÏ
êúì ÔÌÈ íà ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� : äîãîâîð �Ãåîìåòðè÷íè ñòðóêòóðè íà èí-
öèäåíòíîñò� � 192 îò 2010; � 174 îò 2011; � 109 îò 2012; � 100 îò 2013; 2014 (îùå
íÿìà íîìåð).
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