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1 Óâîä. Îñíîâíè ìîìåíòè â èñòîðè÷åñêîòî ðàçâèòèå

Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå òðàäèöèîííî ñå ñâúðçâà ñ èìåíàòà íà Îëèâúð Õåâèñàéä è ßí
Ìèêóñèíñêè. Ðàçáèðà ñå ïðèíîñ â ðàçâèòèåòî ìó èìàò è ìíîãî äðóãè ó÷åíè. Âúïðåêè
òîâà, óñëîâíî ìîæå äà ðàçäåëèì ïåðèîäèòå íà ðàçâèòèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå:
äî Õåâèñàéä, ñëåä Õåâèñàéä è äî Ìèêóñèíñêè è ñëåä Ìèêóñèíñêè.

1.1 Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå äî Õåâèñàéä

Åëåìåíòè íà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ìîãàò äà ñå íàìåðÿò îùå â ðàáîòèòå íà êëàñè-
öèòå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç Ëàéáíèö, Ëàãðàíæ è Êîøè. Ëàéáíèö å ðàçáèðàë
n-êðàòíîòî äèôåðåíöèðàíå êàòî n-òà ñòåïåí íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî. Òîé
å çíàåë [73], ÷å ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå íà ôóíêöèè (èçâåñòíà
äíåñ êàòî ôîðìóëà íà Ëàéáíèö)

(uv)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k)

çà n-êðàòíî äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå ôóíêöèè å àíàëîãè÷íà íà ôîð-
ìóëàòà çà Íþòîíîâèÿ áèíîì

(u+ v)n =
n∑
k=0

Ck
nu

kvn−k.

Ëàãðàíæ ðàçâèë òàçè àíàëîãèÿ â ñòðîéíà ñèñòåìà çà àëãîðèòìè÷íî ñìÿòàíå (1774)
[70]. Çàáåëÿçàë, ÷å àêî âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëúð ñå çàìåíè k-êðàòíîòî äèôåðåíöè-
ðàíå ñ ïîâäèãàíå íà ñòåïåí k ùå ñå ïîëó÷è ôîðìàëíî ðåäà íà åêñïîíåíòàòà eh

d
dx

u(x+ h)− u(x) =
(
eh

d
dx − 1)

)
u.

Íî Ëàãðàíæ íå îòäåëÿ ñèìâîëèòå (îçíà÷åíèÿòà) íà îïåðàòîðèòå îò îáåêòèòå âúðõó
êîèòî äåéñòâàò. Òîâà íåóäîáñòâî áèëî îòñòðàíåíî îò Ë. Àðáîãàñò (1759-1803). Òîé
ðàçãëåæäà ñèìâîëà çà äèôåðåíöèðàíå êàòî ôèêòèâíà âåëè÷èíà êúì êîÿòî ìîæå äà
ñå ïðèëàãàò ôîðìàëíèòå ïðàâèëà íà àëãåáðàòà [30]. Ñèìâîëíèòå ôîðìóëè íà Ëàã-
ðàíæ ïðèäîáèëè ôîðìà íà îïåðàòîðíè ðàâåíñòâà. Àðáîãàñò ðàçáèðàë òåçè îïåðàòîð-
íè ðàâåíñòâà êàòî ðàâåíñòâà ìåæäó ðåçóëòàòà îò äåéñòâèåòî íà îïåðàòîðèòå âúðõó
ïðîèçâîëíè ÷èñëîâè ôóíêöèè.

Ïðåç 1827 ã. Êîøè â [41] ðàçãëåæäà ñòåïåííè ðåäîâå îò îïåðàòîðè â òîâà ÷èñëî è
ïî îòðèöàòåëíè ñòåïåíè íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî.

Çàêîííîñòòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå (íàðè÷àíî òîãàâà ñèìâîëíî ñìÿòàíå) ðàç-
ãëåæäàë Ñåðâîà (1768 - 1847) â [87] ïðåç 1814-1815. Òîé ñå îïèòâà äà îòãîâîðè íà
âúïðîñà çàùî ñ êëàñè÷åñêèòå îïåðàòîðè ìîæå äà ñå äåéñòâà êàòî ñ ÷èñëà. Ñåðâîà
âèæäàë ïðè÷èíàòà çà òàçè âðúçêà â îáñòîÿòåëñòâîòî, ÷å â ìíîæåñòâîòî íà îïåðàòî-
ðèòå è ìíîæåñòâîòî íà ÷èñëàòà ñå èçïúëíÿâàò åäíè è ñúùè çàêîíè: äèñòðèáóòèâíîñò,
êîìóòàòèâíîñò (òåçè òåðìèíè ñà âúâåäåíè îò Ñåðâîà) è àñîöèàòèâíîñò (òåðìèíúò å
âúâåäåí ïî-êúñíî îò Õàìèëòúí). Òàçè èäåÿ çà îáùè ïðàâèëà íà îïåðàöèèòå â ðàçëè÷-
íè ìíîæåñòâà îò îáåêòè, ÷èñëà èëè îïåðàòîðè, áèëà ðàçâèòà â òðóäîâåòå íà ìíîãî
àíãëèéñêè ìàòåìàòèöè îò XIX âåê.



1.1 Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå äî Õåâèñàéä

Íàé-îáøèðåí è ðàçðàáîòåí ðàçäåë íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ïðåç XIX å ñâúðçàí
ñ îïèòèòå çà ñèìâîëíî ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ñòðåìåæúò çà íà-
ìèðàíå íà ñèìâîëíè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå íà îáèêíîâåíè ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè îïðåäåëÿ ðàçâèòèåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå
ïðåç XIX âåê.

Êîøè ïîñî÷âà [41], ÷å ïúðâèòå ñèìâîëíè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ïðåäëîæåíè îò Áðèñîí â íåïóáëèêóâàí ìåìîàð îò 1808 ã.
([1], ñòð. 120 è [28] ñòð. 12). Êîøè óñúâúðøåíñòâà îçíà÷åíèÿòà íà Áðèñîí è çàïèñâà
ëèíåéíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

(1.1) a0y
(n) + a1a

(n−1) + ...+ an−1y
′ + an = f(x)

â ñèìâîëíà (îïåðàòîðíà) ôîðìà

F (D)y = f(x),

êúäåòî D å îïåðàòîðúò çà äèôåðåíöèðàíå ïî x, à F (D) å ïîëèíîì íà D [41]. Òîâà
îçíà÷åíèå ñå å çàïàçèëî â äî äíåñ. Â ñëó÷àÿ êîãàòî F (λ) èìà ïðîñòè êîðåíè rk,
k = 1, ..., n, Êîøè äàâà ðåøåíèåòî âúâ âèäà:

u =
n∑
k=1

f(x)

(D − rk)F ′(rk)
=

n∑
k=1

yk
F ′(rk)

.

Èçðàçúò
f(x)

(D − rk)
= yk, Êîøè îïðåäåëÿ êàòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

f(x) = (D − rk)yk. Òîé ðàçãëåæäà è ñëó÷àÿ íà êðàòíè êîðåíè íà F (λ).

Ãîëÿì ïðèíîñ çà ðàçâèòèåòî íà ñèìâîëíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíåòî íà äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ èìà àíãëèéñêèÿò ìàòåìàòèê Ãðeãúðè (1813 -1844) ([62], [63], [64]).
Íà Ãðeãúðè å áèëà èçâåñòíà ðàáîòàòà íà Êîøè [41] îò 1827 ã., íî ïî íåãîâè äóìè
òîé èçáðàë äðóã ïúò, ïî íåãîâî ïðåäïîëîæåíèå, áëèçúê äî íåçàïàçåíàòà ðàáîòà íà
Áðèñîí. Ãðeãúðè íàìåðèë ðåøåíèåòî íà (1.1) âúâ âèäà

y = {F (D)}−1f(x) + {F (D)}−10,

êúäåòî ïúðâîòî ñúáèðàåìî îçíà÷àâà ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå à
âòîðîòî - îáùî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå. Òåçè ðåøåíèÿ òîé íàìèðà êà-
òî ðàçëîæåíèÿ íà ôóíêöèèòå îò îïåðàòîðà â ðåäîâå ïî ñòåïåíèòå íà îïåðàòîðà çà
äèôåðåíöèðàíå.

Â 1841 ã. èçëÿçëà ðàáîòàòà íà Áóë [32], â êîÿòî ñå ðàçãëåæäà ðåøåíèåòî íà (1.1)
è ñå ïîñî÷âà íà÷èí çà ðàçëàãàíåòî íà {F (D)}−1 íà ïðîñòè äðîáè ïðè êðàòíè êîðåíè
íà F (x). Èçãëåæäà, êàêòî ñå îòáåëÿçâà â ([1], ñòð. 125), Áóë íå å çíàåë çà ðàáîòàòà íà
Êîøè [41]. Òîé îáúðíàë îñîáåíî âíèìàíèå íà ñëó÷àèòå êîãàòî ìîæå äà ñå íàìåðè ðå-
øåíèå áåç äà ñå èíòåãðèðà. Áóë ðàçãëåæäà è äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè
êîåôèöèåíòè.

Ïðåç 1862 ã. Âàø÷åíêî-Çàõàð÷åíêî âúâ [5] ðàçãëåæäà ïîñëåäîâàòåëíî ëèíåéíè
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè, ñèñòåìè äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè

5



1 ÓÂÎÄ. ÎÑÍÎÂÍÈ ÌÎÌÅÍÒÈ Â ÈÑÒÎÐÈ×ÅÑÊÎÒÎ ÐÀÇÂÈÒÈÅ

êîåôèöèåíòè. Ðàçãëåæäà çàäà÷à (1.1) ïðè êðàòíè êîðåíè íà F (λ). Öèòèðà Ãðåãúðè,
Áóë è äð. Ïîñî÷âà, ÷å îñíîâèòå íà ñèìâîëíîòî ñìÿòàíå ñà ïîëîæåíè îò Ãðåãúðè.

Â òîçè ïåðèîä Ëåòíèêîâ [20] ñå îïèòâà äà íàìåðè îáù ìåòîä çà èíòåãðèðàíå íà
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Êàêòî ñå ïîñî÷âà â ([28], ñòð. 16) Ëåòíèêîâ å ðàçáèðàë,
÷å çà îíîâà âðåìå çàäà÷àòà å íåèçïúëíèìà è å íàñî÷èë óñèëèÿòà ñè êúì óñúâúð-
øåíñòâàíå íà ñúùåñòâóâàùèòå ÷àñòíè ìåòîäè. Äà îòáåëåæèì ÷å Ëåòíèêîâ ñâúðçâà
ñèìâîëíèòå ìåòîäè ïðÿêî ñ òåîðèÿòà íà äèôåðåíöèðàíåòî îò äðîáåí ðåä.

Ïî-ðàçëè÷åí ïîäõîä çà ñèìâîëíî íàìèðàíå íà ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ ïðåäëàãà ïîñëåäíèÿò æèâ ó÷åíèê íà Êîøè Ãàáðèåë Îëòðàìàðå (1816-1906) â
êíèãàòà ñè [81] îò 1899 ã. è â ñòàòèÿòà ñè [82] ñúùî îò 1899 ã. Òîé ðàçãëåæäà ôóíê-
öèèòå êàòî çàäàäåíè â ðåä ïî åêñïîíåíòè è èçïîëçâà òîâà ïðåäñòàâÿíå çà òúðñåíå íà
ñèìâîëíè ðåøåíèÿ íà ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Âúïðåêè ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè êúì êðàÿ íà XIX âåê ïðåä îïåðàöèîííîòî ñìÿ-
òàíå ñòîåëè ìíîãî íåðàçðåøåíè ïðîáëåìè ñâúðçàíè ñ îáîñíîâàâàíåòî ìó è îáëàñòòà
íà ïðèëîæèìîñò. Íÿìàëî ñúùåñòâåíè ðåçóëòàòè ïðè ïðèëàãàíåòî íà îïåðàöèîííîòî
ñìÿòàíå êúì ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè è êúì
÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Ïðåäè äà ðàçãëåäàìå ïðèíîñà íà Õåâèñàéä êúì îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ùå îòáå-
ëåæèì, ÷å èìåííî ðàáîòèòå íà Õåâèñàéä ñà äàëè îñíîâàíèå íà Å. Óèòòåêúð äà êàæå:
�... òðÿáâà äà ñ÷èòàìå îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íàðåä ñ îòêðèòèåòî îò Ïîàíêàðå íà àâ-
òîìîðôíèòå ôóíêöèè è îòêðèòèåòî íà Ðè÷è íà òåíçîðíîòî ñìÿòàíå çà åäèí îò òðèòå
íàé-âàæíè óñïåõè íà ìàòåìàòèêàòà ïðåç ïîñëåäíàòà ÷åòâúðòèíà íà äåâåòíàäåñåòè
âåê� [80].

1.2 Èçñëåäâàíèÿ íà Õåâèñàéä

Îëèâúð Õåâèñàéä (1850 - 1925), ðàçðàáîòâà ñèìâîëíî ñìÿòàíå íîñåùî ñåãà íåãîâî-
òî èìå. Çà ðàçëèêà îò ñâîèòå ïðåäøåñòâåíèöè Õåâèñàéä ðàçãëåæäà äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñúñ çàäàäåíè íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, à íå òúðñè îáùè ðåøåíèÿ.
Âúâåæäà ïîíÿòèåòî àëãåáðèçàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Ïîïóëÿðíîñòòà íà
ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä ñå äúëæè è íà ôàêòà, ÷å Õåâèñàéä ãî ïðèëàãà êúì çàäà÷è îò
ïðàêòèêàòà - áóðíî ðàçâèâàùàòà ñå åëåêòðîòåõíèêà è òðàíñîêåàíñêè êàáåëè è íàìèðà
åêñïëèöèòíè ðåøåíèÿ íà ìíîãî àêòóàëíè çà âðåìåòî çàäà÷è.

Ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä å ïîäîáíî íà îïåðàöèîííèòå ìåòîäè íà ïèîíåðèòå Êîøè,
Áðèñîí, Ãðeãúðè, Áóë, Âàø÷åíêî-Çàõàð÷åíêî. Íî â ëèòåðàòóðàòà ñå ïîñî÷âà ([1], ñòð.
127), ÷å å òðóäíî äà ñå êàæå äîêîëêî Õåâèñàéä å áèë çàïîçíàò ñ òåõíèòå ðåçóëòàòè.
Çíàå ñå, ÷å òîé å èçó÷àâàë ðàáîòèòå íà Ôóðèå è å áèë çàïîçíàò ñ ðàáîòàòà íà Áóë
[33].

Ñìÿòàíåòî ñè Õåâèñàéä ðàçâèâà ïîñëåäîâàòåëíî è îïèñâà â [67] è [68]. Òîé âúâåæäà

ôîðìàëíî äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð p =
d

dt
è ðàáîòè ñ íåãî êàòî ñ ìíîæèòåë â èçðàçè

îò âèäà pf(t) =
d

dt
f(t) . Åäíî îò íàé-âàæíèòå äîñòèæåíèÿ íà Õåâèñàéä å âúâåæäàíåòî

íà îïåðàòîðà çà èíòåãðèðàíå p−1, îïðåäåëåí ïî ñëåäíèÿò íà÷èí

p−1f(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.
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Õåâèñàéä çàïèñâà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ â îïåðàòîðíà ôîðìà Z(p)C = E(t)
è ðåøåíèåòî ìó âúâ âèäà:

(1.2) C =
E(t)

Z(p)
,

êúäåòî Z(p) å ôóíêöèÿ íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî p =
d

dt
. Òîé çàáåëÿçàë,

÷å ìîæå äà ñå ïðåìèíå îò îïåðàòîðíî ðåøåíèå êúì îáèêíîâåíà ôóíêöèÿ íà t áåç
äèôåðåíöèðàíå èëè èíòåãðèðàíå. Íàïðèìåð â ñëó÷àÿ C(0) = 0, E = const (1.2) ñå
ïðåäñòàâÿ ñ ãîòîâàòà ôîðìóëà

C(t) =
E

Z(0)
+ E

∑
k

eλkt

λkZ ′(λk)
,

êúäåòî ñóìàòà ñå âçèìà ïî âñè÷êè êîðåíè íà óðàâíåíèåòî Z(λ) = 0. Ðàçáèðà ñå,
çà âåðíîñòòà íà ôîðìóëàòà òðÿáâà âñè÷êè êîðåíè íà ìíîãî÷ëåíà äà ñà ïðîñòè è

ðàçëè÷íè îò 0. Àêî îïåðàòîðíîòî ðåøåíèå èìà âèäà C =
Y (p)

Z(p)
, êúäåòî Y (p) è Z(p)

ñà ïîëèíîìè, ðåøåíèåòî êàòî ôóíêöèÿ íà t, ñå ïðåäñòàâÿ êàòî:

C(t) =
Y (0)

Z(0)
+
∑
k

Y (λk)e
λkt

λkZ ′(λk)
.

Õåâèñàéä ïðèëàãàë òåçè ìåòîäè è çà ñèñòåìè ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè êàêòî è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

×àñò îò ñìÿòàíåòî ñè Õåâèñàéä èçïîëçâàë áåç êàêâàòî è äà å îáîñíîâêà è ïîíÿêîãà
ïîëó÷àâà íåâåðíè ðåçóëòàòè íàïðèìåð [28] ñ îïåðàòîðèòå p è p−1 íå ìîæå äà ñå ðàáîòè
êàòî ñ ÷èñëà ïîíåæå â îáùèÿ ñëó÷àé òå íå êîìóòèðàò:

pp−1f(t) =
d

dt
p−1f(t) = f(t),

p−1pf(t) = p−1 d

dt
f(t) =

∫ t

0

f ′(τ)dτ = f(t)− f(0).

Ôàêòè÷åñêè p è p−1 êîìóòèðàò, ñàìî êîãàòî f(0) = 0.
Íàðóøàâàéêè õðîíîëîãè÷íàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò íà èçëîæåíèåòî ùå îòáåëåæèì,

÷å îáîñíîâàâàíå íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä å ïîñòèãíàòî ïðåç 1926 ã. îò Êàðñîí ÷ðåç
èçïîëçâàíå òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Â òîì 3 íà Åëåêòðîìàãíèòíà òåîðèÿ (1912
ã.) ([68], ò. 3, ñòð. 236) Õåâèñàéä èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Ùòîêàëî
([28], ñòð. 23) îòáåëÿçâà, ÷å Õåâèñàéä å ìîæåë äà îáîñíîâå îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå
÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ.

Âúïðåêè ëèïñàòà íà îáîñíîâàâàíå è ÿñíîòà íà îáëàñòòà íà ïðèëîæèìîñò ñìÿòà-
íåòî íà Õåâèñàéä áèëî ïðèåìàíî îò èíæåíåðèòå ïî òîâà âðåìå çàùîòî äàâàëî åêñï-
ëèöèòíè ðåøåíèÿ íà èçïîëçâàíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
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1.3 Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñëåä Õåâèñàéä äî Ìèêóñèíñêè

Îò òåîðåòè÷åí èíòåðåñ, à è ïîðàäè ãîëÿìîòî ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñìÿòàíåòî íà Õåâè-
ñàéä â íà÷àëîòî íà XX âåê, ìíîãî ìàòåìàòèöè ïîëàãàò óñèëèÿ äà îáîñíîâàò ñòðîãî
îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå è äà ïîñî÷àò ïî-òî÷íî îáëàñòòà ìó íà ïðèëîæèìîñò. Êàêòî
ñå ïîñî÷âà â ([43], ñòð. 36) â íà÷àëîòî íà XX èìà ÷åòèðè ìåòîäà çà îáîñíîâàâàíå íà
îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Òðè îò òÿõ èçïîëçâàò ñúîòâåòíî èíòåãðàëíàòà òðàíñôîðìà-
öèÿòà íà Ôóðèå, èíòåãðèðàíå â êîìïëåêñíàòà îáëàñò è ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ.
×åòâúðòèÿò ìåòîä ñå îñíîâàâà íà äèðåêòíîòî èçïîëçâàíå íà ôîðìàëíè îïåðàòîðè.

Åäèí îò ïúðâèòå îïèòè çà îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå (ñìÿòàíåòî íà
Õåâèñàéä) å íà Äæîâàíè Äæîðäæè (1871-1950) [60], [61] â äâå ñòàòèè îò 1904 è 1905
ãîäèíà. Îñíîâíà öåë â òåçè ðàáîòè å íàìèðàíåòî íà âðúçêà ìåæäó îïåðàöèîííîòî
ñìÿòàíå è èíòåãðàëíàòà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ôóðèå. Íî êàêòî ñå îòáåëÿçâà â ([28],
ñòð. 24) íå áèëè ïîñòèãíàòè ñúùåñòâåíè ðåçóëòàòè è ñòàòèèòå íà Äæîðäæè íå áèëè
çàáåëÿçàíè. Áðîìóè÷ (1875 - 1929) [39] èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿòà

1

2πi

∫
C

f(t)eptdt,

êúäåòî C å îêðúæíîñò â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, çà äà ïîëó÷è ðåçóëòàòè â îïåðàöè-
îííîòî ñìÿòàíå.

Ïúëíî îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ïîñòèãà Êàðñîí (1886 - 1940) ïðåç
1926 ã. â [40], êàòî èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ∫ ∞

0

f(t)eαtdt.

Èçïîëçâàíåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ íàëàãà îãðàíè÷åíèå âúðõó ðàñòåæà
íà ôóíêöèèòå:

|f(t)| < Ceαt, t→∞.

Òîâà äîïúëíèòåëíî îãðàíè÷åíèå íå å ñâúðçàíî ñ êîíêðåòíèòå çàäà÷è èëè ñ òåõíè-
êàòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Çà ïðèëîæåíèÿòà â èíæåíåðíàòà ïðàêòèêà òîâà îã-
ðàíè÷åíèå èçãëåæäà íå å ñúùåñòâåíî íî íàìàëÿâà ìàòåìàòè÷åñêàòà îáîñíîâàíîñò íà
îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå.

Ìàð÷ (1878 - 1953) â [75] ðàçãëåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñ êîíòóðíè èíòåãðàëè.
Â ðàáîòàòà ñè [75] òîé öèòèðà ñòàòèè íà Áðîìóè÷ è Êàðñîí.

Ïî-íàòàòúê â ìíîãî òðóäîâå ñå ðàçãëåæäà ïðèëàãàíåòî, ðàçøèðÿâàíå èçïîëçâàíå-
òî è îáîñíîâàâàíåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå, ïðåäèìíî ñ ëàïëàñîâàòà òðàíñôîð-
ìàöèÿ. Íàïðèìåð Âàí äåð Ïîë è Áðåìåð â [95] ðàçãëåæäàò äâóñòðàííàòà òðàíñôîð-
ìàöèÿ íà Ëàïëàñ âúâ âðúçêà ñ îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Â êíèãàòà íà Ñòåôúíñ [90] å
îïèñàí ïîäðîáíî ìåòîäúò íà Õåâèñàéä. Ðàçãëåæäà ñå ðàçëàãàíåòî êàòî åëåìåíòàðíè
äðîáè íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè îò îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíå. Èìà ìíîãî ïðèìåðè
íà çàäà÷è çà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèå ðåøåíè ÷ðåç îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Íå ñå
ðàçãëåæäà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ.

Äæåôðè â [69] ðàçãëåæäà èçïîëçâàíåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå çà íàìèðàíå
íà ðåøåíèÿ íà çàäà÷è ñâúðçàíè ñ îñíîâíèòå óðàâíåíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà.
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Èçïîëçâà êîíòóðíè èíòåãðàëè çà îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Ïîäðîáíî
îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî èç÷èñëåíèå ñ êîíòóðíè èíòåãðàëè å ðàçãëåäàíî è îò
Åôðîñ è Äàíèëåâñêè â [29]. Â êíèãàòà íà Êàðëñëîó è Åãåð [15] å îïèñàíî ñìÿòàíåòî
íà Õåâèñàéä è íåãîâèòå ïðèëîæåíèÿ ÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Ðàçãëåäàí å
øèðîê êðúã äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Èìà ïîäðîáåí èñòîðè÷åñêè îáçîð çà ðàçâè-
òèåòî è îáîñíîâàâàíåòî íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä. Ìíîãî ÿñíî è êðàòêî å îïèñàíèåòî
íà Øîñòàê [27] íà èçïîëçâàíåòî íà ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ çà ðåøàâàíå íà äè-
ôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Íà áúëãàðñêè åçèê îïèñàíèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå îò òîçè ïåðèîä ïðàâÿò
Áðàäèñòèëîâ è Áîÿäæèåâ. Â [4] ñå ðàçãëåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå â ñâåòëèíàòà
íà ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ.

Ïðåäè äà ðàçãëåäàìå ïðèíîñà íà Ìèêóñèíñêè çà ðàçâèòèåòî íà îïåðàöèîííîòî
ñìÿòàíå è íàðóøàâàéêè õðîíîëîãèÿòà íà ñúáèòèÿòà ùå íàïðàâèì åäíî îòêëîíåíèå.
Ìåòîäè è èäåè ïîçâîëÿâàùè äà ñå îáîñíîâå ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä, áåç äà ñå èçïîëçâà
Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ ïî ÷èñòî àëãåáðè÷åí íà÷èí, åêâèâàëåíòåí íà íà÷èíà íà
Ìèêóñèíñêè îïèñàí ïðåç 1952 ã., ñà âúçíèêíàëè îùå ïðåç 1924 ã.

Íàêðàòêî ìåòîäúò å ñëåäíèÿ: Ïðåç 1924 Âîëòåðà çà äà ðåøàâà óðàâíåíèÿ íàðå÷åíè
ñåãà Âîëòåðîâè, ðàçãëåæäà â [98] îáîáùåíèå íà äåéñòâèåòî óìíîæàâàíå íà ìàòðèöè
(ðåä ïî ñòúëá) êàòî âìåñòî ìàòðèöè ðàçãëåæäà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè. Ñúîò-
âåòíàòà îïåðàöèÿ å

h(x, y) = km =

∫ y

x

k(x, ξ)m(ξ, y)dξ.

Àêî çà äâå ôóíêöèè å èçïúëíåíî km = mk, òîãàâà k èm ñå íàðè÷àò ïåðìóòèðàùè.
Âîëòåðà äîêàçâà, ÷å àêî äâå ôóíêöèè k = k(x, y) è m = m(x, y) ñà ïåðìóòèðàùè ñ
åäèíèöàòà òå ñà îò âèäà k(x, y) = k(x− y) è m(x, y) = m(x− y) è ñà ïåðìóòèðàùè è
ïîìåæäó ñè è å èçïúëíåíî

km =

∫ y

x

k(ξ − x)m(y − ξ)dξ =

∫ x

0

k(x− t)m(t)dt.

Ïî íàòàòúê ñå ðàçãëåæäà ïðúñòåíà íà ïåðìóòèðàùèòå ôóíêöèè ñ åäèíèöàòà ñ
îïåðàöèèòå ñúáèðàíå íà ôóíêöèè è âìåñòî �ñòàíäàðòíîòî� óìíîæåíèå êîìïîçèöèÿ.
Âîëòåðà âúâåæäà è êîìïîçèöèîííè ÷àñòíè, ò.å. ðàçøèðÿâà ïðúñòåíà íà ïåðìóòèðà-
ùèòå ôóíêöèè äî ïîëå îò ÷àñòíè. Íå ðàçãëåæäà ñúùåñòâóâàíåòî èëè íå íà äåëèòåëè
íà íóëàòà. Â ïóáëèêàöèÿòà [98] Âîëòåðà íå êîìåíòèðà, ÷å ñ òàçè êîíñòðóêöèÿ íàïúë-
íî ìîæå äà ñå îáîñíîâå ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä. Òîâà å íàïðàâåíî åäâà ïðåç 1943. Â
ïóáëèêàöèÿòà îò 1943 ã. Ïåðå ïîñî÷âà â [83], ÷å ðàçãëåäàíèÿò ìåòîä ìîæå äà ñëóæè
çà îáîñíîâàâàíå íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä. Ïúëíî îïèñàíèå íà òîçè ìåòîä ìîæå äà
ñå íàìåðè â [6] (öèòèðàíàòà êíèãà å ïðåâîä íà ðóñêè, îðèãíàëúò å îò 1924 ã.).

Îùå âåäíúæ èçïðåâàðâàéêè õðîíîëîãèÿòà ùå îòáåëåæèì, ÷å ÷ðåç ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå ñå âèæäà, ÷å êîìïîçèöèÿòà

km =

∫ y

x

k(ξ − x)m(y − ξ)dξ

íà äâå ïåðìóòèðàùè ôóíêöèè ñ åäèíèöàòà å ðàâíà íà òÿõíàòà Äþàìåëîâ êîíâîëþöèÿ
ò.å. ïðúñòåíúò íà Ìèêóñèíñêè âúâåäåí ïðåç 1952 ã. â [22] å èçîìîðôåí íà ïðúñòåíà
íà ïåðìóòèðàùèòå ôóíêöèè ñ åäèíèöàòà ðàçãëåæäàí îò Âîëòåðà ïðåç 1924 ã.
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1.4 Ïîëå íà Ìèêóñèíñêè

Äèðåêòíî àëãåáðè÷íî îáîñíîâàâàíå íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä ïîñòèãà Ìèêóñèíñêè.
Òîé ïðàâè ÷èñòî àëãåáðè÷íî îïèñàíèå è îáîñíîâàâàíå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå.
Ìèêóñèíñêè, â èçâåñòåí ñìèñúë, ïðàâè ðàäèêàëíî âðúùàíå êúì èäåèòå íà Õåâèñàéä,
íî íà íîâà ìàòåìàòè÷åñêà îñíîâà ñ ÿñíî äåôèíèðàíà îáëàñò íà ïðèëîæèìîñò áåç äà
èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ è ïðîèçòè÷àùèòå îò íåÿ îãðàíè÷åíèÿ.

Çà ïúðâè ïúò îïèñàíèå íà ìåòîäà å íàïðàâåíî ïðåç 1952 ã. íà ïîëñêè åçèê (âæ.
[22] íà Ðóñêè åçèê è [77] íà Àíãëèñêè åçèê).

Ìåòîäúò èçïîëçâàí îò Ìèêóñèíñêè [77] ñå îñíîâàâà âúðõó èäåèòå íà ñúâðåìåí-
íàòà àáñòðàêòíà àëãåáðà. Ðàçãëåæäà ïðîñòðàíñòâîòî C íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè
â èíòåðâàëà [0,∞) êàòî àëãåáðà ñ îïåðàöèèòå ñúáèðàíå �+� : f(t) + g(t) è âìåñòî
�êëàñè÷åñêîòî� óìíîæåíèå îïåðàöèÿòà êîíâîëþöèÿ

{f}{g} = f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Îïåðàöèÿòà ∗ å êîìóòàòèâíà, àñîöèàòèâíà è äèñòðèáóòèâíà îòíîñíî ñúáèðàíåòî.
Ñïîðåä Ìèêóñèíñêè èçêëþ÷èòåëíî âàæíî å ñâîéñòâîòî, ÷å ∗ íÿìà äåëèòåëè íà íó-
ëàòà. Òîâà å äîêàçàíî îò Òèò÷ìàðø ïðåç 1926 ã. (âæ. [91] è [25]). Ñ òåçè îïåðàöèè
ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â [0,∞) å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí áåç äå-
ëèòåëè íà íóëàòà ò.å. å îáëàñò íà öÿëîñòíîñò. Ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî îò öåëèòå ÷èñëà
ñå ïîëó÷àâà ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðîñòðàíñòâîòî C íà íåïðå-
êúñíàòèòå ôóíêöèè â èíòåðâàëà [0,∞) ñå ïîëó÷àâà ïîëå íà ÷àñòíè M . Òîâà ïîëå íà
÷àñòíè M ñå íàðè÷à ïîëå íà Ìèêóñèíñêè. Îêàçâà ñå, ÷å �îïåðàòîðèòå� p è p−1 íà
Õåâèñàéä ìîæå äà ñå èçòúëêóâàò êàòî åëåìåíòè íà M .

Êàêòî ïîñî÷âà Åðäåé â [13] åëåìåíòèòå íà ïîëåòî íà Ìèêóñèíñêè M ñà àáñòðàê-
òíè îáåêòè. Íî íà íÿêîè îò òÿõ ñúîòâåòñòâàò ÷èñëà, íà äðóãè íåïðåêúñíàòè èëè
ïðåêúñíàòè ôóíêöèè, äîêàòî íà òðåòè ñúîòâåòñòâàò îïåðàòîðèòå íà äèôåðåíöèðàíå
è èíòåãðèðàíå.

Àêî ñ h ñ îçíà÷èì åäèíè÷íàòà ôóíêöèÿ íà Õåâèñàéä îãðàíè÷åíà çà t ∈ [0,∞), íà
h ñúîòâåòñòâà îïåðàòîðà çà èíòåãðèðàíå ò.å.

{h}{f} = (1 ∗ f)(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.

Â M ìîæå äà ñå äåôèíèðà hn è h−n. Îçíà÷àâàìå s = h−1. Ìèêóñèíñêè äîêàçâà, ÷å

(1.3) sf = f ′ + f(0),

(1.4) snf = f (n) + f (n−1)(0)s+ f (n−2)(0)s2 + ...+ f(0)sn−1.

Íà âñÿêî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1.1) ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ñå
ñúïîñòàâÿ îïåðàòîðíî óðàâíåíèå

P (s)y = Q(s) + f,

êúäåòî P (s) è Q(s) ñà ïîëèíîìè íà s. Ñëåäîâàòåëíî

y =
Q(s)

P (s)
+

f

P (s)
.
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1.5 Ðàçâèòèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñëåä Ìèêóñèíñêè

Ìèêóñèíñêè äàâà òúëêóâàíå íà ïîñëåäíèÿ èçðàç êàòî ôóíêöèÿ.
Ùå ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð ([22], ñòð. 46). ×ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ íå

ìîæå äà ñå ðåøè çàäà÷àòà

(1.5) x′ − x = (2t− 1)et
2

, x(0) = 2.

Ïî ìåòîäà íà Ìèêóñèíñêè îò (1.3) è íà÷àëíîòî óñëîâèå x(0) = 2 ñå ïîëó÷àâà:

x′ = sx− 2

è ñëåäîâàòåëíî îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (1.5) çàåäíî ñ íà÷àëíîòî óñ-
ëîâèå ñå ïðåîáðàçóâà â åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå

sx− x = 2 + f,

êúäåòî f = {(2t− 1)et
2}, â ïîëåòî íà Ìèêóñóíñêè. Ðåøåíèåòî å:

x =
2 + f

s− 1
=

2

s− 1
+

1

s− 1
f = {2et}+ {et}{(2t− 1)et

2} =

=

{
2et +

∫ t

0

et−τ (2τ − 1)eτ
2

dτ

}
=
{
et + et

2
}
.

Òóê ñ {g(t)} ñå îçíà÷àâà ôóíêöèÿòà g(t) êàòî åëåìåíò îò ïîëåòî íà Ìèêóñèíñêè, à
ñàìî ñ g(t) ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà g(t) â t.

Ìèêóñèíñêè ðàçøèðÿâà ìåòîäèòå ñè è çà ôóíêöèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Òîé
è Ðèë-Íàðäæåâñêè äîêàçâàò îáîáùåíèåòî íà òåîðåìàòà íà Òèò÷ìàðø [91] çà ìíîãî
ïðîìåíëèâè ïðåç 1953 â [79], [78]. Òàçè òåîðåìà å ðàçãëåäàíà è â [76].

Çà äà ñå ðàçøèðè ìåòîäà çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ Ìèêóñèíñêè âú-
âåæäà â ïîëåòî M äâà âèäà ñõîäèìîñòè. Êàêòî îòáåëÿçâà Ïðóäíèêîâ è äâàòà âèäà
ñõîäèìîñò ñà ïîëåçíè íî íèòî åäíà îò òÿõ íå å ñúãëàñóâàíà ñ åñòåñòâåíàòà òîïîëîãèÿ
â ïîåòî íà Ìèêóñèíñêè ([85], ñòð. 244) è òîâà ñúçäàâà ïðîáëåìè. Èìà ïðîáëåìè, íåðå-
øåíè è äî ñåãà ñ äîêàçâàíå íà îñíîâíàòà òåîðåìà íà äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåãðàëíî
ñìÿòàíå, à èìåííî, ÷å àêî ïðîèçâîäíàòà íà åäíà ôóíêöèÿ íà ÷èñëîâ àðãóìåíò ñúñ
ñòîéíîñòè â ïîëåòî íà Ìèêóñèíñêè å íóëà òî ôóíêöèÿòà å êîíñòàíòà.

Ïîäðîáíî îïèñàíèå íà ñìÿòàíåòî íà Ìèêóñèíñêè îñâåí â êíèãàòà íà Ìèêóñèíñêè
[22] ìîæå äà ñå íàìåðè â êíèãèòå íà Éîñèäà [100], Åðäåé [13] (ïðåâåäåíà íà áúëãàðñêè)
è Ìóð [80].

Â ñòàòèÿòà ñè Áåëåðò [31] îïèñâà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä ñ àëãåáðè÷íè îïåðàöèè
âúðõó îïåðàòîðè. Íå èçïîëçâà Ëàïëàñ è íå èçïîëçâà ïðÿêî ìåòîäèòå íà Ìèêóñèíñêè.

1.5 Ðàçâèòèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñëåä Ìèêóñèíñêè

Ñëåä Ìèêóñèíñêè ðàçâèòèåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñå íàñî÷âà êúì îáèêíîâå-
íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè â êðàåí, ïîëóáåçêðàåí è
áåçêðàåí èíòåðâàë, ïî-ñïåöèàëíî êúì îïåðàòîðè îò Áåñåëîâ òèï, êúì ÷àñòíè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íè è íà÷àëíè óñëîâèÿ êàòî íÿêîè îò óñëîâèÿòà áèõà
ìîãëè äà ñà íåëîêàëíè, êúì çàäà÷è ñ îáîáùåíè ôóíêöèè (ðàçïðåäåëåíèÿ).

Ïúðâàòà ñòàòèÿ çà ðàçïðîñòðàíåíèå íà îïåðàöèîííîòî èç÷èñëåíèå çà ãðàíè÷íè
çàäà÷è å íà Ðàøåâñêèé [23] â 1953 ã. Ìîæå áè íàé-ñúùåñòâåíîòî ðàçâèòèå â òîçè
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ïåðèîä íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ïðàâè Ãóòåð-
ìàí â [66] 1969 ã. Ïîçîâàâàéêè ñå íà ìåòîäèòå íà Ìèêóñèíñêè, Ãóòåðìàí ðàçðàáîòâà
ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîå-
ôèöèåíòè ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ. Âìåñòî Äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ çà ôóíêöèè íà åäíà
ïðîìåíëèâà èçïîëçâà íåéíèÿ àíàëîã çà ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè:

(1.6) w(x1, ..., xn) = u(x1, ..., xn)
x1∗ ... xn∗ v(x1, ..., xn) =

=

∫ x1

0

...

∫ xn

0

u(x1 − ξ1, ..., xn − ξn)v(ξ1, ..., ξn)dξ1...dξn.

Ïîäîáíî íà Ìèêóñèíñêè, Ãóòåðìàí âúâåæäà êîíâîëþöèîííè ÷àñòíè íî çà ôóíê-
öèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíè íàðè÷à îïåðàòîðè.

Ïîñî÷âà, ÷å çà ïðèëàãàíåòî íà îïåðàöèîííèòå ìåòîäè êúì ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ òðÿáâà êà÷åñòâåíî íîâ ïîäõîä.

Ìíîãîáðîéíè èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ïðàâÿò Äèòêèí
è Ïðóäíèêîâ. Â [12] òå ïîñòðîÿâàò îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñëåäâàéêè Ìèêóñèíñêè íî
âìåñòî Äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

èçïîëçâàò

f(t) ∗ g(t) =
d

dt

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Ïðè òàêà îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå íÿìà íóæäà äà ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó ÷èñëàòà
è ôóíêöèèòå êîíñòàíòè. Ðàçøèðÿâà ñå îáëàñòòà íà äåéñòâèå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà
Ëàïëàñ âúðõó íÿêîè îïåðàòîðè íà Ìèêóñèíñêè ò.å. âúðõó íÿêîè ÷àñòíè â ïîëåòî íà
Ìèêóñèíñêè. Âúâåæäàò ñå ïîíÿòèÿòà îïåðàòîð ïðåîáðàçóåì ïî Ëàïëàñ è îáîáùåíî
ïðåîáðàçîâàíèå íà Ëàïëàñ (âæ. Äèòêèí è Ïðóäíèêîâ [12] , ñòð. 103).

Àíàëîãè÷íî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Ìèêóñóíñêè çà îïåðàòîðà íà äèôåðåí-

öèðàíåòî
d

dt
â [12] ñå èçãðàæäà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðúò

d

dt
t
d

dt
êàòî ñå

âúâåæäà íîâà êîíâîëþöèÿ ([12], ñòð. 137).
Â [42] ×úð÷èë ðàçãëåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå êàòî èçïîëçâà ðàçëè÷íè èí-

òåãðàëíè òðàíñôîðìàöèè. Îñâåí Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ ïîäðîáíî ðàçãëåæäà
è êðàéíè èíòåãðàëíè òðàíñôîðìàöèè, íàïðèìåð êðàéíèòå ñèíóñ è êîñèíóñ òðàíñ-
ôîðìàöèè. Ðàçãëåæäà îñíîâíèòå èì ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèåòî èì çà ðåøàâàíå íà
ãðàíè÷íè çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèÿòà ïîëó÷àâà âúâ âèä
íà ðåä. Íå öèòèðà è íå èçïîëçâà ìåòîäèòå íà Ìèêóñèíñêè.

Ìåòîä çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ èçïîëçâàù
îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðàçãëåæäà Âàñèëàø. Îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ôóíêöèè íà
äâå ïðîìåíëèâè îïèñâà â [96]. Èçãðàæäàíå íà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ðàçïðåäåëåíèÿ
è îáîáùåíè ôóíêöèè îïèñâà â [97].

Ðàçâèòèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå çà îáîáùåíè ôóíêöèè íà åäíà è ìíîãî ïðî-
ìåíëèâè ïðàâè Ìàëàõîâñêàÿ â [21]. Íî èçñëåäâàíèÿòà ñà ìíîãî àáñòðàêòíè. Ìíîãî
ïðèìåðè ñâúðçàíè ñ îñíîâíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçè-
êà (óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà, âúëíîâîòî óðàâíåíèå) èìà â ÷àñò 2 íà [21]. Â
ëèòåðàòóðàòà íà ÷àñò 1 èìà öèòèðàíè ìíîãî ðàáîòè íà Âàñèëàø.
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1.5 Ðàçâèòèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñëåä Ìèêóñèíñêè

Äà ñïîìåíåì, ÷å îáîñíîâàâàíåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå èëè ñìÿòàíåòî íà Õå-
âèñàéä íå å ñðåä 23-òå ïðîáëåìà íà Õèëáåðò. Íî â êíèãàòà íà Êóðàíò è Õèëáåðò [18] ñå
ðàçãëåæäà ïîäðîáíî è ñå îáîñíîâàâà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ñ êîíòóðíè èíòåãðàëè.

Â Áúëãàðèÿ èìà ìíîãî èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå.
Êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå ïðåç 1964 ã. Áðàäèñòèëîâ è Áîÿäæèåâ èçäàâàò êíèãà

[4] â êîÿòî ñå ðàçãëåæäà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðàçâèòî îò Ìèêóñèíñêè ÷ðåç ëàïëà-
ñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ.

Êàêòî å ïîñî÷åíî â [9] âúïðåêè ìíîãîòî èçñëåäâàíèÿ îáëàñòòà íà ïðèëîæèìîñò íà
êëàñè÷åñêèòå îïåðàöèîííè ìåòîäè íà èçëèçà ñúùåñòâåíî èçâúí êðúãà íà íà÷àëíèòå
çàäà÷è çà ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Îïèòèòå çà
ðàçðàáîòâàíå íà îïåðàöèîííî èç÷èñëåíèå ïðèëîæèìî è êúì ãðàíè÷íè çàäà÷è èëè
çàäà÷è ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè ñà íåñèñòåìàòè÷íè è ìàëêî íà áðîé.

Äèìîâñêè ñèñòåìàòèçèðà è îáîáùàâà ñúùåñòâóâàùèòå îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ â
åäèííà àëãåáðè÷íà ñõåìà è ðåàëèçèðà òàçè ñõåìà â íîâè ñèòóàöèè. Òîâà å íàïðàâåíî
â [45]. Êëþ÷îâà ðîëÿ â òåçè èçñëåäâàíèÿ èãðàå ïîíÿòèåòî êîíâîëþöèà íà ëèíååí
îïåðàòîð âúâåäåíî îò Äèìîâñêè ïðåç 1968 ã. [44].

Åäíà áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ ∗ : X ×X → X ñå íàðè÷à
êîíâîëþöèÿ íà ëèíåéíèÿ îïåðàòîð L : X → X, èçîáðàçÿâàù ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî
X â ñåáå ñè, àêî L(f ∗ g) = (Lf) ∗ g çà âñè÷êè f, g ∈ X.

Íàìèðàíåòî íà êîíâîëþöèÿ çà äàäåí ëèíååí îïåðàòîð â ÿâíà ôîðìà å íåòðèâèàëíà
çàäà÷à. Äèìîâñêè âúâåæäà ìåòîä çà ðåøàâàíå íà òàçè çàäà÷à. Òîâà å ìåòîäúò íà
ïîäîáèåòî.

Îáîáùåíèå íà êîíâîëþöèÿòà íà Äþàìåë, çà ïúðâè ïúò å íàìåðåíà îò Äèìîâñêè
ïðåç 1974 â [48]. Òàçè îïåðàöèÿ å ïðåîòêðèòà ïðåç 1976 ã. îò Ë. Áåðã [74]. Òîâà å
îïåðàöèÿòà

(1.7) (f
t∗ g)(t) = χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
,

êúäåòî χ å ïðîèçâîëåí ëèíååí ôóíêöèîíàë. Äîêàçàíî å, ÷å îïåðàöèÿòà å êîíâîëþöèÿ
íà ïðîèçâîëåí äåñåí îáðàòåí îïåðàòîð

lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ + χτ{f(τ)}

íà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíå
d

dt
.

Äèìîâñêè è Ãðîçäåâ â [8] ðàçãëåæäàò ðàçøèðåíèÿ íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå è çà
ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ãðîçäåâ â êàíäèäàò-
ñêàòà ñè äèñåðòàöèÿ [7] ïðàâè ñïåöèàëíî ïðèëîæåíèå íà ðàçðàáîòåíîòî îïåðàöèîííî
ñìÿòàíå.

Êîìïþòúðíà ðåàëèçàöèÿ íà àíàëîã íà ñìÿòàíåòî íà Õåâèñàéä - Ìèêóñèíñêè è íå-
ãîâè ðàçøèðåíèÿ å ðåàëèçèðàíà îò Ñïèðèäîíîâà. Òÿ å ðåàëèçèðàëà ïàêåòè íà ñèñòåìà
Mathematica êîèòî èçïîëçâàò îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå. Ïàêåòèòå ñà îïèñàíè ïîäðîá-
íî â äîêòîðñêàòà äèñåðòàöèÿ íà Ñïèðèäîíîâà [24], à ðåçóëòàòèòå îò èçïîëçâàíåòî èì
íàïðèìåð â [89]. Òåçè ðåàëèçàöèè ïîêàçâàò è ïîëçàòà îò òî÷íèòå ðåøåíèÿ çà ÷èñëåíè
ïðåñìÿòàíèÿ. Ðàçãëåæäà ðåçîíàíñåí ñëó÷àé.
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1 ÓÂÎÄ. ÎÑÍÎÂÍÈ ÌÎÌÅÍÒÈ Â ÈÑÒÎÐÈ×ÅÑÊÎÒÎ ÐÀÇÂÈÒÈÅ

Äèìîâñêè èçãðàæäà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
â

[49] àíàëîãè÷íî íà ñìÿòàíåòî íà Ìèêóñèíñêè çà îïåðàòîðà
d

dt
. Îñíîâà íà òîâà ñìÿòàíå

å íàìåðåíàòà îò Äèìîâñêè êîíâîëþöèÿ çà ïðîèçâîëåí äåñåí îáðàòåí îïåðàòîð íà
êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî îïðåäåëåí ñ åäíî ëîêàëíî è åäíî íåëîêàëíî óñëîâèå
îò âèäà Φξ{f(ξ)} = 0, êúäåòî Φ å ïðîèçâîëåí ëèíååí ôóíêöèîíàë.

Ïðè ëîêàëíî óñëîâèå îò âèä f(0) = 0, êîíâîëþöèÿòà èìà âèäà:

(1.8) (f
x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
,

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη.

Ñ òåçè êîíâîëþöèè ìîãàò äà ñå îáõâàíàò îãðîìåí áðîé çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ëîêàëíè è íåëîêàëíè óñëîâèÿ. Òóê ïîïàäàò è îñíîâíèòå óðàâíå-
íèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà: óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðåíîñà, âúëíîâîòî óðàâíåíèå
è óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ ïðè òîâà ðàçãëåæäàíè è ñ íåëîêàëíè óñëîâèÿ.

Ñ ïîìîùòà íà êîíâîëþöèèòå (1.7) - (1.8) ñå íàìèðàò äþàìåëîâè ïðåäñòàâÿíèÿ íà
ðåøåíèÿòà êîèòî ñà ïîäõîäÿùè è çà ÷èñëåíî ïðåñìÿòàíå. Çà ãîëÿìà ÷àñò îò çàäà÷èòå
çà êîèòî ñå ïðèëàãà òîçè ìåòîä ðåøåíèÿòà äîñåãà ñà áèëè íàìèðàíè èëè âúâ âèä íà
ðåä (â ïîâå÷åòî ñëó÷àé áàâíî ñõîäÿù îñîáåíî ïðè íåëîêëàíè óñëîâèÿ) èëè å òúðñåíî
÷èñëåíî ðåøåíèå ÷ðåç äèôåðåí÷íè ñõåìè. Íî è ïðè äèôåðåí÷íèòå ñõåìè âúçíèêâàò
ïðîáëåìè. Íàëàãà ñå äà ñå ðàáîòè ñ îãðîìåí áðîé òî÷êè çà äà ñå ïîëó÷è çàäîâîëèòåëíà
òî÷íîñò. Ïðèìåðè íà êîíêðåòíè çàäà÷è ðåøåíè ÷ðåç äþàìåëîâè (òî÷íè) ðåøåíèÿ
ìîæå äà ñå íàìåðÿò â [52].

Ïîäðîáåí îáçîð íà ðàçâèòèåòî íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ìîæå äà ñå íàìåðè â
íÿêîè îò öèòèðàíèòå ïî ãîðå êíèãè êàòî: [1], [15], [28], [43], ([21], ÷àñò 1) è â ñòàòèèòå:
[10], [11], [85].

14



2 Îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çà-

äà÷è çà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî

2.1 Óâîä

Òåîðèÿòà íà íåëîêàëíèòå ëèíåéíè ãðàíè÷íè çàäà÷è âñå îùå å íà íèâî ïðèìåðè. Âñå-
êè îïèò çà îáõâàùàíåòî èì â åäèííà ñõåìà îïèðà äî ëèïñàòà íà îáù ìåòîä. Òóê
ïðåäëàãàìå åäèíåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä êúì åäèí êëàñ ëèíåéíè íåëîêàëíè ãðàíè÷íè
çàäà÷è, êîèòî íàðè÷àìå íåëîêàëíè çàäà÷è íà Êîøè. Òîé ñå îñíîâàâà íà èäåÿòà çà
êîíâîëþöèÿ íà ëèíååí îïåðàòîð è îïåðàöèîííî ñìÿòàíå íà íåéíàòà îñíîâà. Ðàçãëåæ-

äàíèÿò îïåðàòîð å äåñåí îáðàòåí íà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
. Òîçè äåñåí

îáðàòåí îïåðàòîð å îïðåäåëåí îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à. Èäå-
ÿòà çà àëãåáðè÷åí ïîäõîä ñå ñúñòîè â àëãåáðèçàöèÿ íà çàäà÷àòà ÷ðåç ñâåæäàíåòî è
äî ëèíåéíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò ïúðâà ñòåïåí â ñúîòâåòåí êîìóòàòèâåí ïðúñòåí.
Íàé-ïðîñòîòî ïðèëîæåíèå íà ðàçãëåæäàíèÿ ìåòîä å êúì íåëîêàëíèòå çàäà÷è íà Êî-
øè. Ñëåäâàèêè òîçè àëãåáðè÷åí ïîäõîä, íèå íàìèðàìå çà âñÿêà îò ãîðíèòå çàäà÷è
ÿâíî ïðåäñòàâÿíå íà ðåøåíèÿòà èì. Òåçè ïðåäñòàâÿíèÿ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî
ðàçøèðåíèå íà ïðèíöèïà íà Äþàìåë.

Â òàçè ãëàâà å ðàçãëåäàíî îáîáùåíèå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå íà Õåâèñàéä-
Ìèêóñèíñêè íàïðàâåíî îò Äèìîâñêè [45] ðàçãëåæäàíî è îò Ãðîçäåâ [65] è Ñïèðèäî-
íîâà [54], [55].

Öåëòà íà ðàçãëåæäàíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
å åôåêòèâíî ðåøåâàíå íà ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà

(2.1) P

(
d

dt

)
y = f(t), χτ{y(τ)} = α0, ..., χτ{yn−1(τ)} = αn−1,

êúäåòî P å ïîëèíîì, n = degP , à χ å ïðîèçâîëåí ëèíååí ôóíêöèîíàë.

Íàé-ïðîñòàòà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à, âúðõó êîÿòî ñå îñíîâàâà ðàçãëåäàíîòî
îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî ïîëèíîìúò P å îò ïúðâà ñòåïåí.

Íåêà ∆ å èíòåðâàë, à C(∆) å ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â ∆.
Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà åëåìåíòàðíà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðà-

íåòî Dt =
d

dt
â ïðîñòðàíñòâîòî C(∆) (íàé-÷åñòî ∆ ùå áúäå [0,∞), íî ìîæå äà å è

ïðîèçâîëåí èíòåðâàë â R):

(2.2)
dy

dt
− λy = f(t), χτ{y(τ)} = 0

ñ äàäåí íåíóëåâ ëèíåí ôóíêöèîíàë χ. Çà ôóíêöèîíàëà χ ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å å
íåïðåêúñíàò âúðõó C(∆) è ñëåäîâàòåëíî èìà ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç ñòèëòéåñîâ èíòåãðàë
âúâ âèäà (âæ. [59]):

(2.3) χτ{f(τ)} =

∫ β

α

f(τ)dγ(τ),

êúäåòî α, β ∈ ∆, à γ(τ) å ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ âúðõó [α, β].



2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÍÅËÎÊÀËÍÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÈ ÇÀÄÀ×È ÇÀ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Öÿëàòà ôóíêöèÿ E(λ) = χτ{eτλ} ñå íàðè÷a èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà χ.
Ïúðâî ðàçãëåæäàìå çàäà÷à (2.2) çà òàêèâà λ, ïðè êîèòî E(λ) 6= 0. Â òîçè ñëó÷àé

ðåøåíèåòî íà (2.2) å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð rλf íà (2.2):

(2.4) y = rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
.

Ðåøåíèåòî (2.4) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è âúâ âèäà:

(2.5) y = rλf =

∫ t

0

eλ(t−τ)f(τ)dτ − eλt

E(λ)
χτ

{∫ τ

0

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
.

Çà èçãðàæäàíå íà îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (2.2) å óäîáíî äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å E(0) 6= 0. Òîãàâà, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, ìîæå äà ïðèåìåì,
÷å E(0) = 1. Ïðè λ = 0 è E(0) = 1 ðåøåíèåòî y = lf(t) = r0f å

(2.6) lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ − χτ
{∫ τ

0

f(σ)dσ

}
.

l å äåñíèÿò îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
, îïðåäåëåí ñ ôóí-

êöèîíàëà χ.
Ôóíêöèÿòà E(λ) å öÿëà ôóíêöèÿ îò åêñïîíåíöèàëåí òèï. Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ.

Àêî íîñèòåëÿò íà ôóíêöèîíàëà χ ñå ñúñòîè îò åäíà òî÷êà t = a, êúäåòî a å êîíñòàíòà,
òîãàâà E(λ) íÿìà íóëè. Àêî íîñèòåëÿò íà χ ñúäúðæà ïîíå äâå ðàçëè÷íè òî÷êè E(λ)
èìà áåçáðîé ìíîãî íóëè [19].

Íåêà íóëèòå íà E(λ) ñà λ1, λ2, ..., λn, ... ñúîòâåòíî ñ êðàòíîñòè κ1, κ2, ..., κn, ... ò. å.

E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0, E(κn)(λn) 6= 0, n = 1, 2, 3, ....

Íà âñÿêà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λn ñ êðàòíîñò κn ñúîòâåòñòâà ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ eλnt

è κn − 1 íà áðîé ïðèñúåäèíåíè ôóíêöèè teλnt, t2eλnt, ..., tκn−1eλnt.
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2.2 Êîíâîëþöèÿ íà ïðîèçâîëåí äåñåí îáðàòåí íà îïåðàòîðà çà
äèôåðåíöèðàíåòî

Â Äèìîâñêè [46] å ðàçâèòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðà l â ïðîñòðàíñòâîòî íà
íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè C(∆) â èíòåðâàëà ∆. Ñëåäâàí å ìåòîäúò íà Ìèêóñèíñêè íî
âìåñòî Äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ å èçïîëçâàíà êîíâîëþöèÿòà (2.7) (Äèìîâñêè [45],
ñòð. 52).

Òåîðåìà 2.1 Íåêà f, g ∈ C(∆). Òîãàâà îïåðàöèÿòà
t∗, çàäàäåíà ñ

(2.7) (f
t∗ g)(t) = χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}

å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C çà êîÿòî rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f

è lf = {1} t∗ f .

Äîêàçàòåëñòâî. (Çà ïúëíîòà ïðèâåæäàìå, ñ ìàëêè ðàçëè÷èÿ, äîêàçàòåëñòâîòî îïè-
ñàíî â Äèìîâñêè [45], ñòð. 72)

Î÷åâèäíî å, ÷å àêî f, g ∈ C(∆) òî f
t∗ g ∈ C(∆), ò. å.

t∗ : C(∆)× C(∆)→ C(∆).
Áèëèíåéíîñò íà (2.7). Îò ëèíåéíîñòòà íà èíòåãðàëà è ôóíêöèîíàëà χ, äèðåê-

òíî ñëåäâà áèëèíåéíîñòòà íà
t∗.

Êîìóòàòèâíîñò íà (2.7). Êîìóòàòèâíîñòòà íà
t∗ ñëåäâà âåäíàãà, êàòî íàïðàâèì

ñìÿíàòà σ = t+τ−q íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà σ â èíòåãðàëà
∫ t

τ

. Ïîëó÷àâàìå

(f
t∗ g)(t) = χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
= χτ

{∫ t

τ

f(q)g(t+ τ − q)dq
}

= (g
t∗ f)(t).

Àñîöèàòèâíîñò íà (2.7). Ïúðâî ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà (2.7) çà ôóí-
êöèè îò âèäà eλt. Íåêà ÷èñëàòà λ, µ ∈ C ñà ïðîèçâîëíè íî λ 6= µ. Èìàìå:

{eλt} t∗ {eµt} = χτ

{∫ t

τ

eλ(τ+t−σ)eµσdσ

}
= χτ

{
eλ(τ+t)

∫ t

τ

e(µ−λ)σdσ

}
=(2.8)

=
E(λ)eµt − E(µ)eλt

µ− λ
.

Òóê ñìå èçïîëçâàëè îçíà÷åíèåòî E(λ) = χτ{eλτ} çà èíäèêàòðèñàòà íà ôóíêöèîíàëà
χ. Íåêà λ, µ, γ ∈ C ñà ïðîèçâîëíè, íî λ 6= µ 6= ν 6= λ. Îò áèëèíåéíîñòòà íà

t∗ è (2.8)
íàìèðàìå (

{eλt} t∗ {eµt}
)

t∗ {eνt} =(2.9)

=
E(µ)E(ν)

(µ− λ)(ν − λ)
eλt +

E(ν)E(λ)

(ν − µ)(λ− µ)
eµt +

E(λ)E(µ)

(λ− ν)(µ− ν)
eνt.

Òîâà ïðåäñòàâÿíå å èíâàðèàíòíî ïðè öèêëè÷íàòà ñìÿíà λ → µ, µ → ν, ν → λ.
Ïîëó÷àâàìå (

{eλt} t∗ {eµt}
)

t∗ {eνt} =
(
{eµt} t∗ {eνt}

)
t∗ {eνt}.
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Îòòóê è îò êîìóòàòèâíîñòòà íà
t∗ íàìèðàìå

(2.10)
(
{eλt} t∗ {eµt}

)
t∗ {eνt} = {eλt} t∗

(
{eµt} t∗ {eνt}

)
.

Ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
t∗ çà ïîëèíîìè íà t. Äà äèôåðåíöèðàìå (2.10) k

ïúòè ïî λ, m ïúòè ïî µ è n ïúòè ïî ν. Îò ïðåäñòàâÿíåòî (2.7) å ÿñíà çàêîííîñòòà íà
òåçè äèôåðåíöèðàíèÿ ïîä çíàêà íà ôóíêöèîíàëà è èíòåãðàëà. Ïîëó÷àâàìå(

{tkeλt} t∗ {tmeµt}
)

t∗ {tneνt} = {tkeλt} t∗
(
tm{eµt} t∗ {tneνt}

)
çà âñè÷êè k,m, n = 0, 1, 2, .... Ïðè ãðàíè÷åí ïðåõîä λ → 0, µ → 0 è ν → 0 â ñëó÷àé,
÷å λ 6= µ 6= ν 6= λ, íàìèðàìå

(2.11)
(
{tk} t∗ {tm}

)
t∗ {tn} = {tk} t∗

(
{tm} t∗ {tn}

)
.

Îò áèëèíåéíîñòà íà
t∗ ñëåäâà

(2.12)
(
{f} t∗ {g}

)
t∗ {h} = {f} t∗

(
{g} t∗ {h}

)
,

çà ïðîèçâîëíè ïîëèíîìè f , g è h. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà (2.7) â C è ãúñòîòàòà íà
ïîëèíîìèòå â C ñëåäâà, ÷å (2.12) å èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè f, g, h ∈ C.
Ñëåäîâàòåëíî (2.7) å àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C.

Ðàâåíñòâîòî rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f ñå äîêàçâà ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà. Íåêà λ ∈ C å

òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0. Èìàìå{
eλt

E(λ)

}
t∗ f(t) = χτ

{∫ t

τ

eλ(t+τ−σ)

E(λ)
f(σ)dσ

}
=

eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
= rλf(t).

�

Ëåìà 2.1 Îïåðàöèÿòà
t∗ äåôèíèðàíà ñ (2.7) íÿìà àíèõèëàòîðè â C(∆).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî, ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà λ0 ∈ C òàêîâà, ÷å E(λ0) 6= 0.
Àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî ò. å., ÷å E(λ) = 0, çà âñÿêî λ ∈ C, òîãàâà χτ{eλτ} = 0, çà âñÿ-
êî λ ∈ C. Êàòî äèôåðåíöèðàìå k ïúòè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íàìèðàìå χτ{τ keλτ} = 0,
çà âñÿêî λ ∈ C è çà âñÿêî k = 0, 1, 2, .... Òîãàâà àêî λ → 0 ïîëó÷àâàìå χτ{τ k} = 0 è
ñëåäîâàòåëíî χτ{p(τ)} = 0 çà âñåêè ïîëèíîì p. Àêî f ∈ C(∆) e ïðîèçâîëíà íåïðå-
êúñíàòà ôóíêöèÿ, òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò ïîëèíîìè pn êëîíÿùè êúì f ñïðÿìî
òîïîëîãèÿòà â C(∆). Ïîëó÷àâàìå χτ{f(τ)} = 0 çà âñÿêà f ∈ C(∆). Òîâà å ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å χ å íåíóëåâ ôóíêöèîíàë â C(∆).

Àêî äîïóñíåì, ÷å f ∈ C(∆) å àíèõèëàòîð â (C(∆),
t∗) òî

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f = 0 ò. å. rλf =

0. Êàòî ïðèëîæèì îïåðàòîðà
d

dt
− λ êúì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå f(t) ≡ 0.

Äîêàçàõìå, ÷å â (C(∆),
t∗) íå ñàìî, íÿìà àíèõèëàòîðè íî ñúùåñòâóâàò íåäåëèòåëè íà

18



2.2 Êîíâîëþöèÿ íà ïðîèçâîëåí äåñåí îáðàòåí íà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíåòî

íóëàòà, êàòî íàïðèìåð eλt.
�

Âàæíî ñâîéñòâî íà êîíâîëþöèîííîòî ïðîèçâåäåíèå (f
t∗ g)(t) å, ÷å òî âèíàãè

óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå χt{f
t∗ g} = 0.

Ëåìà 2.2 Àêî f, g ∈ C, òî χt{f
t∗ g} = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò äåôèíèöèÿòà íà êîíâîëþöèÿòà
t∗ ïîëó÷àâàìå:

χt{(f
t∗ g)(t)} = χtχτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
.

Îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè (âæ. [26], ñòð. 292) ïðèëîæåíà çà Ñòèëòéåñîâèÿ èíòåãðàë
(2.3) èìàìå χtχτ{p(t, τ)} = χτχt{p(t, τ)}. Òîãàâà

χtχτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
= χτχt

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
=

= −χτχt
{∫ τ

t

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
= −χτ{(f

τ∗ g)(τ)}

êàòî çàìåíèì τ ñ t â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå

χt{(f
t∗ g)(t)} = −χt{(f

t∗ g)(t)}.

Ñëåäîâàòåëíî χt{(f
t∗ g)(t)} = 0.

�

2.2.1 Ïðîåêöèîííè ñâîéñòâà íà êîíâîëþöèÿòà
t∗

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè âðúçêè íà îïåðàöèÿòà
t∗ ñúñ ñïåêòðàëíèÿ ïðîåêòîð íà Ðèñ.

Äåôèíèöèÿ 2.1 Ñúîòâåòñòâèåòî

(2.13) f(t)→ Λnf(t) = − 1

2πi

∫
Γn

rλfdλ, n = 1, 2, 3, ...,

êúäåòî Γn å ïðîñò êîíòóð ñúäúðæàù ñàìî íóëàòà λn íà E(λ), å ñïåêòðàëåí ïðîåêòîð
íà Ðèñ, êîéòî â íàøèÿ ñëó÷àé ùå íàðè÷àìå ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ.

Îñíîâåí ïðîáëåì ïðè ñïåêòðàëíèòå ïðîåêöèè å çàäà÷àòà çà åäèíñòâåíîñò èëè òî-
òàëíîñò. Â ñëó÷àÿ íà ñïåêòðàëíèÿ ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ (2.13) òàçè çàäà÷à èçãëåæäà
òàêà:

Êîãà îò Λnf(t) = 0, n = 1, 2, ..., ñëåäâà, ÷å f ≡ 0?
Òîçè ïðîáëåì å ðåøåí íàïúëíî îò Ëåîíòèåâ â [19], ñòð. 260 - 271. Ïðè ïî-îãðàíè÷èòåëíè

óñëîâèÿ òîçè ïðîáëåì å ðàçãëåæäàí îò Ë. Øâàðö [86]. Çàòîâà ñëåäâàùàòà òåîðåìà å
íàðå÷åíà "òåîðåìà íà Øâàðö - Ëåîíòèåâ".
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Òåîðåìà 2.2 Íåêà ∆ = [α, β] å êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë. Íåîáõîäèìî è äîñòàòà÷-
íî óñëîâèå çà åäèíñòâåíîñò íà ïðîåêòîðèòå íà Ëåîíòèåâ (2.13) å êðàèùàòà íà
èíòåðâàëà ∆ äà ïðèíàäëåæàò íà íîñèòåëÿ íà ôóíêöèîíàëà χ.

Íà ïðîåêòîðà Λn ìîæå äà ñå ãëåäà êàòî íà àíàëîã íà êðàéíà èíòåãðàëíà òðàíñ-
ôîðìàöèÿ. Êàòî òàêúâ òîé ïðèòåæàâà íÿêîè îïåðàöèîííè ñâîéñòâà. Íàïðèìåð

(2.14) Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t), n = 1, 2, ...,

êúäåòî

(2.15) ϕn(t) = − 1

2πi

∫
Γn

eλt

E(λ)
dλ.

Îò òóê ñå âèæäà, ÷å ϕn(t) å ôóíêöèÿ îò âèäà ϕn(t) = eλntQn(t), êúäåòî Qn(t) å
ïîëèíîì îò ñòåïåí κn − 1. Ôóíêöèèòå ϕn(t), n = 1, 2, ..., èìàò ñâîéñòâàòà:

(2.16) ϕn(t)
t∗ ϕn(t) = ϕn(t), ϕn(t)

t∗ ϕk(t) = 0, n 6= k.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà òåçè ñâîéñòâà, âæ. Äèìîâñêè [45], ñòð. 101.
Òðàíñôîðìàöèÿòà (2.14) ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà ôóíêöèÿ f êâàçèïîëèíîì îò âèäà:

(2.17) Λnf(t) = pn(t)eλnt,

êúäåòî deg pn(t) ≤ κn − 1.
Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. (âæ. [55] è [50]) Íåêà λn å ïðîñò êîðåí íà E(λ) = 0 ò. å. E(λn) = 0 è
E ′(λn) 6= 0. Òîãàâà îò òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå íàìèðàìå

(2.18) ϕn(t) = − 1

2πi

∫
Γn

eλt

E(λ)
dλ = − eλnt

E ′(λn)

è çà ïðîåêòîðà Λn îò (2.14) ïîëó÷àâàìå

Λnf = − eλnt

E ′(λn)

t∗ f(t) = − eλnt

E ′(λn)
χτ

{
eλnτ

∫ t

τ

e−λnσf(σ)dσ

}
.

Ïðèìåð 2. (âæ. [55]) Íåêà λn å äâóêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0, ò. å. E(λn) =
E ′(λn) = 0 è E ′′(λn) 6= 0. Çà äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå, ðàçâèâàìå E(λ)
â ðåä íà Òåéëúð è íàìèðàìå

eλt

E(λ)
=

eλt

(λ− λn)2
(

1
2!
E ′′(λn) + (λ−λn)

3!
E ′′′(λn) + (λ−λn)2

4!
E(4)(λn) + ...

) .
Çà ϕn(t) ïîëó÷àâàìå

(2.19) ϕn(t) = − 1

2πi

∫
Γn

eλt

E(λ)
dλ =
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= −Res
(

eλt

E(λ)
, λn

)
= − ∂

∂λ

(
eλt

1
2!
E ′′(λn) + (λ−λn)

3!
E ′′′(λn) + ...

)∣∣∣∣∣
λ=λn

=

= − 2eλnt

E ′′(λn)

(
t− E ′′′(λn)

3E ′′(λn)

)
.

Ïðèìåð 3. Íåêà λn å òðèêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0, ò. å. E(λn) = E ′(λn) =
E ′′(λn) = 0 è E ′′′(λn) 6= 0. Àíàëîãè÷íî íà ïðåñìÿòàíèÿòà â Ïðèìåðè 1 è 2 ïîëó÷àâàìå

(2.20) ϕn(t) = − 1

2πi

∫
Γn

eλt

E(λ)
dλ =

− 3eλnt

E ′′′(λn)

(
t2 − E(4)(λn)

2E ′′′(λn)
t− E(5)(λn)

10E ′′′(λn)
+

(E(4)(λn))2

8(E ′′′(λn))2

)
.

ßâíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ çà ϕn(t) â ðàçãëåäàíèòå òðè ïðèìåðà ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
è êàòî ñå èçïîëçâà ðàâåíñòâîòî (2.16) (âæ. [55]), âìåñòî äà ñå ïðåñìÿòà èíòåãðàëa
(2.19).

Ùå ñèñòåìàòèçèðàìå ñâîéñòâàòà íà Λn â ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 2.3 Ïðîåêòîðèòå íà Ëåîíòèåâ èìàò ñâîéñòâàòà:

(2.21) ΛmΛn = δmnΛn, m, n = 0, 1, ..., êúäåòî δmn å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð;

(2.22) Λn

(
d

dt
f(t)

)
=

d

dt
(Λnf(t))− χτ{f(τ)}ϕn(t), f ∈ C1(∆);

(2.23) Λn(f(t)
t∗ g(t)) = Λn(f(t))

t∗ Λn(g(t)), f, g ∈ C(∆);

(2.24) Λn(rnf) = rn(Λnf), f ∈ C(∆).

Îïåðàöèîííèòå ñâîéñòâà (2.21), (2.22), (2.23) è (2.24) ìîãàò äà áúäàò îñíîâà íà
îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ðàçãëåæäàíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à, êîãàòî å â ñèëà òåîðåìàòà
íàØâàðö-Ëåîíòèåâ. Àêî Òåîðåìà 2.2 íå å â ñèëà, ñå íàëàãà äà ñå èçïîëçóâà äèðåêòíèÿ
àëãåáðè÷åí ïîäõîä íà Ìèêóñèíñêè.
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2.3 Äèðåêòíåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä

2.3.1 Ïðúñòåí íà êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíè

Ùå ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî C(∆) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â ∆ ñ äâåòå îïåðàöèè:

ñúáèðàíå ” + ” è îïåðàöèÿòà êîíâîëþöèÿ
t∗, çàäàäåíà ñ (2.7) âìåñòî �ñòàíäàðòíîòî�,

�ïîòî÷êîâî� óìíîæåíèå íà ôóíêöèè îçíà÷àâàíî ñ ”.”. C(∆) ñ îïåðàöèèòå ” + ” è
t∗ å ïðúñòåí. Ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà Z ñå ïîëó÷àâàò

ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà Q, òàêà è â ïðúñòåíà (C(∆),+,
t∗) ùå âúâåäåì êîíâîëþöèîííè

÷àñòíè.
Êîíâîëþöèÿòà îáèêíîâåíî èìà ìíîãî äåëèòåëè íà íóëàòà. Ñëåäîâàòåëíî C å ñàìî

êîìóòàòèâåí ïðúñòåí ñ îïåðàöèèòå + è
t∗, íî íå è îáëàñò íà öÿëîñò. Âúïðåêè òîâà

ìíîæåñòâîòî N îò íåäåëèòåëèòå íà íóëàòà â C íå å ïðàçíî.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿòà {1} å íåäåëèòåë íà íóëàòà. Íàèñòèíà äà äîïóñíåì, ÷å {1}
å äåëèòåë íà íóëàòà ò.å., ÷å ñúùåñòâóâà f(t) ∈ C, f 6= 0 è {1} t∗ f = 0. Oò Òåîðåìà 2.1

èìàìe {1} t∗ f = lf è ñëåäîâàòåëíî lf = 0. Ïðèëàãàìå îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
êúì ðàâåíñòâîòî lf = 0. Ïîëó÷àâàìå

d

dt
lf = 0. Ïîíåæå l å äåñåí îáðàòåí íà

îïåðàòîðà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
(âæ. (2.6)) oò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íàìèðàìå

f = 0, òîâà ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî f 6= 0. Ñëåäîâàòåëíî {1} íå å äåëèòåë íà
íóëàòà.

Òîâà ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå ïðîöåñà "ëîêàëèçàöèÿ" îò îáùàòà àëãåáðà (âæ.

S. Lang [71]). Òîãàâà äà âúâåäåì ïðúñòåíàM = N−1C îò êîíâîëþöèîííè äðîáè
f

g
ñ

f ∈ C, g ∈ N. M å ôàêòîðïðúñòåíúò (C × N)/∼ êúäåòî ôàêòîðèçàöèÿòà å ñïðÿìî
ðåëàöèÿòà íà åêâèâàëåíòíîñò

(f, g) ∼ (f1, g1) ⇔ f
t∗ g1 = f1

t∗ g.

Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, äðîáòà
f

g
å êëàñúò îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (f1, g1),

f1 ∈ C, g1 ∈ N åêâèâàëåíòíè íà (f, g) ò. å.

f

g
= {(f1, g1) : (f1, g1) ∼ (f, g)}.

Ìíîæåñòâîòî M = N−1C îò êîíâîëþöèîííèòå äðîáè å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí,

ñúäúðæàù êàòî ïîäïðúñòåí ïðúñòåíà C = C(∆) ñ óìíîæåíèå
t∗ äåôèíèðàíî ñ (2.7).

Îïåðàòîðúò l ìîæå äà ñå îòúæäåñòâè ñ ôóíêöèÿòà êîíñòàíòà {1} â ∆, ïîíåæå

lf = {1} t∗ f , ò.å. l = {1}. Êàòî íåäåëèòåë íà íóëàòà âM, l èìà îáðàòåí åëåìåíò âM

(2.25) s =
1

l
.

Äðóãè åëåìåíòè íà M ñà òàêà íàðå÷åíèòå ÷èñëîâè îïåðàòîðè. Íåêà α ∈ R èëè

α ∈ C. Òîãàâà åëåìåíòúò
αf

f
, f ∈ N íå çàâèñè îò f . Îçíà÷àâàéêè ãî ñ [α] è ñëåäâàéêè

Ìèêóñèíñêè, ùå ãî íàðè÷àìå ÷èñëîâ îïåðàòîð.
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Ëåñíî å äà ñå äîêàæå, ÷å [α+ β] = [α] + [β] è [αβ] = [α][β] çà ïðîèçâîëíè α, β ∈ C.
Ñëåäîâàòåëíî, ïðúñòåíúò íà ÷èñëîâèòå îïåðàòîðè å èçîìîðôåí íà (C,+, .) è ìîæå äà
ðàçãëåæäàìå C êàòî ïîäïðúñòåí íàM.

Äåôèíèöèÿ 2.2 (Ëàðñåí [72]). Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð A : C → C ñå íàðè÷à ìóë-

òèïëèêàòîð íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
t∗), àêî çà âñè÷êè ôóíêöèè f, g ∈ C å

èçïúëíåíî

(2.26) A(f
t∗ g) = (Af)

t∗ g.

Òúé êàòî (C,+,
t∗) å ïðúñòåí áåç àíèõèëàòîðè, òî (Ëàðñåí [72]), (2.26) å åêâèâà-

ëåíòíî íà

(2.27) (Af)
t∗ g = f

t∗ (Ag).

Ëåìà 2.4 Âñåêè ìóëòèïëèêàòîð å êîíâîëþöèîííî ÷àñòíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f, g ∈ N. Òîãàâà

Af

f
=
Ag

g
,

ñëåäâà äèðåêòíî îò ðàâåíñòâîòî (2.27).
�

Ïðèìåðè çà ìóëòèïëèêàòîðè:

1. Àêî f ∈ C, êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð f t∗ : (f
t∗)g = f

t∗ g å ìóëòèïëèêàòîð

è (f
t∗) =

f
t∗ g
g

íå çàâèñè îò g.

Â òîçè ïðèìåð ïîïàäà è l = {1} t∗ ;
2. Àêî λ ∈ C, òîãàâà [λ] å ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð è [λ] =

λg

g
íå çàâèñè îò g;

Ëåìà 2.5 Êîíâîëþöèîííèòå ìóëòèïëèêàòîðè îáðàçóâàò àëãåáðà èçîìîðôíà íà êîí-

âîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
t∗).

Äîêàçàòåëñòâî. Çà f, g ∈ C èìàìå

(f
t∗)(g t∗) = (f

t∗ g)
t∗

çàùîòî àêî h ∈ C òî

(f
t∗) ◦ (g

t∗)h = (f
t∗)(g t∗ h) = f

t∗ (g
t∗ h) =

(
(f

t∗ g)
t∗
)
h.

�

Åëåìåíòúò s å àëãåáðè÷íèÿò àíàëîã íà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíåòî
d

dt
. Âðúç-

êàòà ìåæäó f ′ è sf , êîãàòî f ∈ C1 ñå äàâà ñ:
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Òåîðåìà 2.3 Íåêà f ∈ C1(∆). Òîãàâà

(2.28) f ′ = sf − χ{f},

êúäåòî χ{f} ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷èñëîâèÿ îïåðàòîð [χ{f}], à íå êàòî ôóíêöèÿ êîí-
ñòàíòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà, ÷å lf ′(t) = f(t)− χ{f}. Â ïðúñòåíà òîâà
ðàâåíñòâî ìîæå äà áúäå çàïèñàíî âúâ âèäà lf ′(t) = f(t)−χ{f}l. Çà äà ïîëó÷èì (2.28)
îñòàâà ñàìî äà óìíîæèì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ s è, ðàçáèðà ñå, äà èçïîëçâàìå, ÷å
ls = sl = 1, êúäåòî 1 å åäèíèöàòà â ïðúñòåíàM.
�

Ñëåäñòâèå 2.1 Àêî f ∈ C(k)(∆), â ñèëà å òúæäåñòâîòî

(2.29) f (k) = skf − χ{f}sk−1 − χ{f ′}sk−2 − ...− χ{f (k−1)}.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå äîêàæåì (2.29) ñ èíäóêöèÿ ïî k. Çà k = 1, ñïîðåä Tåîðåìà 2.3,
(2.29) å èçïúëíåíî. Äîïóñêàìå, ÷å (2.29) å âÿðíî ïðè k − 1. Ùå äîêàæåì ÷å (2.29) å
âÿðíî è çà k. Îò òîâà, ÷å (2.29) å âÿðíî ïðè k − 1 èìàìå

f (k−1) = sk−1f − χ{f}sk−2 − χ{f ′}sk−3 − ...− χ{f (k−2)}

Ïðåäñòàâÿìå k-òàòà ïðîèçâîäíà íà f ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
dk

dxk
f =

dk−1

dxk−1
f ′. Ïîëó÷àâàìå

dk

dxk
f =

dk−1

dxk−1
f ′ = sk−1f ′ − χ{f ′}sk−2 − χ{f ′′}sk−3 − ...− χ{f (k−1)}.

Èçïîëçâàìå (2.28), çà äà èçðàçèì f ′ ÷ðåç s è íàìèðàìå

dk

dxk
f =

dk−1

dxk−1
f ′ = sk−1(sf − χ{f})− χ{f ′}sk−2 − ...− χ{f (k−1)} =

= skf − χ{f}sk−1 − χ{f ′}sk−2 − ...− χ{f (k−1)}.

�

Òåîðåìà 2.4 Íåêà µ ∈ C å ÷èñëîâ îïåðàòîð. Åëåìåíòúò s−µ å äåëèòåë íà íóëàòà
âM òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî µ å íóëà íà èíäèêàòðèñàòà E(λ), ò. å. E(µ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà E(µ) = 0. Îò (2.28) ñëåäâà

(s− µ){eµt} = s{eµt} − µ{eµt} = {µeµt}+ χτ{eµτ} − µ{eµt} = E(µ) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî s− µ å äåëèòåë íà íóëàòà âM. Îò òîâà äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà, ÷å è
eµt å äåëèòåë íà íóëàòà âM ïðè E(µ) = 0.

Íåêà s−µ å äåëèòåë íà íóëàòà âM. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíóëåâ åëåìåíò
g

h
âM,

g ∈ C(∆), h ∈ N çà êîéòî

(s− µ)
g

h
= 0.
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Êàòî óìíîæèì ñ h, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

(s− µ)g = 0.

Òîâà óðàâíåíèå ñïðÿìî g å åêâèâàëåíòíî íà

g − µlg = 0.

Îò îò íåãî ñëåäâà, ÷å g ∈ C1(∆) è

g′ − µg = 0, χτ{g(τ)} = 0.

Âñè÷êè íåíóëåâè ðåøåíèÿ íà g′−µg = 0 ñà g(t) = Aeµt, A = const 6= 0. Îò ãðàíè÷íîòî
óñëîâèå χτ{g(τ)} = 0 ïîëó÷àâàìå χτ{eµτ} = E(µ) = 0.
�

Ëåìà 2.6 Íåêà µ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(µ) = 0 è P å ïîëèíîì, çà êîèòî P (µ) = 0.
Òîãàâà åëåìåíòúò P (s) âM å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò E(µ) = 0 ñëåäâà, ÷å χτ

{
dn

dτn
eµτ
}

= µnχτ{eµτ} = 0, çà n =

0, 1, ..., è êàòî èçïîëçâàìå (2.29) ïîëó÷àâàìå sn{eµt} =
dn

dtn
eµt = µneµt. Äèðåêòíî íà-

ìèðàìå
P (s){eµt} = P (µ)eµt = 0.

�

Òåîðåìà 2.5 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) 6= 0. Òîãàâà

(2.30)
1

s− λ
= rλ =

{
eλt

E(λ)

}
è

(2.31)
1

(s− λ)m
=

{
1

(m− 1)!

∂m−1

∂λm−1

eλt

E(λ)

}
çà m > 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà y å ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

(2.32) y′ − λy = f, χτ{y(τ)} = 0.

Îò (2.28) ïîëó÷àâàìå sy − λy = f è ñëåäîâàòåëíî

y =
f

s− λ
.

Íî ðåøåíèåòî y íà (2.32) å (âæ. Òåîðåìà 2.1) y = rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f , ò. å.

y =
f

s− λ
= rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f.

Àêî f íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM, ïîëó÷àâàìå

1

s− λ
=

{
eλt

E(λ)

}
.

Çà äà äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.31), ùå äîêàæåì åäíà ëåìà è åäíî íåéíî ñëåäñòâèå.
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Ëåìà 2.7 Íåêà f(t, λ) è g(t, λ) ñà ôóíêöèè íà ïðîìåíëèâèòå t ∈ ∆ è λ ∈ C, íåïðå-
êúñíàòè ïî t è äèôåðåíöèðóåìè ïî λ.Òîãàâà f(t, λ)

t∗ g(t, λ) å äèôåðåíöèðóåìà ïî λ
è

∂

∂λ

(
f(t, λ)

t∗ g(t, λ)
)

=

(
∂

∂λ
f(t, λ)

)
t∗ g(t, λ) + f(t, λ)

t∗
(
∂

∂λ
g(t, λ)

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Äåôèíèöèÿòà (2.7) íà êîíâîëþöèÿòà
t∗ ïîëó÷àâàìå

∂

∂λ

(
f(t, λ)

t∗ g(t, λ)
)

=
∂

∂λ
χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ, λ)g(σ, λ)dσ

}
=

= χτ

{∫ t

τ

∂

∂λ

[
f(t+ τ − σ, λ)g(σ, λ)

]
dσ

}
=

= χτ

{∫ t

τ

(
∂

∂λ
f(t+ τ − σ, λ)

)
g(σ, λ) + f(t+ τ − σ, λ)

(
∂

∂λ
g(σ, λ)

)
dσ

}
=

= χτ

{∫ t

τ

(
∂

∂λ
f(t+ τ − σ, λ)

)
g(σ, λ)dσ

}
+ χτ

{∫ t

τ

f(t+ τ − σ, λ)

(
∂

∂λ
g(σ, λ)

)
dσ

}
Ñëåäîâàòåëíî

∂

∂λ

(
f(t, λ)

t∗ g(t, λ)
)

=

(
∂

∂λ
f(t, λ)

)
t∗ g(t, λ) + f(t, λ)

t∗
(
∂

∂λ
g(t, λ)

)
.

�

Íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 2.7 å

Ñëåäñòâèå 2.2 Ïðè óñëîâèåòî íà Ëåìà 2.7 å èçïúëíåíî

∂

∂λ

(
[f(t, λ)]

t∗ m
)

= m
(

[f(t, λ)]
t∗ (m−1)

)
t∗ ∂

∂λ
f(t, λ).

Òóê [f(t, λ)]
t∗ m = f(t, λ)

t∗ ... t∗ f(t, λ)︸ ︷︷ ︸
m ïúòè

.

Ùå äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.31). Äîïóñêàìå, ÷å

1

(s− λ)m
=

{
1

(m− 1)!

∂m−1

∂λm−1

eλt

E(λ)

}
.

Äèôåðåíöèðàìå òîâà ðàâåíñòâî ñïðÿìî λ:

∂

∂λ

{
1

(s− λ)m

}
=

{
1

(m− 1)!

∂m

∂λm
eλt

E(λ)

}
.

Àêî ìîæå äà èçïîëçâàìå, ÷å

∂

∂λ

{
1

(s− λ)m

}
= m

1

(s− λ)m+1
,
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âåäíàãà íàìèðàìå
1

(s− λ)m+1
=

{
1

m!

∂m

∂λm
eλt

E(λ)

}
.

Ùå äîêàæåì, ÷å äåéñòâèòåëíî

∂

∂λ

{
1

(s− λ)m

}
= m

1

(s− λ)m+1
.

Îò Ñëåäñòâèå 2.2 êúì Ëåìà 2.7 ïîëó÷àâàìå

∂

∂λ

[
1

(s− λ)m

]
= m

1

(s− λ)m−1

∂

∂λ

[
1

s− λ

]
.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å
∂

∂λ

[
1

s− λ

]
=

1

(s− λ)2
.

Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî

1

s− λ
=

eλt

E(λ)

ïî λ è íàìèðàìå
∂

∂λ

[
1

s− λ

]
=

teλt

E(λ)
− eλtE ′(λ)

E2(λ)
.

Îò äðóãà ñòðàíà, èìàìå:

1

(s− λ)2
=

1

s− λ
1

s− λ
=

{
eλt

E(λ)

}
t∗
{

eλt

E(λ)

}
=

= χτ

{∫ t

τ

eλ(t+τ−σ)

E(λ)

eλσ

E(λ)
dσ

}
= χτ

{
eλ(t+τ)(t− τ)

E2(λ)

}
= χτ

{
teλteλτ

E2(λ)
− τeλteλτ

E2(λ)

}
=

=
teλt

E(λ)
− eλtE ′(λ)

E2(λ)
.

Ñëåäîâàòåëíî
∂

∂λ

[
1

s− λ

]
=

1

(s− λ)2
.

�

Ïîñòðîåíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ïîçâîëÿâà åôåêòèâíî äà ñå ðåøàâà ñëåäíèÿ
êëàñ ãðàíè÷íè çàäà÷è.

Íåêà P (λ) å íåíóëåâ ïîëèíîì, à χ å íåíóëåâ ëèíååí ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâîòî
C(∆) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â èíòåðâàëà ∆. Ðàçãëåæäàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

P

(
d

dt

)
y = f(t), f ∈ C(∆),(2.33)

χ{y(k)} = γk, k = 0, 1, 2, ..., degP − 1

ñ äàäåíè γk ∈ C. Òàçè çàäà÷à ñå íàðè÷à íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à íà Êîøè, îïðåäåëå-
íà îò ôóíêöèîíàëà χ, ïîëèíîìà P (λ) è êîíñòàíòèòå γ0, γ1, ..., γn−1, êúäåòî n = degP .
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2.3.2 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C([0,∞)),
t∗)

å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [72]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Ïî ïðàâèëî â M èìà
åëåìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè êîèòî íå ñà äåëèòåëè

íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêúâ åëåìåíò å ìóëòèïëèêàòîðúò {1} t∗.

Ñ N îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M.
Ìíîæåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí êàêòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà ïðúñòåíúò íà
ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.
Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë íà íóëàòà.

Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ"(âæ. Ëåíã [71], ñòð. 53).

Â ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî-êîéòî ïðúñòåíúò íà öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷àñò
îò ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è ïðúñòåíúò íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà

êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
t∗) ðàçãëåæäàìå êàòî ÷àñò îòM.

Òåîðåìà 2.6 ÏðúñòåíúòM ñúäúðæà êàòî ïîäïðúñòåí:
i) Îñíîâíîòî ïîëå R èëè C;
ii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C,

t∗);
iii) Ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

t∗).

Äîêàçàòåëñòâî. i) Âëàãàíåòî R ↪→M (èëè C ↪→M) ñå äåôèíèðà ñ èçîáðàæåíèåòî
α 7→ [α]. Îò ñúîòâåòñòâèåòî

α, β 7→ [αβ] =
αβl

l
=
αl

l

βl

l
= [α][β],

êúäåòî α, β ∈ R (èëè C) ñå âèæäà, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å âëàãàíå íà ïðúñòåíè.
Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå äîêàçâàò ñëåäíèòå âëàãàíèÿ íà ïðúñòåíè:

ii) (C,
t∗) ↪→M : f 7→ (lf)

t∗
l

= [f ], f ∈ C;

iii) M ↪→M : M 7→ M

I
, êúäåòî I å èäåíòèòåòà â (C,

t∗).
�
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Ïî-íàòàòúê ìîæå äà ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íèòå îáåêòè: ÷èñëàòà, ôóíêöèèòå îò C,
ìóëòèïëèêàòîðèòå è ìóëòèïëèêàòîðíèòå äðîáè êàòî åëåìåíòè íà åäèííàòà àëãåáðè÷-
íà ñèñòåìàM.

Ëåìà 2.8 Ïðúñòåíúò íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè å èçîìîðôåí íà ïðúñòåíàòà íà
êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P è Q ñà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
t∗), à a íåíóëåâ íåäåëèòåë íà

íóëàòà â (C,
t∗). Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî

P

Q
7→ Pa

Qa

êîåòî íà ìóëòèïëèêàòîðíî ÷àñòíî ñúïîñòàâÿ êîíâîëþöèîííî ÷àñòíî.
Ùå äîêàæåì, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å èçîìîðôèçúì ìåæäó ïðúñòåíè. Ïúðâî ùå

äîêàæåì, ÷å
P

Q
+
R

S
7→ Pa

Qa
+
Ra

Sa
.

Èìàìå

P

Q
+
R

S
=
PS +QR

QS
7→ (PS +QR)a

(QS)a
=

PSa

(QS)a
+

QRa

(QS)a
=
Pa

Qa
+
Ra

Sa
.

�
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2.4 Ïåðèîäè÷íè è ñðåäíî-ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ

Ïðèìåð çà âúçíèêâàíå íà íåëîêàëíà çàäà÷à íà Êîøè å çàäà÷àòà çà íàìèðàíå ïå-
ðèîäè÷íî ðåøåíèå ñ ïåðèîä T íà îáèêíîâåíî ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ
ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ ïîñòî-
ÿííè êîåôèöèåíòè:

(2.34) P

(
d

dt

)
y = f(t), −∞ < t <∞.

Òúðñèì ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå y(t) íà òîâà óðàâíåíèå ñ ïåðèîä T , ò. å. ðåøåíèå êîåòî
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî:

y(t+ T ) = y(t), −∞ < t <∞.

Íåîáõîäèìî óñëîâèe óðàâíåíèåòî (2.34) äà èìà ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå y(t) ñ ïåðèîä T ,
å ôóíêöèÿòà f(t) äà å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä T . Èçïúëíåíà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 2.7 Åäíî ðåøåíèå y(t) íà (2.34) ñ ïåðèîäè÷íà äÿñíà ÷àñò f(t) ñ ïåðèîä
T , å ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîä T òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èçïúëíÿâà ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ:

(2.35) y(k)(T )− y(k)(0) = 0, k = 0, 1, 2, ..., degP − 1.

Äîêàçàòåëñòâî. (âæ. [24] ñòð. 70).

Ïî-îáùî îò ïîíÿòèåòî ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ å ïîíÿòèåòî ñðåäíî-ïåðèîäè÷íà ôóí-
êöèÿ ñïðÿìî äàäåí ëèíååí ôóíêöèîíë χ. Çàäà÷è ñâúðçàíè ñ òîâà ïîíÿòèå ñà ðàçãëå-
äàíè îò Äèìîâñêè è Øêóðíèê â [51] è Äèìîâñêè è Ñïèðèäîíîâà â [53].

Äåôèíèöèÿ 2.3 Åäíà ôóíêöèÿ f ∈ C(−∞,+∞) ñå íàðè÷à ñðåäíî-ïåðèîäè÷íà ñïðÿ-
ìî ôóíêöèîíàëà χ, àêî

χτ{f(t+ τ)} = 0

çà âñÿêî t ∈ (−∞,+∞).

�Êëàñè÷åñêèòå� ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè ñ ïåðèîä T ñà ñðåäíî-ïåðèîäè÷íè ñïðÿìî
ôóíêöèîíàëà

χτ{f(τ)} = f(T )− f(0).

Òúðñèì ñðåäíî ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå ñïðÿìî ôóíêöèîíàëà χ íà óðàâíåíèåòî (2.34),
ò. å. ðåøåíèå y(t), êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

χτ{y(t+ τ)} = 0

çà âñÿêî t ∈ R.

Î÷åâèäíî, åäíî íåîáõîäèìî óñëîâèå óðàâíåíèåòî (2.34) äà èìà ñðåäíî ïåðèîäè÷-
íî ðåøåíèå y(t) ñïðÿìî ôóíêöèîíàëà χ, å ôóíêöèÿòà f(t) äà å ñðåäíî-ïåðèîäè÷íà
ñïðÿìî ôóíêöèîíàëà χ, ò. å. çà âñÿêî t ∈ R äà å èçïúëíåíî

χτ{f(t+ τ)} = 0.
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Òåîðåìà 2.8 Åäíî ðåøåíèå y(t) íà (2.34) ñúñ ñðåäíî-ïåðèîäè÷íà ñïðÿìî ôóíêöèî-
íàëà χ äÿñíà ÷àñò f(t), å ñðåäíî ïåðèîäè÷íî ñïðÿìî ôóíêöèîíàëà χ òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî èçïúëíÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

(2.36) χτ{y(k)(τ)} = 0, k = 0, 1, 2, ..., degP − 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà çà ðåøåíèåòî y(t) íà (2.34) å èçïúëíåíî

χτ{y(t+ τ)} = 0.

Äèôåðåíöèðàìå òîâà ðàâåíñòâîòî k-ïúòè ïî t çà k = 0, 1, ..., degP −1, ïîëàãàìå t = 0
è ïîëó÷àâàìå (2.36).

Îáðàòíî. Íåêà å èçïúëíåíî (2.36). Ïîëàãàìå

u(t) = χτ{y(t+ τ)}.

Â óðàâíåíèåòî (2.34) ïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà t ñ t+ τ . Ïîëó÷àâàìå

P

(
d

dt

)
y(t+ τ) = f(t+ τ), 0 < t <∞.

Ïðèëàãàìå êúì òîâà óðàâíåíèå ôóíêöèîíàëà χτ êîèòî äåéñòâà ïî τ è ïîëó÷àâàìå

P

(
d

dt

)
χτ{y(t+ τ)} = χτ{f(t+ τ)}, 0 < t <∞.

Îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà èìàìå, ÷å f å ñðåäíî ïåðèîäè÷íà ñïðÿìî ôóíêöèîíàëà χ,
íàìèðàìå

P

(
d

dt

)
u(t) = 0, 0 < t <∞.

Îò (2.36) èìàìå:
u(0) = χτ{y(τ)} = 0,

u′(0) = χτ{y′(τ)} = 0,

...

u(n−1)(0) = χτ{y(n−1)(τ)} = 0,

êúäåòî n = degP . Ñëåäîâàòåëíî u ≡ 0, ò. å. χτ{y(t+ τ)} = 0.
�

Ðàâåíñòâîòî (2.29) ïîçâîëÿâà âñÿêà íåëîêàëíà çàäà÷à íà Êîøè (2.33) äà ñå ðåäó-
öèðà äî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò âèäà

(2.37) P (s)y = f +Q(s),

â ïðúñòåíà íà êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíèM, ñ ïîëèíîì Q(s) îò ñòåïåí ïî-ìàëêà îò n.

Ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà (2.37) å y =
1

P (s)
f +

Q(s)

P (s)
. Òî å â ñèëà êîãàòî P (s) íå å

äåëèòåë íà íóëàòà âM.
Ùå ïîêàæåì, ÷å P (s) íå å äåëèòåë íà íóëàòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íèòî

åäíà îò íóëèòå íà P (λ) íå å íóëà íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = χτ{eλτ}.

31



2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÍÅËÎÊÀËÍÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÈ ÇÀÄÀ×È ÇÀ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Òåîðåìà 2.9 Íåêà µ1, µ2, ..., µm ñà ðàçëè÷íèòå íóëè íà ïîëèíîìà P (µ). Èçðàçúò
P (s) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â M òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî E(µk) 6= 0, k =
1, 2, ...,m.

Äîêàçàòåëñòâî.
Òúé êàòî P (s) = a0(s− µ1)γ1 ...(s− µm)γm , òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò Òåîðåìà 2.5.

�

Ñëåäñòâèå 2.3 Íåêà µ1, µ2, ..., µm ñà ðàçëè÷íèòå íóëè íà ïîëèíîìà P (µ) è E(µk) 6= 0,
k = 1, 2, ...,m. Òîãàâà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (2.33) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî. Õîìîãåííàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à (2.33)

P

(
d

dt

)
y = 0, χ{y(k)} = 0, k = 0, 1, 2, ..., degP − 1

ñå ðåäóöèðà äî àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå

P (s)y = 0

âM. Ïîíåæå P (s) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM, îò òóê ñëåäâà y ≡ 0.
�

Ïî-íàòàòúê, êàòî ñòàíäàðòåí ìåòîä, ùå èçïîëçâàìå àëãîðèòúìà íà Õåâèñàéä: 1)

Ðàçëàãàìå P (s) íà ëèíåéíè ìíîæèòåëè; 2) Ïðåäñòàâÿìå
1

P (s)
è
Q(s)

P (s)
êàòî ñáîð íà

åëåìåíòàðíè äðîáè; 3) Èíòåðïðåòèðàìå åëåìåíòàðíèòå äðîáè
1

s− λ
è

1

(s− λ)k
êàòî

ôóíêöèè; 4) Ïðåäñòàâÿìå
1

P (s)
= {G(t)} è Q(s)

P (s)
= {H(t)} êàòî ôóíêöèè; 5) Çàïèñ-

âàìå ðåøåíèåòî âúâ âèäà y = G
t∗ f +H .

Çà äà èçïúëíèì ñòúïêà 3), èçïîëçâàìå ôîðìóëèòå:

1

s− λ
=

{
eλt

E(λ)

}
,

1

(s− λ)k
=

{
1

(k − 1)!

∂k−1

∂λ(k−1)

(
eλt

E(λ)

)}
, k = 2, 3, ....

Íêàðàÿ íàìèðàìå îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà íà Äþàìåë çà õîìîãåííàòà íåëîêàëíà
çàäà÷à íà Êîøè (2.33).

Òåîðåìà 2.10 Íåêà Y = {Y (t)} å ðåøåíèåòî íà (2.33) çà f(t) ≡ 1. Òîãàâà

y(t) =
d

dt
{Y t∗ f} = χ{f}Y (t) + χτ

{∫ t

τ

Y (t+ τ − σ)f ′(σ)dσ

}
å ðåøåíèåòî íà (2.33) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C1(∆).
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2.5 Ðåçîíàíñåí ñëó÷àé

Àêî P (s) å äåëèòåë íà íóëàòà, ïîïàäàìå â òàêà íàðå÷åíèÿò ðåçîíàíñåí ñëó÷àé. Î÷å-
âèäíî òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå, òî íå å åäèíñòâåíî. Çà ñúùåñòâóâàíå íà ðå-
øåíèå òðÿáâà äà ñå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ íà äÿñíàòà ÷àñò f . Â ìîäè-
ôèöèðàíà ôîðìà, àëãîðèòúìúò íà Õåâéñàèä å ïðèëîæèì è çà ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé
ñúùî. Òîâà ïðèëîæåíèå íå å òðèâèàëíî (âæ. Ãðîçäåâ [65] è Äèìîâñêè è Ñïèðèäîíîâà
[55]).

Ðàçãëåæäàìå åëåìåíòàðíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à

(2.38)
dy

dt
− λny = f(t), χτ{y(τ)} = 0

êúäåòî λn ∈ C å κn - êðàòíà íóëà íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = χτ{eτλ}, ò. å.
E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0 è E(κn)(λn) 6= 0.

Çà ñëåäâàùèòå ðàçãëåæäàíèÿ âàæíà ðîëÿ èãðàå ìíîæåñòâîòî:

C̃n =
{
f ∈ C : f

t∗ eλnt = f
t∗ teλnt = ... = f

t∗ tκn−1eλnt = 0
}

= ker Λn.

Îò äåôèíèöèÿòà íà C̃n å î÷åâèäíî, ÷å (C̃n,+,
t∗) å ïîäïðúñòåí íà (C(∆),+,

t∗).
Íåùî ïîâå÷å, C̃n å èäåàë â C.

Ëåìà 2.9 Íåêà f ∈ C. Òîãàâà f t∗ ϕn(t) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f
t∗ eλkt =

f
t∗ teλnt = ... = f

t∗ tκn−1eλnt = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f
t∗ eλnt = f

t∗ teλnt = ... = f
t∗ tκn−1eλnt = 0. Îò òîâà, ÷å ϕn(t)

å ôóíêöèÿ îò âèäà ϕn(t) = eλntQn(t), êúäåòî Qn(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí κn−1 ñëåäâà,

÷å f
t∗ ϕn(t) = 0.

Îáðàòíî íåêà f
t∗ ϕn(t) = 0. Óìíîæàâàìå òîâà ðàâåíñòâî ñ (s− λn)j,

j = 1, 2, ..., κn − 1. Òúé êàòî

span{(s− λn)ϕn(t), (s− λn)2ϕn(t), ..., (s− λn)κn−1ϕn(t)} = span{eλnt, teλnt, ..., tκn−1eλnt}

òî f
t∗ eλnt = f

t∗ teλnt = ... = f
t∗ tκn−1eλnt = 0.

�

Ëåìà 2.10 Íåêà λk ∈ C å òàêîâà, ÷å E(λk) = 0. Òîãàâà s − λk íå å äåëèòåë íà

íóëàòà â ïîäïðúñòåíà C̃k.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå äîêàæåì, ÷å îò f ∈ C̃k è (s − λk)f = 0 ñëåäâà f ≡ 0. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî,

ò. å., ÷å ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ f ∈ C̃k, f 6= {0}, ÷å

(s− λk)f = 0.
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Óìíîæàâàìå ñ l è íàìèðàìå:
f − λklf = 0.

Òîâà óðàâíåíèå çà f å åêâèâàëåíòíî íà íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

f ′ − λkf = 0, χτ{f(τ)} = 0.

Åäèíñòâåíèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî f ′ − λkf = 0 ñà:

f(t) = Ake
λkt,

êúäåòî Ak ∈ C. Îò åäíà ñòðàíà, îò êîíêðåòíèÿ âèä íà f(t) ñëåäâà Λkf = f(t)
t∗

ϕk(t) = f , íî îò äðóãà îò f ∈ C̃k ñëåäâà, ÷å f(t)
t∗ ϕk(t) = 0 ñëåäîâàòåëíî f(t) ≡ 0.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å s− λk íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃k.
�

Ùå îçíà÷àâàìå ðåñòðèêöèÿòà íà l âúðõó C̃k ñ l̃, à àëãåáðè÷íèÿ îáðàòåí íà l̃ â C̃k
ñ s̃, ò. å.

s̃ =
1

l̃
.

Çà s̃ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâî ïîäîáíî íà ðàâåíñòâî (2.28) çà s. Çà f ∈ C̃k èìàìå

(2.39) f ′ = s̃f − χ{f}.

Êàêòî âèäÿõìå â Ëåìà 2.10, s̃ − λk íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃k. Ùå íàìåðèì

ïðåäñòàâÿíå íà
1

s̃− λk
êàòî êîíâîëþöèîíåí ìóëòèïëèêàòîð.

Òåîðåìà 2.11 Íåêà λk ∈ C å òàêîâà, ÷å E(λk) = E ′(λk) = ... = E(κk−1)(λk) = 0 è
E(κk)(λk) 6= 0. Òîãàâà

(2.40)
1

s̃− λk
=

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗,

êúäåòî â äÿñíàòà ÷àñòè å îçíà÷åí êîíâîëþöèîííèÿò ìóëòèïëèêàòîð({
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗
)
f =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f , çà f ∈ C̃k.

Äîêàçàòåëñòâî.

Ïúðâî ùå èçâåäåì ôîðìóëà (2.40) îò åâðèñòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Çà òàçè öåë äà

íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f , çà λ → λk. Çà äà ïðåñìåòíåì òàçè

ãðàíèöà, ùå ðàçâèåì eλt è E(λ) â ðåä íà Òåéëúð îêîëî λk:

lim
λ→λk

rλf = lim
λ→λk

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f =
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= lim
λ→λk

 eλkt + λk−λ
1!
teλkt + ...+ (λk−λ)κk−1

(κk−1)!
tκk−1eλkt+

E(λk) + λk−λ
1!
E ′(λk) + ...+ (λk−λ)κk−1

(κk−1)!
E(κk−1)(λk)+

+ (λk−λ)κk

κk!
tκkeλkt + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
tκk+1eλkt + ...

+ (λk−λ)κk

κk!
E(κk)(λk) + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
E(κk+1)(λk) + ...

 t∗ f =

= lim
λ→λk

(eλkt
t∗ f) + λk−λ

1!
(teλkt

t∗ f) + ...+ (λk−λ)κk−1

(κk−1)!
(tκk−1eλkt

t∗ f)+

E(λk) + λk−λ
1!
E ′(λk) + ...+ (λk−λ)κk−1

(κk−1)!
E(κk−1)(λk)+

+ (λk−λ)κk

κk!
(tκkeλkt

t∗ f) + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
(tκk+1eλkt

t∗ f) + ...

+ (λk−λ)κk

κk!
E(κk)(λk) + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
E(κk+1)(λk) + ...

 .

Ïîíåæå f ∈ C̃k èìàìå eλkt
t∗ f = teλkt

t∗ f = ... = tκk−1eλkt
t∗ f = 0 è îò òîâà, ÷å λk å κk

êðàòíà íóëà íà E(λ) ïîëó÷àâàìå

lim
λ→λk

rλf = lim
λ→λk

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f =

= lim
λ→λk


(λk−λ)κk

κk!
(tκkeλkt

t∗ f) + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
(tκk+1eλkt

t∗ f) + ...

(λk−λ)κk

κk!
E(κk)(λk) + (λk−λ)κk+1

(κk+1)!
E(κk+1)(λk) + ...

 .

Ñëåä ñúêðàùàâàíå íà (λk − λ)κk è ãðàíè÷åí ïðåõîä, íàìèðàìå

lim
λ→λk

rλf = lim
λ→λk

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f =

= lim
λ→λk

 1
κk!

(tκkeλkt
t∗ f) + λk−λ

(κk+1)!
(tκk+1eλkt

t∗ f) + ...

1
κk!
E(κk)(λk) + λk−λ

(κk+1)!
E(κk+1)(λk) + ...

 =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f.

Ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ íÿìàò õàðàêòåð íà äîêàçàòåëñòâî, à èìàò ñàìî åâðèñòè÷íà
ñòîéíîñò. Çàòîâà ñå íàëàãà äà íàïðàâèì äèðåêòíà ïðîâåðêà íà òúæäåñòâîòî

1

s̃− λk
f =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f

çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C̃k.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà (2.40). Íåêà f ∈ C̃k. Óìíîæàâàìå
ðàâåíñòâîòî

1

s̃− λk
f =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f

ñ s̃− λk è ïîëó÷àâàìå

f = (s̃− λk)
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f.
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Ùå äîêàæåì òîâà ðàâåíñòâî. Èìàìå

(s̃− λk){tκkeλkt} = s̃{tκkeλkt} − λk{tκkeλkt}.

Êàòî èçïîëçâàìå î÷åâèäíîòî ðàâåíñòâî χτ{τκkeλkτ} = E(κk)(λk) è ôîðìóëàòà (2.39),
íàìèðàìå

(s̃− λk){tκkeλkt} =
d

dt
(tκkeλkt) + [χτ{τκkeλkτ}]− λktκkeλkt =

= κkt
κk−1eλkt + λkt

κkeλkt + [E(κk)(λk)]− λktκkeλkt =

= κkt
κk−1eλkt + [E(κk)(λk)].

Çàìåñòâàìå ïîëó÷åíîòî çà (s̃− λk){tκkeλkt} â (s̃− λk)
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f . Ïîëó÷àâàìå

(s̃− λk)
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f =

κkt
κk−1eλkt + [E(κk)(λk)]

E(κk)(λk)

t∗ f =

=

{
κkt

κk−1eλkt

E(κk)(λk)
+ [1]

}
t∗ f = [1]

t∗ f = f.

�

Òðÿáâà ñïåöèàëíî äà ïîñî÷èì, ÷å ôóíêöèÿòà
tκkeλkt

E(κk)(λk)
, ïðåäñòàâÿùà îïåðàòîðà

1

s̃− λk

â C̃k íå å åäèíñòâåíà. Òÿ å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî êâàçèïîëèíîì îò âèäà Q(t)eλkt,
êúäåòî Q(t) å ïðîèçâîëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí degQ(t) ≤ κk − 1. Íàèñòèíà àêî f ∈ C̃k
òî

1

s̃− λk
f =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)
+Q(t)eλkt

}
t∗ f =

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗ f,

çàùîòî îò äåôèíèöèÿòà íà C̃k ñëåäâà, ÷å {Q(t)eλkt} t∗ f = 0 çà âñåêè ïîëèíîì îò
ñòåïåí ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà κk − 1.

Ëåìà 2.11 Íåêà çà λk ∈ C å èçïúëíåíî E(λk) = E ′(λk) = ... = E(κk−1)(λk) = 0 è
E(κk)(λk) 6= 0. Òîãàâà

(2.41)
1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗,

êúäåòî Am(t) å ïîëèíîì. Â äÿñíàòà ÷àñò å îçíà÷åí êîíâîëþöèîííèÿò ìóëòèïëè-
êàòîð ({

Am(t)eλkt
} t∗
)
f =

{
Am(t)eλkt

} t∗ f

çà f ∈ C̃k.
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Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ ïî m. Îò Òåîðåìà 2.11 çà m = 1 èìàìå

A1(t) =
1

E(κk)(λk)
tκk .

Äîïóñêàìå, ÷å Am(t) å ïîëèíîì. Ùå äîêàæåì, ÷å è Am+1(t) ñúùî å ïîëèíîì. Èìàìå

1

(s̃− λk)m+1
=

1

s̃− λk
1

(s̃− λk)m
=

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗
{
Am(t)eλkt

}
=

=
1

E(κk)(λk)
χτ

{∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkeλk(t+τ−σ)Am(σ)eλkσdσ

}
=

=
eλkt

E(κk)(λk)
χτ

{
eλkτ

∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkAm(σ)dσ

}
.

Òúé êàòî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëæåíèå èìàìå, ÷å Am(t) å ïîëèíîì íà t, òî èçðàçúò

χτ

{
eλkτ

∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkAm(σ)dσ

}
ñúùî å ïîëèíîì íà t.

Ñëåäîâàòåëíî

(2.42) Am+1(t) =
1

E(κk)(λk)
χτ

{
eλkτ

∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkAm(σ)dσ

}
å ïîëèíîì íà t.
�

Ùå îïèøåì íÿêîè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå Am(t).

Ñëåäñòâèå 2.4 Íåêà λk å òàêîâà, ÷å E(λk) = E ′(λk) = ... = E(κk−1)(λk) = 0 è

E(κk)(λk) 6= 0. Àêî f ∈ C̃k, òîãàâà ðåøåíèå íà (2.2)

dy

dt
− λky = f(t), χτ{y(τ)} = 0

å:

(2.43) y(t) =
{
Am(t)eλkt

} t∗ f(t).

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2.11 ïîëó÷èõìå ÿâíî ïðåäñ-
òàâÿíå çà ïîëèíîìà Am+1(t), ó÷àñòâàù â ïðåäñòàâÿíåòî íà îïåðàòîðà

1

(s̃− λk)m+1

÷ðåç Am(t), ó÷àñòâàù â ïðåäñòàâÿíåòî íà îïåðàòîðà

1

(s̃− λk)m
.
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Ñëåäñòâèå 2.5 Íåêà Am(t) å òàêúâ ïîëèíîì, ÷å

1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗ .

Òîãàâà ïîëèíîìúò

(2.44) Am+1(t) =
1

E(κk)(λk)
χτ

{
eλkτ

∫ t

τ

(t+ τ − σ)κkAm(σ)dσ

}
,

ïðåäñòàâÿ îïåðàòîðà
1

(s̃− λk)m+1
=
{
Am+1(t)eλkt

} t∗ .

È òóê, êàêòî ñëåä äîêàçàòåëñòâîòî íà Tåîðåìà 2.11, òðÿáâà äà ïîñî÷èì, ÷å ôóí-
êöèÿòà

{
Am(t)eλkt

}
, ïðåäñòàâÿùà îïåðàòîðà

1

(s̃− λk)m
,

íå å åäèíñòâåíà. Òÿ å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî êâàçèïîëèíîì îò âèäà Q(t)eλkt, êúäåòî
Q(t) å ïðîèçâîëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí degQ(t) ≤ κk − 1. Íàèñòèíà àêî f ∈ C̃k òî

1

(s̃− λk)m
f =

{
Am(t)eλkt +Q(t)eλkt

} t∗ f =
{
Am(t)eλkt

} t∗ f.

Íî àêî ïîèñêàìå ôóíêöèÿòà
{
A1(t)eλkt

}
ïðåäñòàâÿùà îïåðàòîðà

1

s̃− λk
äà å îò C̃k,

ùå ïîêàæåì, ÷å ïîëèíîìúò A1(t) å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí è ðàçáèðà ñå è ïîëèíîìèòå
Am(t) çà m = 2, 3, ... ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò A1(t) ÷ðåç (2.42) ñà ñúùî åäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåíè. Íàìåðåíè ïî òîçè íà÷èí ïîëèíîìèòå Am(t) çà m = 1, 2, 3, ... èìàò
èíòåðåñíè ñâîéñòâà.

Ëåìà 2.12 Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ïîëèíîì Q(t) îò ñòåïåí degQ(t) ≤ κk − 1, çà
êîèòî

tκkeλkt

E(κk)(λk)
+Q(t)eλkt ∈ C̃k

Äîêàçàòåëñòâî. Òúðñèì ïîëèíîì Q(t), çà êîéòî å èçïúëíåíî

(2.45) {ϕk(t)}
t∗
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)
+Q(t)eλkt

}
= 0.

ò. å.
tκkeλkt

E(κk)(λk)
+Q(t)eλkt ∈ C̃k.

Óðàâíåíèåòî (2.45) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

(2.46) Q(t)eλkt = −{ϕk(t)}
t∗
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
.
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�

Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

(2.47) A1(t) =
1

E(κk)(λk)
tκk +Q(t).

Ëåìà 2.13 Íåêà Am(t) å òàêúâ ïîëèíîì, ÷å

1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗ .

Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ïîëèíîì Q(t) îò ñòåïåí degQ(t) ≤ κk − 1 çà êîèòî

Am(t)eλkt +Q(t)eλkt ∈ C̃k
Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2.12 òúðñèì ïîëèíîì Q(t)
çà êîéòî å èçïúëíåíî

(2.48) {ϕk(t)}
t∗
{
Am(t)eλkt +Q(t)eλkt

}
= 0.

ò. å. Am(t)eλkt +Q(t)eλkt ∈ C̃k.

Óðàâíåíèåòî (2.48) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

(2.49) Q(t)eλkt = −{ϕk(t)}
t∗
{
Am(t)eλkt

}
.

�

Ëåìà 2.14 Àêî A1(t)eλkt ∈ C̃k (ò. å. A1(t) å ïîëó÷åí îò (2.47)) è ïîëèíîìèòå Am(t)

çà m = 2, 3, ... ñà ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò A1(t) ÷ðåç (2.42), òîãàâà Am(t)eλkt ∈ C̃k
çà m = 2, 3, ....

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà, ÷å Am(t)eλkt ∈ C̃k çà m = 2, 3, ... ìîæå äà ñå âèäè âåäíàãà îò
ïðåäñòàâÿíåòî

Am(t)eλkt = {Am−1(t)eλkt} t∗ {A1(t)eλkt}.
Óìíîæàâàìå êîíâîëþöèîííî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ ϕk(t) è íàìèðàìå:

{ϕk(t)}
t∗ {Am(t)eλkt} = {ϕk(t)}

t∗
(
{Am−1(t)eλkt} t∗ {A1(t)eλkt}

)
.

Îò àñîöèàòèâíîñòòà è êîìóòàòèâíîñòòà íà
t∗ è îò òîâà, ÷å {ϕk(t)}

t∗ {A1(t)eλkt} = 0,
çàùîòî A1(t)eλkt ∈ C̃k, íàìèðàìå

{ϕk(t)}
t∗ {Am(t)eλkt} = {Am−1(t)eλkt} t∗

(
{ϕk(t)}

t∗ {A1(t)eλkt}
)

= 0.

Ñëåäîâàòåëíî Am(t)eλkt ∈ C̃k çà m = 1, 2, 3, ....
�

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî Am(t)eλkt ∈ C̃k, m = 1, 2, 3, ..., ïîëèíîìèòå Am(t), m = 1, 2, 3, ...
èìàò ñâîéñòâàòà îïèñàíè â ñëåäâàùàòà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 2.12 Ïîëèíîìèòå Am(t) èìàò ñâîéñòâàòà:

A′m+1(t) = Am(t),(2.50)

χτ{eλnτA1(τ)} = 1, χτ{eλnτAm+1(τ)} = 0(2.51)

çàm = 1, 2, 3, ..., êúäåòî A1(t) =
1

E(κk)(λk)
tκk+Q(t), degQ(t) = κk−1 è Q(t) å òàêà èç-

áðàí, ÷å A1(t) ∈ C̃k. Ò. å. Q(t) e îïðåäåëåí îò (2.46) Q(t)eλkt = −{ϕk(t)}
t∗
{

tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîêàæåì ïúðâîòî ðàâåíñòâî â (2.51):

χτ{eλnτA1(τ)} = χτ

{
τκkeλnτ

E(κk)(λk)
+Q(t)eλnτ

}
= χτ

{
τκkeλnτ

E(κk)(λk)

}
+ χτ

{
Q(t)eλnτ

}
.

Ïîíåæå ñòåïåíòà íà Q(t) < κk, a λk e κk - êðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0, ïîëó÷àâàìå
χτ
{
Q(t)eλnτ

}
= 0. Ñëåäîâàòåëíî

χτ{eλnτA1(τ)} =
χτ{τκkeλkτ}
E(κk)(λk)

= 1.

Ñëåä òîâà, äà äîêàæåì âòîðîòî ðàâåíñòâî â (2.51). Îò Òåîðåìà 2.11 èìàìå (2.41):

1

(s̃− λk)m+1
=
{
Am+1(t)eλkt

} t∗ .

Ïîðàäè Ëåìà 2.4, íà
{
Am+1(t)eλkt

} t∗ ìîæå äà ãëåäàìå êàòî íà åëåìåíò íà ïðúñòåíà
íà êîíâîëþöèîííèòå ÷àñòíèM. Îò (2.41) íàìèðàìå

(2.52)
1

(s̃− λk)
1

(s̃− λk)m
=
{
Am+1(t)eλkt

}
.

Ñëåäîâàòåëíî

Am+1(t)eλkt = {A1(t)eλkt} t∗ {Am(t)eλkt}.

Ñåãà ïðèëàãàìå ôóíêöèîíàëà χ êúì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è ïîëó÷àâàìå

χτ{Am+1(τ)eλkτ} = χτ{(A1(τ))
τ∗ (Am(t)eλkτ )}.

Îò Ëåìà 2.2 ñëåäâà, ÷å äÿñíàòà ÷àñò íà òîâà ðàâåíñòâî å ðàâíà íà 0. Ñ òîâà äîêàçàõìå
(2.51).

Ùå äîêàæåì (2.50). Îò (2.52) èìàìå

1

(s̃− λk)
{
Am(t)eλkt

}
=
{
Am+1(t)eλkt

}
.

Óìíîæàâàìå òîâà ðàâåíñòâî ñ s̃− λk è ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå

Am(t)eλkt = (s̃− λk)Am+1(t)eλkt,

Am(t)eλkt = s̃{Am+1(t)eλkt} − λkAm+1(t)eλkt.
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Îò Òåîðåìà 2.3, ðàâåíñòâî (2.28) íàìèðàìå

Am(t)eλkt =
d

dt

(
Am+1(t)eλkt

)
+ χτ{Am+1(τ)eλkτ} − λkAm+1(t)eλkt.

Îò äîêàçàíîòî ñâîéñòâî (2.51) ñëåäâà, ÷å χτ{Am+1(τ)eλkτ} = 0, çà m = 1, 2, 3, ... è
íàìèðàìå

Am(t)eλkt = A′m+1(t)eλkt + λkAm+1(t)eλkt − λkAm+1(t)eλkt.

Îò òóê âåäíàãà ñëåäâà (2.50): A′m+1(t) = Am(t).
�
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2.5.1 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 1. Ðàçãëåæäàìå åëåìåíòàðíàòà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(2.53)
dy

dt
− λy = f(t),

∫ 1

0

f(τ)dτ = 0, t ∈ [0, 1].

Òóê χτ{g(τ)} =

∫ 1

0

g(τ)dτ è E(λ) = χτ{eλτ} =
eλ − 1

λ
.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (2.53) ïðè òàêîâà λ, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð
(2.4). Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå:

(2.54) y = rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
=

λeλt

eλ − 1

∫ 1

0

∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσdτ.

Íóëèòå íà E(λ) =
eλ − 1

λ
ñà λn = 2nπi, n ∈ Z è n 6= 0 (E(0) = 1), âñè÷êè ñà ïðîñòè

è E ′(λn) =
1

λn
.

Ùå íàìåðèì ñïåêòðàëíèÿ ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ Λn (2.13). Îò (2.18) ïîëó÷àâàìå

ϕn(t) = − eλnt

E ′(λn)
= −λneλnt = − 1

2nπi
e2nπit,

à çà ïðîåêòîðà Λn íàìèðàìå

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t) = λne

λntχτ

{∫ t

τ

eλn(τ−σ)f(σ)dσ

}
=

= λne
λnt

∫ t

0

∫ t

τ

eλn(τ−σ)f(σ)dσdτ.

Àêî λ å òàêîâà, ÷å E(λ) = 0, òîãàâà ñúùåñòâóâà n, çà êîåòî λ = λn = 2nπi, n ∈ Z
è n 6= 0, ò. å. λ å åäíà îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λn íà çàäà÷àòà

y′ − λy = 0,

∫ t

0

f(τ)dτ = 0.

Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèå íà (2.53) íå ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç (2.54). Ïîïàäàìå â
òàêà íàðå÷åíèÿ ðåçîíàíñåí ñëó÷àé. Àêî λ = λn = 2nπi, n ∈ Z è n 6= 0, òîãàâà s̃− λn
íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃n = ker Λn è àêî f ∈ C̃n ðåøåíèå íà (2.53)

dy

dt
− λny = f(t),

∫ 1

0

y(τ)dτ = 0,

ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç

y =
1

s̃− λn
t∗ f =

{
teλnt

E ′(λn)

}
t∗ f =

{
λnte

λnt
} t∗ f(t).

Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùàòà çàäà÷à(
d

dt
− λn

)m
y = f(t), t ∈ (0, 1),
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∫ 1

0

y(j)(τ)dτ = 0, j = 0, 1, ...,m− 1,

ò. å. ∫ 1

0

y(τ)dτ = 0, y(j−1)(1)− y(j−1)(0) = 0, j = 1, 2, ...,m− 1,

ïðè f ∈ C̃n ðåøåíèå å:

y =
1

(s̃− λn)m
t∗ f =

{
Am(t)eλkt

} t∗ f,

êúäåòî Am(t) çà m = 1, 2, ... ìîæå äà áúäàò ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò A1(t) ∈ C̃n ÷ðåç
(2.42). Çà ïúðâèòå íÿêîëêî ïîëèíîìà Am(t) ðàçãëåæäàíè â Òåîðåìà 2.12 íàìèðàìå:

A1(t) = λnt+ 1− λn
2
,

A2(t) =
λn
2
t2 +

(
1− λn

2

)
t− 1

2
+
λn
12
,

A3(t) =
λn
6
t3 +

1

2

(
1− λn

2

)
t2 − 1

2

(
1− λn

6

)
t+

1

12
,

A4(t) =
λn
24
t4 +

1

6

(
1− λn

2

)
t3 +

1

4

(
−1 +

λn
6

)
t2 +

1

12
t− λn

720
,

A5(t) =
λn
120

t5 +
1

24

(
1− λn

2

)
t4 +

1

12

(
−1 +

λn
6

)
t3 +

1

24
t2 − λn

720
t− 1

720
.

Ïðèìåð 2. Ðàçãëåæäàìå åëåìåíòàðíàòà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(2.55)
dy

dt
− λy = f(t), y(0) + y(1) = 0, t ∈ [0, 1].

Òóê ôóíêöèîíàëà χ å χ{g} =
1

2
(g(0) + g(1)) è E(λ) = χτ{eλτ} =

1

2
(1 + eλ).

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (2.55) ïðè λ òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð
(2.4). Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå:

y = rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
=(2.56)

=
eλt

(1 + eλ)

(∫ t

0

e−λσf(σ)dσ +

∫ t

1

eλ(1−σ)f(σ)dσ

)
.

Êîðåíèòå íà E(λ) = 0 ñà λn = (1 + 2n)πi, n ∈ Z, âñè÷êè ñà ïðîñòè è
E ′(λn) =

1

2
e(1+2n)πi = −1

2
. Ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè ôóíêöèè ñà eλnt = e(1+2n)πit.

Ùå íàìåðèì ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ Λn (2.13). Îò (2.18) ïîëó÷àâàìå

ϕn(t) = − eλnt

E ′(λn)
= −λneλnt
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è çà ïðîåêòîðà Λn íàìèðàìå

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t) = 2eλntχτ

{
eλnτ

∫ t

τ

e−λnσf(σ)dσ

}
=

= eλnt
(∫ t

0

e−λnσf(σ)dσ −
∫ t

1

e−λnσf(σ)dσ

)
= eλnt

(∫ 1

0

e−λnσf(σ)dσ

)
.

Àêî λ å òàêîâà, ÷å E(λ) = 0, òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêîâà n, ÷å λ = λn = (1 + 2n)πi,
n ∈ Z, ò. å. λ å åäíà îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λn íà çàäà÷àòà

y′ − λy = 0, y(0) + y(1) = 0.

Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèå íà çàäà÷à (2.55)

y′ − λny = f(t), y(0) + y(1) = 0.

íå ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç (2.56). Ïðè λ = λn è f ∈ ker Λn ðåøåíèå íà (2.55) ìîæå
äà ñå íàìåðè ÷ðåç

(2.57) y =
1

s̃− λn
t∗ f =

{
teλnt

E ′(λn)

}
t∗ f =

= −eλnt
(
t

∫ 1

0

e−λnσf(σ)dσ −
∫ t

1

e−λnσf(σ)dσ −
∫ 1

0

σe−λkσf(σ)dσ

)
.

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà(
d

dt
− λn

)m
y = f(t), t ∈ (0, 1),

y(j)(0) + y(j)(1) = 0, j = 0, 1, ...,m− 1.

Çà f ∈ C̃n ðåøåíèå å:

y =
1

(s̃− λn)m
t∗ f =

{
Am(t)eλkt

} t∗ f,

êúäåòî Am(t) çà m = 1, 2, ... ìîæå äà áúäàò ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò A1(t) ∈ C̃n ÷ðåç
(2.42). Çà ïúðâèòå íÿêîëêî ïîëèíîìà Am(t) ðàçãëåæäàíè â Òåîðåìà 2.12 íàìèðàìå:

A1(t) = −2t+ 1,

A2(t) = −t2 + t− 1

6
,

A3(t) = −1

3
t3 +

1

2
t2 − 1

6
t,

A4(t) = − 1

12
t4 +

1

6
t3 − 1

12
t2 +

1

360
,

A5(t) = − 1

60
t5 +

1

24
t4 − 1

36
t3 +

1

360
t,
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A6(t) = − 1

360
t6 +

1

120
t5 − 1

144
t4 +

1

720
t2 − 1

15120
.

Ïî-êîíêðåòíî äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà:

Çàäà÷à 2.1 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = eλkt, y(0) + y(1) = 0, t ∈ (0, 1),

êúäåòî n, k ∈ Z è n 6= k. Â òîçè ñëó÷àé f(t) = eλkt è Λne
λkt = 0. Ðåøåíèå íà òàçè

çàäà÷à å

y(t) =
iei(2k+1)πt

2(n− k)π
.

Äà ðàçãëåäàìå îùå åäíà ñúâñåì êîíêðåòíà çàäà÷à

Çàäà÷à 2.2 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = λn(2t− 1)− 2, y(0) + y(1) = 0,

êúäåòî n ∈ Z. Â òàçè çàäà÷à f(t) = λn(2t − 1) − 2 è Λn{f(t)} = 0. Òîçè ïðèìåð
å ïîëó÷åí îòçàä íàïðåä, ò. å. êàòî ñìå ïðîâåðèëè, ÷å ôóíêöèÿòà y(t) = −2t + 1 å
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = λn(2t− 1)− 2, y(0) + y(1) = 0.

Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à ïîëó÷åíî ñ ôîðìóëà (2.57) å

y(t) = −2t+ 1 +
4

λ2
n

eλnt.

Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè λ = λn = (1 + 2n)πi ðåøåíèåòî íà (2.55) íå å
åäèíñòâåíî. Àêî y1(t) å ðåøåíèå íà çàäà÷à (2.55) ïðè λ = λn òî è y(t) = y1(t) +Beλnt

å ðåøåíèå çà ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà B ∈ C.

Ïðèìåð 3. Ðàçãëåæäàìå åëåìåíòàðíàòà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(2.58)
dy

dt
− λy = f(t), y(0) + 2y(1) + y(2) = 0, t ∈ [0, 2].

Òóê χτ{g(τ)} =
1

4
(g(0) + 2g(1) + g(2)) è E(λ) = χτ{eλτ} =

1

4
(1 + eλ)2. Ðåøåíèåòî íà

çàäà÷à (2.58) ïðè λ òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð (2.4):

y = rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
=(2.59)

=
eλt

(1 + eλ)2

(∫ t

0

e−λσf(σ)dσ + 2

∫ t

1

eλ(1−σ)f(σ)dσ +

∫ t

2

eλ(2−σ)f(σ)dσ

)
.
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Íóëèòå íà E(λ) =
1

4
(1 + eλ)2 ñà λn = (1 + 2n)πi, n ∈ Z, âñè÷êè ñà äâóêðàòíè è

E(λn) = E ′(λn) = 0, E ′′(λn) =
1

2
, E ′′′(λn) =

3

2
. Ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè è ïðèñúåäèíåíè

ôóíêöèè ñà e(1+2n)πit, te(1+2n)πit.

Ùå íàìåðèì ñïåêòðàëíèÿ ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ Λn (2.13). Îò (2.19) ïîëó÷àâàìå

ϕn(t) = − 2eλnt

E ′′(λn)

(
t− E ′′′(λn)

3E ′′(λn)

)
= −4eλnt(t− 1)

è çà ïðîåêòîðà Λn íàìèðàìå

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t) = −4{eλnt(t− 1)} t∗ f(t) =

= −4χτ

{∫ t

τ

eλn(t+τ−σ)(t+ τ − σ − 1)f(σ)dσ

}
=

= −4teλntχτ

{
eλnτ

∫ t

τ

e−λnσf(σ)dσ

}
−

−4eλnt
(
χτ

{
τeλnτ

∫ t

τ

e−λnσf(σ)dσ

}
− χτ

{
eλnτ

∫ t

τ

σe−λnσf(σ)dσ

}
− χτ

{
eλnτ

∫ t

τ

e−λnσf(σ)dσ

})
.

Àêî λ å òàêîâà, ÷å E(λ) = 0, òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêîâà n, ÷å λ = λn ò. å. λ å åäíà
îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λn = (1 + 2n)πi íà çàäà÷àòà

y′ − λy = 0, y(0) + 2y(1) + y(2) = 0.

Òîãàâà s̃− λn íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃n è àêî f ∈ C̃n, ðåøåíèå íà (2.58) å

(2.60) y =
1

s̃− λn
t∗ f =

{
t2eλnt

E ′′(λn)

}
t∗ f(t) = {2t2eλnt} t∗ f(t).

È òóê êàêòî â Ïðèìåð 2, ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (2.58) ïðè λ = λn = (1 + 2n)πi íå å
åäèíñòâåíî. Àêî y1(t) å ðåøåíèå íà çàäà÷à (2.58) ïðè λ = λn, òî è y(t) = y1(t) +Aeλnt

å ðåøåíèå çà ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà A ∈ C.

Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùàòà çàäà÷àòà(
d

dt
− λn

)m
y = f(t), t ∈ (0, 2),

y(j)(0) + 2y(j)(1) + y(j)(2) = 0, j = 0, 1, ...,m− 1.

Çà f ∈ C̃n ðåøåíèå å:

y =
1

(s̃− λn)m
t∗ f =

{
Am(t)eλkt

} t∗ f,

êúäåòî Am(t) çà m = 1, 2, ... ìîæå äà áúäàò ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò A1(t) ∈ C̃n ÷ðåç
(2.42). Çà ïúðâèòå íÿêîëêî ïîëèíîìà Am(t) ðàçãëåæäàíè â Òåîðåìà 2.12 íàìèðàìå:

46



2.5 Ðåçîíàíñåí ñëó÷àé

A1(t) = 2t2 − 4t+
5

3
,

A2(t) =
2

3
t3 − 2t2 +

5

3
t− 1

3
,

A3(t) =
1

6
t4 − 2

3
t3 +

5

6
t2 − 1

3
t+

1

60
,

A4(t) =
1

30
t5 − 1

6
t4 +

5

18
t3 − 1

6
t2 +

1

60
t+

1

180
,

A5(t) =
1

180
t6 − 1

30
t5 +

5

72
t4 − 1

18
t3 +

1

120
t2 +

1

180
t− 1

1512
.

Ïî-êîíêðåòíî êúì òîçè Ïðèìåð 3, ùå ðàçãëåäàìå òðè çàäà÷è â ðåçîíàíñíèÿ ñëó-
÷àé:

Çàäà÷à 3.1 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = eλkt, t ∈ (0, 2), y(0) + 2y(1) + y(2) = 0,

êúäåòî n, k ∈ Z è n 6= k. Â òîçè ñëó÷àé f(t) = eλkt ∈ C̃n çàùîòî Λne
λkt = 0, ïðè n 6= k.

Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) = {2t2eλnt} t∗ f(t) =
iei(2k+1)πt

2(n− k)π
.

Çàäà÷à 3.2 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = teλkt, y(0) + 2y(1) + y(2) = 0,

êúäåòî n, k ∈ Z è n 6= k. Â òîçè ñëó÷àé f(t) = teλkt ∈ C̃n. Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) = {2t2eλnt} t∗ f(t) =
ei(2k+1)πt (2(k − n)it+ 1)

4(n− k)2π2
.

Â ïîñëåäíàòà çàäà÷à ùå âèäèì, ÷å óñëîâèåòî f ∈ C̃n ò. å. Λnf(t) = 0 íå å íåîáõî-
äèìî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3.3 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = λn(t− 1)− 1, y(0) + 2y(1) + y(2) = 0,

òóê f(t) = λn(t− 1)− 1.

Äèðåêòíî ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèåòî �è å y(t) = 1− t è Λnf(t) =
4eat

a2
6= 0.
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Ïðèìåð 4. Ðàçãëåæäàìå åëåìåíòàðíàòà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(2.61)
dy

dt
− λy = f(t), y(0) + 3y(1) + 3y(2) + y(3) = 0, t ∈ [0, 3].

Òóê χτ{g(τ)} =
1

8
(g(0) + 3g(1) + 3g(2) + g(3)) è E(λ) = χτ{eλτ} =

1

8
(1 + eλ)3.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (2.61) ïðè òàêîâà λ, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð
(2.4):

y = rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
=(2.62)

=
eλt

(1 + eλ)3

(∫ t

0

e−λσf(σ)dσ + 3

∫ t

1

eλ(1−σ)f(σ)dσ + 3

∫ t

2

eλ(2−σ)f(σ)dσ +

∫ t

3

eλ(3−σ)f(σ)dσ

)
.

Êîðåíèòå íà E(λ) =
1

8
(1 + eλ)3 = 0 ñà λn = (1+2n)πi, n ∈ Z, âñè÷êè ñà òðèêðàòíè

è

E(λn) = E ′(λn) = E ′′(λn) = 0, E ′′′(λn) = −3

4
, E(4)(λn) = −9

2
, E(5)(λn) = −75

4
.

Ñîáñòâåíàòà è ïðèñúåäèíåíèòå ôóíêöèè íà λn ñà e(1+2n)πi, te(1+2n)πi, t2e(1+2n)πi.

Ùå íàìåðèì ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð íà Ëåîíòèåâ Λn (2.13). Îò (2.20) ïîëó÷àâàìå

ϕn(t) = − 3eλnt

E ′′′(λn)

(
t2 − E(4)(λn)

2E ′′′(λn)
t− E(5)(λn)

10E ′′′(λn)
+

(E(4)(λn))2

8(E ′′′(λn))2

)
=

= 4eλnt
(
t2 − 3t+ 2

)
.

Ïðîåêòîðúò íà Ëåîíòèåâ å

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t) = 4{eλnt

(
t2 − 3t+ 2

)
} t∗ f(t).

Àêî λ å òàêîâà, ÷å E(λ) = 0, òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêîâà n, ÷å λ = λn = (1 + 2n)πi,
n ∈ Z, ò. å. λ å åäíà îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λn íà çàäà÷àòà

y′ − λy = 0, y(0) + 3y(1) + 3y(2) + y(3) = 0.

Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèå íà (2.61) íå ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç (2.62). Àêî λ = λn
òîãàâà s̃ − λn íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃n = ker Λn è àêî f ∈ C̃n ðåøåíèå íà (2.61)
ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç

y =
1

s̃− λn
f =

{
t3eλnt

E ′′′(λn)

}
t∗ f =

{
−4

3
t3eλnt

}
t∗ f(t).

Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùàòà çàäà÷à(
d

dt
− λn

)m
y = f(t), t ∈ (0, 3),
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y(j)(0) + 3y(j)(1) + 3y(j)(2) + y(j)(3) = 0, j = 0, 1, ...,m− 1.

Çà f ∈ C̃n ðåøåíèå å:

y =
1

(s̃− λn)m
t∗ f =

{
Am(t)eλkt

} t∗ f,

Â òîçè ñëó÷àé çà ïúðâèòå íÿêîëêî ïîëèíîìà Am(t), ðàçãëåæäàíè â Òåîðåìà 2.12,
íàìèðàìå:

A1(t) = −4

3
t3 + 6t2 − 8t+ 3,

A2(t) = −1

3
t4 + 2t3 − 4t2 + 3t− 19

30
,

A3(t) = − 1

15
t5 +

1

2
t4 − 4

3
t3 +

3

2
t2 − 19

30
t+

1

20
,

A4(t) = − 1

90
t6 +

1

10
t5 − 1

3
t4 +

1

2
t3 − 19

60
t2 +

1

20
t+

8

945
,

A5(t) = − 1

630
t7 +

1

60
t6 − 1

15
t5 +

1

8
t4 − 19

180
t3 +

1

40
t2 +

8

945
t− 1

504
.

Çàäà÷à 4.1 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = eλkt, y(0) + 3y(1) + 3y(2) + y(3) = 0,

êúäåòî λn = (1+2n)πi, λk = (1+2k)πi, n, k ∈ Z è n 6= k. Â òîçè ñëó÷àé f(t) = eλkt ∈ C̃n.
Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) =
1

s̃− λn
{eλkt} = − eλkt

λn − λk
= − eλkt

2(n− k)πi
.

Ïî-îáùî ùå íàìåðèì ðåøåíèå íà çàäà÷àòà(
dy

dt
− λn

)m
y = eλkt, t ∈ (0, 3),

y(j)(0) + 3y(j)(1) + 3y(j)(2) + y(j)(3) = 0, j = 0, 2, ...,m− 1,

êúäåòî λn = (1 + 2n)πi, λk = (1 + 2k)πi, n, k ∈ Z è n 6= k. Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) =
1

(s̃− λn)m
{Am(t)eλkt} = (−1)m

eλkt

(λn − λk)m
= − eλkt

2m(n− k)mπmim
.

Çàäà÷à 4.2 Äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dy

dt
− λny = teλkt, y(0) + 3y(1) + 3y(2) + y(3) = 0, t ∈ (0, 3),

êúäåòî n, k ∈ Z è n 6= k. Â òîçè ñëó÷àé f(t) = teλkt ∈ C̃n. Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) =
1

s̃− λn
{teλkt} =

{
−4

3
t3eλnt

}
t∗ {teλkt} = − eλkt

(λn − λk)2
− teλnt

λn − λk
.

49



2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÍÅËÎÊÀËÍÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÈ ÇÀÄÀ×È ÇÀ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Ïî-îáùî äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà(
dy

dt
− λn

)m
y = teλkt, t ∈ (0, 3),

y(j)(0) + 3y(j)(1) + 3y(j)(2) + y(j)(3) = 0, j = 0, 2, ...,m− 1.

Ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å

y(t) =
1

(s̃− λn)m
{teλkt} =

{
Ame

λnt
} t∗ {teλkt} = (−1)m

3eλkt

(λn − λk)m
− teλkt

(λn − λk)m−1
.
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2.6 Êîíâîëþöèÿ ïðè çàãëàæäàù ôóíêöèîíàë

Â Äèìîâñêè ([45], ñòð. 77) ñà ðàçãëåäàíè ñâîéñòâà íà êîíâîëþöèÿòà
t∗ ïðè çàãëàæäàù

ôóíêöèîíàë. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèîíàëà χ å çàãëàæäàù, àêî å îò âèäà

(2.63) χτ{f(τ} = ψτ

{∫ τ

0

f(σ)dσ

}
,

êúäåòî ψ å ëèíååí ôóíêöèîíàë.

Ïðè çàãëàæäàù ôóíêöèíàë, àêî f, g ∈ C(∆) êîíâîëþöèÿòà èì (f
t∗ g)(t) å äèôå-

ðåíöèðóåìà è (âæ. [45], ñòð. 77)

d

dt

(
(f

t∗ g)(t)
)

=

= ψτ

{∫ τ

0

f(t+ τ − σ)g(σ)dσ

}
+ χ{f}g(t) + χ{g}f(t)− ψ{1}

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Ïðèìåð. Íåêà

χτ{f(τ} =

∫ 1

0

f(τ)dτ.

Òóê ψτ{f(τ)} = f(1) è ïðè f, g ∈ C(∆) èìàìå

d

dt

(
(f

t∗ g)(t)
)

=

= f(t)

∫ 1

0

g(τ)dτ + g(t)

∫ 1

0

f(τ)dτ −
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ −
∫ 1

t

f(1 + t− τ)g(τ)dτ.

Íåêà f, g ∈ C(∆). Â Äèìîâêñè [45] å ðàçãëåäàíà îïåðàöèÿòà
t

∗̃ äåôèíèðàíà ñ

(2.64) f
t

∗̃ g =
d

dt

(
(f

t∗ g)(t)
)
.

Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà, êîìóòàòèâíîñòòà è àñîöèàòèâíîñòòà íà
t∗ è

t

∗̃ èìà òåçè
ñâîéñòâà. Ñëåäîâàòåëíî àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà äî òóê, ìîæå äà ðàçãëåäàìå

ïðúñòåíà (C(∆),+,
t

∗̃).

Çà ðàçëèêa îò
t∗ îïåðàöèÿòà

t

∗̃ èìà åäèíèöà è òîâà å ôóíêöèÿòà {1}, ò. å. çà
âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C(∆) èìàìå

{1}
t

∗̃ f = f.

Äðóãà ðàçëèêà ìåæäó
t∗ è

t

∗̃ å, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé ôóíêöèÿòà f
t

∗̃ g íå óäîâëåò-
âîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå â çàäà÷à (2.1), ò. å. èçîáùî

χ{f
t

∗̃ g} 6= 0.

51



2 ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÍÅËÎÊÀËÍÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÈ ÇÀÄÀ×È ÇÀ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè ïðèëèêè ìåæäó
t∗ è

t

∗̃ è ñâîéñòâà íà
t

∗̃ ïîëåçíè ïðè
ðåøàâàíå íà çàäà÷è, â êîèòî ó÷àñòâà çàãëàæäàù ôóíêöèîíàë.

Ñúùî êàêòî
t∗ è îïåðàöèÿòà

t

∗̃ å êîíâîëþöèÿ çà äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð l íà

îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíå
d

dt
îïðåäåëåí ñ ôóíêöèîíàëà χ

lf(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ − χτ
{∫ τ

0

f(σ)dσ

}
.

Ïî-òî÷íî:

Ëåìà 2.15 Íåêà f, g ∈ C. Èçïúëíåíî å

l(f
t

∗̃ g) = (lf)
t

∗̃ g.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà êàòî ñå èçïîëçâà äåôèíèöèÿòà íà
t

∗̃.
�

Çà ñëåäâàùèòå èçñëåäâàíèÿ âàæíà ðîëÿ èãðàå:

Ëåìà 2.16 Íåêà f, g ∈ C. Èçïúëíåíî å

(2.65) f
t∗ g = (lf)

t

∗̃ g.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà âåäíàãà îò:

f
t∗ g = l

(
d

dt
(f

t∗ g)

)
= l(f

t

∗̃ g) = (lf)
t

∗̃ g.

Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïîëçâàíî, ÷å
t

∗̃ å êîíâîëþöèÿ çà îïåðàòîðà l .
�

Òàçè ëåìà ïîêàçâà, ÷å âñåêè êîíâîëþöèîíåí îïåðàòîð ñïðÿìî êîíâîëþöèÿòà
t∗

ìîæå äèðåêòíî äà áúäå èçðàçåí êàòî êîíâîëþöèîíåí îïåðàòîð ñïðÿìî êîíâîëþöèÿòà
t

∗̃, ò. å. âåäíàãà ìîæå äà íàìåðèì ñ êàêâà ôóíêöèÿ ñå çàäàâà äàäåí êîíâîëþöèîíåí

îïåðàòîð ñïðÿìî êîíâîëþöèÿòà
t

∗̃.

Îò òàçè ëåìà âåäíàãà ñëåäâà ïðåäñòàâÿíåòî çà l êàòî êîíâîëþöèîíåí îïåðàòîð:

(2.66) lf = {t− χτ{τ}}
t

∗̃ f.

Òîâà ðàâåíñòâî, ìîæå äà ñå äîêàæå ÷ðåç Ëåìà 2.16 òàêà:

lf = {1} t∗ f = (l{1})
t

∗̃ f
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è ðàçáèðà ñå l{1} = t− χτ{τ}.

Àíàëîãè÷íî íà ïðåäñòàâÿíåòî çà l ìîæå äà íàìåðèì ïðåäñòàâÿíå è íà ðåçîëâåíò-
íèÿ îïåðàòîð (2.4)

rλf =
eλt

E(λ)
χτ

{∫ t

τ

eλ(τ−σ)f(σ)dσ

}
êàòî êîíâîëþöèîíåí îïåðàòîð ñïðÿìî êîíâîëþöèÿòà

t

∗̃.

Ëåìà 2.17 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) 6= 0 è f ∈ C(∆). Òîãàâà

(2.67) rλf =

{
eλt

λE(λ)
− 1

λ

}
t

∗̃ f.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 2.16 èìàìå:

rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f =

(
l

{
eλt

E(λ)

})
t

∗̃ f.

Ùå ïðåñìåòíåì l{eλt}.

l
{
eλt
}

=

∫ t

0

eλτdτ − χτ
{∫ τ

0

eλσdσ

}
=
eλt

λ
− 1

λ
− χτ{eλτ}

λ
+
χ{1}
λ

.

Êàòî èçïîëçâàìå χ{1} = 1 è E(λ) = χτ{eλτ} íàìèðàìå

l
{
eλt
}

=
eλt

λ
− E(λ)

λ
.

Çà l

{
eλt

E(λ)

}
ïîëó÷àâàìå

l

{
eλt

E(λ)

}
=

eλt

λE(λ)
− 1

λ
.

Ñëåäîâàòåëíî

rλf =

{
eλt

E(λ)

}
t∗ f =

(
l

{
eλt

E(λ)

})
t

∗̃ f =

{
eλt

λE(λ)
− 1

λ

}
t

∗̃ f.

�

Ïî ïîäîáåí íà÷èí ìîæå äà íàìåðèì ïðåäñòàâÿíå çà ïðîåêòîðà Λnf ÷ðåç
t

∗̃. Îò
(2.14) èìàìå

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t), n = 1, 2, ...,

êúäåòî

ϕn(t) = − 1

2πi

∫
Γn

eλt

E(λ)
dλ.

Îò Ëåìà 2.16 ïîëó÷àâàìå

Λnf = ϕn(t)
t∗ f(t) = (l{ϕn(t)})

t

∗̃ f(t).
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2.6.1 Ðåçîíàíñåí ñëó÷àé ïðè çàãëàæäàù ôóíêöèîíàë

Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî λk å åäíîêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0 ò. å. E(λk) = 0
è E ′(λk) 6= 0.

Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî C̃k. Êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå C̃k ìîæå äà ñå äåôèíèðà
êàòî ÿäðî íà ïðîåêòîðà Λk è çàòîâà íå çàâèñè îò êîíêðåòíàòà êîíâîëþöèÿ.

Ïîíåæe leλkt =
eλkt

λk
, ïîëó÷àâàìå

eλkt
t∗ f =

{
leλkt

} t

∗̃ f =

{
eλkt

λk

}
t

∗̃ f.

Ñëåäîâàòåëíî

C̃k =
{
f ∈ C : eλkt

t∗ f = 0
}

=

{
f ∈ C : eλkt

t

∗̃ f(t) = 0

}
= ker Λk.

Îò ôîðìóëàòà (2.40) çà κk-êðàòåí êîðåí

1

s̃− λk
=

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗

ïîëó÷àâàìå
1

s̃− λk
=

{
teλkt

E ′(λk)

}
t∗ .

Ùå íàìåðèì ôóíêöèÿ, ÷ðåç êîÿòî îïåðàòîðúò
1

s̃− λk
ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êîíâîëþöè-

îíåí îïåðàòîð çà êîíâîëþöèÿòà
t

∗̃. Èìàìå

1

s̃− λk
=

{
teλkt

E ′(λk)

}
t∗ =

(
l

{
teλkt

E ′(λk)

})
t

∗̃ .

Àêî f ∈ C̃k {
teλkt

χτ{τeλkτ}

}
t∗ f =

(
l

{
teλkt

E ′(λk)

})
t

∗̃ f.

Ùå ïðåñìåòíåì l

{
teλkt

E ′(λk)

}
. Ïúðâî íàìèðàìå

∫ t

0

τeλkτdτ =
1

λ2
k

− eλkt

λ2
k

+
teλkt

λk
.

Çà l{teλkt} ïîëó÷àâàìå:

l{teλkt} =

∫ t

0

τeλkτdτ − χτ
{∫ τ

0

σeλkσdσ

}
=

=
1

λ2
k

− eλkt

λ2
k

+
teλkt

λk
− χτ

{
1

λ2
k

− eλkτ

λ2
k

+
τeλkτ

λk

}
=
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=
1

λ2
k

− eλkt

λ2
k

+
teλkt

λk
− 1

λ2
k

+
χτ
{
eλkτ

}
λ2
k

−
χτ
{
τeλkτ

}
λk

.

Êàòî èçïîëçâàìå E(λk) = χτ
{
eλkτ

}
= 0 è E ′(λk) = χτ

{
τeλkτ

}
íàìèðàìå

l{teλkt} = −e
λkt

λ2
k

+
teλkt

λk
− E ′(λk)

λk
.

Ïîëó÷àâàìå

l

{
teλkt

E ′(λk)

}
= − 1

λk
+

1

λkE ′(λk)

(
t− 1

λk

)
eλkt.

Ñëåäîâàòåëíî
1

s̃− λk
f =

{
− 1

λk
+

1

λkE ′(λk)

(
t− 1

λk

)
eλkt
}

t

∗̃ f.

Ïîíåæå ôóíêöèÿòà, çàäàâàùà îïåðàòîðà
1

s̃− λk
f , å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ñúáèðà-

åìî oò âèäà aeλkt, a ∈ C å êîíñòàíòà, ìîæå äà çàïèøåì:

1

s̃− λk
f =

{
− 1

λk
+

(
1

λkE ′(λk)
t+ a

)
eλkt
}

t

∗̃ f,

êúäåòî a ∈ C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Ùå îïðåäåëèì a òàêà, ÷å ôóíêöèÿòà

− 1

λk
+

(
1

λkE ′(λk)
t+ a

)
eλkt

äà ïðèíàäëåæè íà C̃k. Ïðåñìÿòàìå

Λk

{
− 1

λk
+

(
1

λkE ′(λk)
t+ a

)
eλkt
}

= −λkeλkt
(

1

λk
+ E ′(λk)a+

E ′′(λk)

2λkE ′(λk)

)
.

Òàçè ïðîåêöèÿ å ðàâíà íà íóëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

a = − 1

λk
− E ′′(λk)

2E ′(λk)
.

Ñëåäîâàòåëíî

− 1

λk
+

(
1

λkE ′(λk)
t− 1

λk
− E ′′(λk)

2E ′(λk)

)
eλkt ∈ C̃k.

Ïðèìåð. Àêî χτ{f(τ)} =

∫ 1

0

f(τ)dτ , òîãàâà E ′(λk) =
1

λk
. Â òîçè êîíêðåòåí ñëó-

÷àé ïîëó÷àâàìå:

l

{
teλkt

E ′(λk)

}
= − 1

λk
+

(
t− 1

λk

)
eλkt.

Ñëåäîâàòåëíî
1

s̃− λk
f =

{
− 1

λk
+

(
t− 1

λk

)
eλkt
}

t

∗̃ f.
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Ìîæå äà çàïèøåì è
1

s̃− λk
f =

{
− 1

λk
+ (t+ a) eλkt

}
t

∗̃ f,

êúäåòî a ∈ C å êîíñòàíòà.

Äà íàìåðèì ïðîåêöèÿòà íà ôóíêöèÿòà − 1

λk
+ (t+ a) eλkt ïðè Λk. Íàìèðàìå:

Λk

{
− 1

λk
+ (t+ a) eλkt

}
= ϕk(t)

t∗ f(t) = (l{ϕk(t)})
t

∗̃ f(t) =

(
1

2
+ a

)
eλkt.

Îò òóê ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà − 1

λk
+ (t+ a) eλkt, ïðåäñòàâÿùà îïåðàòîðà

1

s̃− λk
,

ïðèíàäëåæè íà C̃k òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî a = −1

2
. Ò. å. èìà âèäà

− 1

λk
+

(
t− 1

2

)
eλkt = − 1

λk
+B1(t)eλkt,

êúäåòî B1(t) = t− 1

2
å ïúðâèÿò ïîëèíîì íà Áåðíóëè.

Äà îòáåëåæèì, ÷å − 1

λk
+B1(t)eλkt ìîæå äà ñå ïîëó÷è äèðåêòíî îò

l
{
A1(t)eλkt

}
= − 1

λk
+B1(t)eλkt,

êúäåòî

A1(t) = λnt+ 1− λn
2

å ñúîòâåòíèÿ ïîëèíîì íà Àïåë, ó÷àñòâàù â ïðåäñòàâÿíåòî íà êîíâîëþöèîííèÿ îïå-

ðàòîð
1

s̃− λk
êàòî ôóíêöèÿ îò C̃k ñïðÿìî êîíâîëþöèÿòà

t∗.

Â îáùèÿ ñëó÷àé èìàìå

1

(s̃− λk)m
=
{
Am(t)eλkt

} t∗ =

{
(−1)m

λmk
+

1

m!
Bm(t)eλkt

}
t

∗̃ .

Òîâà ïðåäñòàâÿíå å â ñèëà çàùîòî îò Ëåìà 2.16 ñëåäâà

l
{
Am(t)eλkt

}
=

(−1)m

λmk
+

1

m!
Bm(t)eλkt,

êúäåòî Bm(t) e m-òèÿò ïîëèíîì íà Áåðíóëè, à Am(t) ñà ïîëó÷åíè ïî îïèñàíèÿò â
Ëåìà 2.14 íà÷èí.

Ôóíêöèèòå
(−1)m

λmk
+

1

m!
Bm(t)eλkt

ìîæå äà ñå ïîëó÷àò íåçàâèñèìî îò ôóíêöèèòå Am(t)eλkt ïî íà÷èí ïîäîáåí íà îïèñàíèÿ
â Ëåìà 2.14, à èìåííî
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Ëåìà 2.18 Íåêà îçíà÷èì

B̃1(t) = − 1

λk
+B1(t)eλkt,

è ôóíêöèèòå B̃m+1(t) ñà ïîëó÷åíè ðåêóðåíòíî îò B̃1(t) ÷ðåç

B̃m+1(t) =

{
− 1

λk
+B1(t)eλkt

}
t

∗̃ B̃m(t),

çà m = 1, 2, ....
Òîãàâà

B̃m(t) =
(−1)m

λmk
+

1

m!
Bm(t)eλkt,

êúäåòî Bm(t) e m- òèÿ ïîëèíîì íà Áåðíóëè è B̃m(t) ∈ C̃k, çà m = 1, 2, ... .

Äîêàçàòåëñòâo. Àíàëîãè÷íî íà Ëåìà 2.14.
�

Äâóêðàòåí êîðåí. Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî λk å äâóêðàòåí êîðåí íà E(λ)

ò. å. E(λk) = E ′(λk) = 0 è E ′′(λk) 6= 0. Çà C̃k èìàìå:

C̃k =
{
f ∈ C : eλkt

t∗ f = {teλkt} t∗ f = 0
}

=

{
f ∈ C : {leλkt}

t

∗̃ f(t) =
(
l{teλkt}

) t

∗̃ f(t) = 0

}
.

Ùå âèäèì, ÷å âúâ âòîðîòî ìíîæåñòâî ìîæå äà ìàõíåì îïåðàòîðà l. Çà òàçè öåë
äà íàìåðèì l{teλkt}. Èìàìå

l{teλkt} =

∫ t

0

τeλkτdτ − χτ
{∫ τ

0

σeλkσdσ

}
=

=
1

λ2
k

− eλkt

λ2
k

+
teλkt

λk
− χτ

{
1

λ2
k

− eλkτ

λ2
k

+
τeλkτ

λk

}
=

=
1

λ2
k

− eλkt

λ2
k

+
teλkt

λk
− 1

λ2
k

−
χτ
{
eλkτ

}
λ2
k

+
χτ
{
τeλkτ

}
λk

.

Êàòî èçïîëçâàìå E(λk) = χτ
{
eλkτ

}
= 0 = E ′(λk) = χτ

{
τeλkτ

}
, íàìèðàìå

(2.68) l{teλkt} = −e
λkt

λ2
k

+
teλkt

λk
.

Îò òóê è îò {
leλkt

} t

∗̃ f =

{
eλkt

λk

}
t

∗̃ f.

íàìèðàìå, ÷å çà f ∈ C å èçïúëíåíî {leλkt}
t

∗̃ f(t) =
(
l{teλkt}

) t

∗̃ f(t) = 0 òîãàâà è ñàìî

òîãàâà êîãàòî {eλkt}
t

∗̃ f(t) =
(
teλkt

) t

∗̃ f(t) = 0. Ñëåäîâàòåëíî
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C̃k =
{
f ∈ C : eλkt

t∗ f = {teλkt} t∗ f = 0
}

=

{
f ∈ C : {eλkt}

t

∗̃ f(t) = {teλkt}
t

∗̃ f(t) = 0

}
.

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà çà åäíîêðàòåí êîðåí è òóê ùå íàìåðèì ôóíêöèÿ

÷ðåç êîÿòî îïåðàòîðúò
1

s̃− λk
ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êîíâîëþöèîíåí îïåðàòîð çà êîíâî-

ëþöèÿòà
t

∗̃. Îò ôîðìóëàòà (2.40) çà κk-êðàòåí êîðåí

1

s̃− λk
=

{
tκkeλkt

E(κk)(λk)

}
t∗

ïîëó÷àâàìå
1

s̃− λk
=

{
t2eλkt

E ′′(λk)

}
t∗ .

Îò Ëåìà 2.16 èìàìå

1

s̃− λk
=

{
t2eλkt

E ′′(λk)

}
t∗ =

(
l

{
t2eλkt

E ′′(λk)

})
t

∗̃ .

Ùå ïðåñìåòíåì l

{
t2eλkt

E ′′(λk)

}
. Ïúðâî íàìèðàìå

1

E ′′(λk)

∫ t

0

τ 2eλkτdτ =
1

λ3
kE
′′(λk)

(
−2 + eλkt(2− 2λkt+ λ2

kt
2)
)
.

Ñëåäîâàòåëíî

l

{
t2eλkt

E ′′(λk)

}
=

∫ t

0

τ 2eλkτ

E ′′(λk)
dτ − χτ

{∫ τ

0

σ2eλkσ

E ′′(λk)
dσ

}
=

=
1

λk
+ (λ2

kt
2 − 2λkt+ 2)

eλkt

E ′′(λk)
.

Ïîëó÷èõìå, ÷å ïðè äâóêðàòåí êîðåí λk íà E(λ) èìàìå

1

s̃− λk
=

{
1

λk
+ (λ2

kt
2 − 2λkt+ 2)

eλkt

E ′′(λk)

}
t

∗̃ .

κk- êðàòåí êîðåí

Íåêà λk å κk êðàòåí êîðåí íà èíäèêàòðèñàòà E(λ). Ùå äîêàæåì åäíà ëåìà îïèñ-

âàùà ìíîæåñòâîòî C̃k ÷ðåç
t

∗̃.
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Ëåìà 2.19 Íåêà f ∈ C. Òîãàâà

eλkt
t∗ f = {teλkt} t∗ f = ... = {tκk−1eλkt} t∗ f = 0

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

eλkt
t

∗̃ f(t) = {teλkt}
t

∗̃ f(t) = ... = {tκk−1eλkt}
t

∗̃ f = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæå äà ñå äîêàæå äèðåêòíî ñ èíäóêöèÿ ïî êðàòíîñòòà κk íà λk
êàòî êîðåí íà E(λ).
�

Îò Ëåìà 2.19 ñëåäâà, ÷å:

C̃k =
{
f ∈ C : eλkt

t∗ f = {teλkt} t∗ f = ... = {tκk−1eλkt} t∗ f = 0
}

=

=

{
f ∈ C : eλkt

t

∗̃ f(t) = {teλkt}
t

∗̃ f(t) = ... = {tκk−1eλkt}
t

∗̃ f = 0

}
.
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3 Îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çà-

äà÷è îò ïúðâè ðîä çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíå-

òî

Îïåðàòîðúò
d2

dx2
ñå ðàçãëåæäà â ïðîñòðàíñòâîòî íà äâóêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè â

èíòåðâàëà [0, a] èëè âúðõó îñòà [0,∞). Îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ ñâúðçàíè ñ êâàäðàòà
íà äèôåðåíöèðàíåòî öåëÿò åôåêòèâíî ðåøàâàíå íà ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà

P

(
d2

dx2

)
y = f,

y(0) = α0, y′′(0) = α1, ..., y
(2n−2)(0) = αn−1,

Φ{y} = β0, Φ{y′′} = β1, ..., Φ{y(2n−2)} = βn−1,

êúäåòî Φ å íåíóëåâ ëèíååí ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâîòî C1([0, a]) èëè C1[0,∞) íà
ãëàäêèòå ôóíêöèè, à P å ïîëèíîì ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è degP = n.

Äà ðàçãëåäàìå íàé-ïðîñòàòà çàäà÷à îò òîçè òèï:

(3.1)
d2y

dx2
+ λ2y = f(x), x ∈ (0, a), y(0) = 0, Φξ{y(ξ)} = 0,

êúäåòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å ëèíåéíèÿò ôóíêöèîíàë Φ å äåôèíèðàí âúðõó C1([0, a]) èëè
C1([0,∞). Âñåêè òàêúâ ôóíêöèîíàë Φ èìà ñòèëòéåñîâî ïðåäñòàâÿíå îò âèäà:

(3.2) Φξ{f(ξ)} = Af(a) +

∫ a

0

f ′(η)dα(η), f ∈ C1[0, a],

êúäåòî α e ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ, à A å êîíñòàíòà. Ùå ïðåäïîëàãàìå îùå,
÷å Φξ{ξ} 6= 0. Â òîçè ñëó÷àé áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ùå ñ÷èòàìå, ÷å

(3.3) Φξ{ξ} = 1.

Â çàäà÷èòå íà êëàñè÷åñêàòà ìàòåìàòè÷åñêà ôèçèêà (âèæ. íàïðèìåð Ïîëÿíèí [84])
ëèíåéíèÿò ôóíêöèîíàë Φ îáèêíîâåíî å îò âèäà

Φξ{f(ξ)} = f(a) èëè Φξ{f(ξ)} = f ′(a)− hf(a),

êúäåòî h å êîíñòàíòà. Àêî èñêàìå òåçè ôóíêöèîíàëè äà óäîâëåòâîðÿâàò (3.3), çàïèñ-
âàìå ãè âúâ âèäà

Φξ{f(ξ)} =
1

a
f(a) èëè Φξ{f(ξ)} =

1

1− ha
(f ′(a)− hf(a)) .

Ôóíêöèÿòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
ñå íàðè÷à ñèíóñîâà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà

Φ.
Ïúðâî ðàçãëåæäàìå çàäà÷à (3.1) çà òàêèâà λ, ïðè êîèòî E(λ) 6= 0. Â òîçè ñëó÷àé

ðåøåíèåòî íà (3.1) å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð R−λ2(f) íà (3.1):

(3.4) R−λ2(f) =
1

λ

∫ x

0

f(ξ) sinλ(x− ξ)dξ − sinλx

λE(λ)
Φξ

{
1

λ

∫ ξ

0

f(η) sinλ(ξ − η)dη

}
.



Ïðè îãðàíè÷åíèåòî Φξ{ξ} = 1 òîçè ðåçîëâåíòåí îïåðàòîð å äåôèíèðàí ïðè λ = 0.
Îçíà÷àâàìå Lf(x) = R0(f) è íàìèðàìå

(3.5) Lf(x) =

∫ x

0

(x− ξ)f(ξ)dξ − xΦξ

{∫ ξ

0

(ξ − η)f(η)dη

}
.

L å äåñíèÿò îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2

îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lf)(0) = 0 è Φξ{Lxf(ξ)} = 0.
Íà âñåêè êîðåí λn íà óðàâíåíèåòî E(λ) = 0 ñúîòâåòñòâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò −λ2

n

íà ñïåêòðàëíàòà çàäà÷à

(3.6)
d2y

dx2
+ λ2y = 0, x ∈ (0, a), y(0) = 0, Φξ{y(ξ)} = 0.

Ñïåêòúðúò íà òàçè çàäà÷à å íåïðàçåí, êîãàòî íîñèòåëÿò íà ôóíêöèîíàëà Φ ñú-
äúðæà ïîíå åäíà òî÷êà ðàçëè÷íà îò 0. Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî òàêèâà
ôóíêöèîíàëè.

Íåêà íóëèòå íà E(λ) ñà λn, ñúîòâåòíî ñ êðàòíîñòòè κn, n = 1, 2, ..., ò. å.

E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0, E(κn)(λn) 6= 0,

çà n = 1, 2, 3, ....
Íà âñÿêà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò −(λn)2 ñ êðàòíîñò κn ñúîòâåòñòâà ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ

sinλnx è κn − 1 íà áðîé ïðèñúåäèíåíè ôóíêöèè x cosλnx, x2 sinλnx, ..., xκn−1 sinλnx
àêî κn å íå÷åòíî è x cosλnx, x2 sinλnx, ..., xκn−1 cosλnx, àêî κn å ÷åòíî (âæ. [50]).

Ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð (3.4) ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà äåôèíèðàíå íà ñïåêòðàëíèòå
ïðîåêòîðè, ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà (3.6).

Äåôèíèöèÿ 3.1 [50] Ñúîòâåòñòâèåòî

(3.7) f(x) 7→ Pλn{f} =
1

πi

∫
Γn

R−λ2(f)λdλ, n = 1, 2, 3, ...,

êúäåòî Γn å ïðîñò êîíòóð â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ñúäúðæàù ñàìî íóëàòà λn íà
E(λ) è íèêîÿ äðóãà íóëà, ñå íàðè÷à ñïåêòðàëåí ïðîåêòîð íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (3.1),
ñâúðçàí ñ íóëàòà λn íà èíèäèêàòðèñàòà E(λ).

Îñíîâåí ïðîáëåì ïðè ñïåêòðàëíèòå ïðîåêöèè å çàäà÷àòà çà åäèíñòâåíîñò èëè òî-
òàëíîñò, ò. å. êîãà îò Pλn{f} ≡ 0 çà n = 1, 2, ... ñëåäâà f ≡ 0. Ðåøåíèå íà òîçè ïðîáëåì
çà êðàåí èíòåðâàë [a, b] ñå äàâà îò òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ [36]: Íåîáõîäèìî è äîñòà-
òú÷íî óñëîâèå çà òîòàëíîñò íà Pλn å äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà [0, a] äà ïðèíàäëåæè
íà íîñèòåëÿ supp Φ íà ôóíêöèîíàëà Φ, ò. å. a ∈ supp Φ.

Ïðèìåð. Íåêà λn å ïðîñòà íóëà íà E(λ). Òîãàâà

(3.8) Pλn{f} = − 1

E ′(λn)
Φξ

{∫ ξ

0

f(η) sinλn(ξ − η)dη

}
sinλnx.

Â êðàÿ íà ãëàâàòà ùå ïðèâåäåì ïðèìåðè íà ïðîåêòîðè ñâúðçàíè ñ êðàòíè íóëè
ïðè êîíêðåòíè ôóíêöèîíàëè.
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3.1 Êîíâîëþöèÿ íà äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð L íà îïåðàòîðà
çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî

Â Äèìîâñêè [45] ñà ðàçâèòè åëåìåíòè îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðà L â ïðîñ-
òðàíñòâîòî C1 íà äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè â èíòåðâàë [0, a]. Ñëåäâàí å ìåòîäúò
íà Ìèêóñèíñêè, êàòî âìåñòî Äþàìåëîâàòà êîíâîëþöèÿ å èçïîëçâàíà êîíâîëþöèÿòà
(3.9).

Òåîðåìà 3.1 (Äèìîâñêè [45] ñòð. 119) Íåêà f, g ∈ C1([0, a]). Òîãàâà îïåðàöèÿòà
x∗:

(3.9) (f
x∗ g)(x) = −1

2
Φ̃ξ{h(x, ξ)},

êúäåòî Φ̃ξ = Φξ ◦ lξ ñ lξf(ξ) =

∫ ξ

0

f(ζ)dζ è

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη

å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C1([0, a]), çà êîÿòî ðåçîëâåí-
òíèÿò îïåðàòîð R−λ2f èìà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà

(3.10) R−λ2f =

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f

è ïî-ñïåöèàëíî, Lf(x) = {x} x∗ f .

Äîêàçàòåëñòâî. (Âæ. Äèìîâñêè [45] ñòð. 119.)
Î÷åâèäíî å, ÷å àêî f, g ∈ C([0, a]) òî f

x∗ g ∈ C([0, a]),
ò. å.

x∗ : C([0, a])× C([0, a])→ C([0, a]).

Áèëèíåéíîñò íà (3.9). Îò ëèíåéíîñòòà íà ó÷àñòâàùèòå èíòåãðàëè â äåôèíè-
öèÿòà íà (3.9) è ëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëà Φ, âåäíàãà ñëåäâà áèëèíåéíîñòòà íà
x∗.

Êîìóòàòèâíîñò íà (3.9). Êîìóòàòèâíîñòòà íà
x∗ ùå äîêàæåì êàòî íàïðàâèì

ñìÿíà íà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà â äâàòà èíòåãðàëà, ó÷àñòâàùè â èçðàçà çà
h(x, ξ). Ïo-ïîäðîáíî, íåêà äà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ èíòåãðàë∫ ξ

x

f(ξ + x− η)g(η)dη

ïîëàãàìå α = ξ + x− η ñëåäîâàòåëíî dη = −dα è ξ > α > x. Ïîëó÷àâàìå∫ ξ

x

f(ξ + x− η)g(η)dη =

∫ ξ

x

f(α)g(ξ + x− α)dα.

Àíàëîãè÷íî íåêà äà ðàçãëåäàìå è âòîðèÿ èíòåãðàë ó÷àñòâàù â èçðàçà çà h(x, ξ)∫ ξ

−x
f(|ξ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ξ − x− η))dη.
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Ïîëàãàìå α = ξ − x− η ñëåäîâàòåëíî dη = −dα è ξ > α > −x. Ïîëó÷àâàìå∫ ξ

−x
f(|ξ−x− η|)g(|η|)sgn(η(ξ−x− η))dη =

∫ ξ

−x
f(|α|)g(|ξ−x−α|)sgn((ξ−x−α)α)dα.

Ñëåäîâàòåëíî f
x∗ g = g

x∗ f .

Àñîöèàòèâíîñò íà (3.9). Ïúðâî ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà (3.9) çà ôóí-
êöèè îò âèäà sinλx. Íåêà ÷èñëàòà λ, µ ∈ C ñà ïðîèçâîëíè íî λ 6= µ. Èìàìå:

{sinλx} x∗ {sinµx} =
Φξ{cos ξλ} sinµx− Φξ{cos ξµ} sinλx

λ2 − µ2
.

Îò òóê íàìèðàìå äèðåêòíî, ÷å:

(3.11)
(
{sinλx} x∗ {sinµx}

)
x∗ {sin νx} = {sinλx} x∗

(
{sinµx} x∗ {sin νx}

)
.

Äèôåðåíöèðàéêè (3.11) 2m ïúòè ïî λ, 2n ïúòè ïî µ è 2p ïúòè ïî ν íàìèðàìå(
{x2m sinλx} x∗ {x2n sinµx}

)
x∗ {x2p sin νx} = {x2m sinλx} x∗

(
{x2n sinµx} x∗ {x2p sin νx}

)
.

Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íà λµν è ãî çàïèñâàìå âúâ âèäà:(
{x2m sinλx

λ
} x∗ {x2n sinµx

µ
}
)

x∗ {x2p sin νx

ν
} = {x2m sinλx

λ
} x∗
(
{x2n sinµx

µ
} x∗ {x2p sin νx

ν
}
)
.

Ïðè ãðàíè÷åí ïðåõîä λ→ 0, µ→ 0 è ν → 0, ïîëó÷àâàìå

(3.12)
(
{x2m+1} x∗ {x2n+1}

)
x∗ {x2p+1} = {x2m+1} x∗

(
{x2n+1} x∗ {x2p+1}

)
.

Òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà m,n, p = 0, 1, 2, ....
Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà

x∗, îò ðàâåíñòâî (3.12), ñëåäâà àñîöèàòèâíîñòòà íà
x∗ çà

ïîëèíîìè íà x îò íå÷åòíà ñòåïåí. Ïîä ïîëèíîìè íà x îò íå÷åòíà ñòåïåí ùå ðàçáèðàìå
ïîëèíîìè íà x â êîèòî âñè÷êè êîåôèöèåíòèòå ïðåä x íà ÷åòíà ñòåïåí ñà ðàâíè íà
íóëà. Ò. å. àêî P,Q,R ñà ïîëèíîìè îò âèäà:

P (x) =

p∑
l=0

alx
2l+1, Q(x) =

q∑
m=0

bmx
2m+1, R(x) =

r∑
n=0

cnx
2n+1,

èìàìå (
P (x)

x∗ Q(x)
)
x∗ R(x) = P (x)

x∗
(
Q(x)

x∗ R(x)
)
.

Ïîíåæå âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C([0, a]) çà êîÿòî f(0) = 0 ìîæå äà ñå ïðèáëèæè
ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè îò íå÷åòíà ñòåïåí è ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà

x∗ ñëåäâà
àñîöèàòèâíîñòòà íà

x∗ çà ôóíêöèè f, g, h çà êîèòî f, g, h ∈ C([0, a]) è f(0) = g(0) =
h(0) = 0 ò. å. çà òàêèâà ôóíêöèè èìàìå(

f
x∗ g
)
x∗ h = f

x∗
(
g
x∗ h
)
.
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Çà äà äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
x∗ çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè îò C([0, a]) (ò. å. äà

îòïàäíå óñëîâèåòî f(0) = g(0) = h(0) = 0 çà f, g, h ∈ C([0, a])) äèðåêòíî ïðîâåðÿâàìå,
÷å çà g, h ∈ C([0, a]) è g(0) = h(0) = 0 å èçïúëíåíî:(

{1} x∗ g
)
x∗ h = {1} x∗

(
g
x∗ h
)

è (
{1} x∗ {1}

)
x∗ h = {1} x∗

(
{1} x∗ h

)
.

Òàçè ïðîâåðêà å åëåìåíòàðíà.
Ðàâåíñòâî (3.10) ñå äîêàçâà ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà.

�

Âàæíî ñâîéñòâî íà êîíâîëþöèîííîòî ïðîèçâåäåíèå (f
x∗ g)(x) å, ÷å òî âèíàãè

óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå Φξ{f
ξ
∗ g} = 0.

Ëåìà 3.1 Àêî f, g ∈ C([0, a]), òî Φξ{f
ξ
∗ g} = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò äåôèíèöèÿòà íà êîíâîëþöèÿòà
x∗ ïîëó÷àâàìå:

Φx

{
(f

x∗ g)(x)
}

= −1

2
ΦxΦξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
,

êúäåòî

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− σ)g(σ)dσ −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− σ|)g(|σ|)sgn

(
σ(ζ − x− σ)

)
dσ.

Îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè Îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè (âæ. [26], ñòð. 292) çà Ñòèëòéåñî-
âèÿò èíòåãðàë

Φξ{f(ξ)} = Af(a) +

∫ a

0

f ′(σ)dα(σ),

èìàìå
ΦxΦξ{p(x, ξ)} = ΦξΦx{p(x, ξ)}.

Toãàâà

ΦxΦξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
= ΦξΦx

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
.

Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2.2 çà êîíâîëþöèÿòà
t∗ è òóê íàìèðàìå:

Φx

{
(f

x∗ g)(x)
}

= −Φξ{(f
ξ
∗ g)(ξ)}

è êàòî çàìåíèì ξ ñ x â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

Φx

{
(f

x∗ g)(x)
}

= −Φx{(f
x∗ g)(x)},

Ñëåäîâàòåëíî Φx{(f
x∗ g)(x)} = 0.

�
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Â íàìåðåíèòå ïî-íàòàòúê òî÷íè ðåøåíèÿ íà ãðàíè÷íè çàäà÷è, ùå ó÷àñòâàò âòîðà
è ÷åòâúðòà ïðîèçâîäíà îò êîíâîëþöèÿòà (f

x∗ g)(x). Çàòîâà ñåãà ùå èçâåäåì ôîðìóëè

çà
∂2

∂x2
(f

x∗ g)(x),
∂4

∂x4
(f

x∗ g)(x).

Äà ïðèïîìíèì äåôèíèöèÿòà íà (f
x∗ g)(x):

(3.13) (f
x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
,

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη,

f, g ∈ C[0, a].
Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

k(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη +

∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη.

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

∂

∂x
h(x, ζ) =

∂

∂ζ
k(x, ζ),

∂

∂x
k(x, ξ) =

∂

∂ξ
h(x, ξ)− 2f(x)g(ξ)− 2g(x)f(ξ)

è k(x, 0) = 0.
Èìàìå

∂

∂x
(f

x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

∂

∂x
h(x, ζ)dζ

}
= −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

∂

∂ζ
k(x, ζ)dζ

}
=

= −1

2
Φξ {k(x, ξ)− k(x, 0)} = −1

2
Φξ {k(x, ξ)} .

Îò òóê çà
∂2

∂x2
(f

x∗ g)(x) íàìèðàìå:

∂2

∂x2
(f

x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{
∂

∂x
k(x, ξ)

}
= −1

2
Φξ

{
∂

∂ξ
h(x, ξ)− 2f(x)g(ξ)− 2g(x)f(ξ)

}
.

∂

∂x
k(x, ζ) =

∂

∂x

(∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη +

∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη

)
=

=

∫ ζ

x

f ′(ζ + x− η)g(η)dη − f(ζ)g(x)−
∫ ζ

−x
f ′(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η)dη −

−
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)2δ(ζ − x− η)sgn(η)dη + f(ζ)g(x) =

=

∫ ζ

x

f ′(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f ′(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η)dη − 2f(0)g(|ζ − x|).
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Â èçâîäà ñìå èçïîëçâàëè, ÷å

∂

∂x

(
sgn(η(ζ − x− η))

)
= −2δ(ζ − x− η) sgn(η)

è ∫ b

a

f(η)δ(η − c)dη = f(c),

êúäåòî δ å ôóíêöèÿòà íà Äèðàê.
Ïîíÿêîãà ùå å óäîáíî äà ñå èçïîëçâà è ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå ïðè êîåòî ñìå �ïðåõ-

âúðëèëè� ïðîèçâîäíàòà îò f íà g:

∂

∂x
k(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ+x−η)g′(η)dη+

∫ ζ

−x
f(|ζ−x−η|)g′(|η|)sgn(ζ−x−η)dη−2f(ζ−x)g(0).

Â ïðèëîæåíèÿòà íà òàçè ôîðìóëà, ôóíêöèÿòà f(x) ùå áúäå ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà ôóíêöèèòå sinλx, x cosλx, x2 sinλx, ..., x2n sinλx, x2n+1 cosλx, n = 0, 1, 2, ... è
ñëåäîâàòåëíî ùå áúäå íå÷åòíà ôóíêöèÿ ò.å. f(−x) = −f(x). Äà îòáåëåæèì, ÷å â
ñëó÷àÿ ðàáîòèì ñàìî ñ ôóíêöèè äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà [0, a]. Ïîðàäè òîâà íå å
êîðåêòíî äà ñå ãîâîðè çà íå÷åòíè ôóíêöèè, íî ïîðàäè êîíêðåòíèÿ âèä íà f èìàìå
f(−x) = −f(x). Ïðè òàêèâà f èìàìå f(|x|)sgn(x) = f(x). Ïîëó÷àâàìå

∂

∂x
k(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g′(η)dη +

∫ ζ

−x
f(ζ − x− η)g′(|η|)dη − 2f(ζ − x)g(0)

è ñëåäîâàòåëíî çà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà êîíâîëþöèÿòà (f
x∗ g)(x) èìàìå

∂2

∂x2
(f

x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{
−
∫ x

0

(
f(η + ξ − x) + f(x+ ξ − η)

)
g′(η)dη +(3.14)

+

∫ ξ

0

(
f(x+ ξ − η)− f(ξ − x− η)

)
g′(η)dη −

−2g(0)f(ξ − x) + 2f(ξ)g(x)− 2f(ξ)g(x)
}
.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïðè f(−x) = −f(x) çà ÷åòâúðòàòà ïðîèçâîäíà íà êîíâîëþ-
öèÿòà (f

x∗ g)(x) èìàìå

∂4

∂x4
(f

x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ x

0

(
f ′(η + ξ − x)− f ′(x+ ξ − η)

)
g′′(η)dη +(3.15)

+

∫ ξ

0

(
f ′(x+ ξ − η)− f ′(ξ − x− η)

)
g′′(η)dη −

−2
(
f ′′(x)(g(ξ)− g(0)) + g′′(x)(f(ξ)− f(0)) + g(0)(f ′′(ξ − x)− f ′′(x))

)}
.
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3.1 Êîíâîëþöèÿ íà äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð

3.1.1 Ïðîåêöèîííè ñâîéñòâà íà êîíâîëþöèÿòà
x∗

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè âðúçêè íà îïåðàöèÿòà
x∗ ñúñ ñïåêòðàëíèòå ïðîåêòîðè Pλn íà

ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (3.1) äåôèíèðàí ñ ðàâåíñòâî (3.7).
Íà ïðîåêòîðà Pλn ìîæå äà ñå ãëåäà êàòî íà àíàëîã íà êðàéíà èíòåãðàëíà òðàíñ-

ôîðìàöèÿ. Êàòî òàêúâ òîé ïðèòåæàâà íÿêîè îïåðàöèîííè ñâîéñòâà. Ïúðâîòî îò òÿõ
å ïðåäñòàâÿíåòî

(3.16) Pλn{f} = (ϕn
x∗ f)(x),

êúäåòî

(3.17) ϕn(x) =
1

πi

∫
Γn

sinλx

λE(λ)
dλ.

Îò òóê ñå âèæäà, ÷å àêî êðàòíîñòòà íà λn êàòî êîðåí íà E(λ) = 0 e κn òî ϕn(x) å
ôóíêöèÿ îò âèäà

(3.18) ϕn(x) = an,1 sinλnx+ a2x cosλnx+ ...+ an,κn−1x
κn−1 sinλnx

àêî κn å íå÷åòíî è

(3.19) ϕn(x) = an,1 sinλnx+ a2x cosλnx+ ...+ an,κn−1x
κn−1 cosλnx

àêî κn å ÷åòíî.
Òóê an,1, an,2, ..., an,κn−1 ñà êîíñòàíòè è an,κn−1 6= 0.

Ôóíêöèèòå ϕn(x), n = 1, 2, ..., èìàò ñâîéñòâàòà:

(3.20) ϕn(x)
x∗ ϕn(x) = ϕn(x), ϕn(x)

x∗ ϕk(x) = 0, n 6= k.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà òåçè ñâîéñòâà âèæ. Äèìîâñêè [45], ñòð. 166 è [50].

Çà ïðèìåð ùå íàìåðèì ôóíêöèÿòà ϕn(x) ïðè λn åäíî, äâó è òðèêðàòåí êîðåí íà
E(λ) = 0. Çà íàìèðàíåòî íà ϕn(x) ùå èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî ϕn(x)

x∗ ϕn(x) = ϕn(x).

Àêî λn å åäíîêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0 íàìèðàìå

ϕn(x) =
2

E ′(λn)
sinλnx.

Àêî λn å äâóêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0 íàìèðàìå

ϕn(x) = − 4E ′′′(λn)

3E ′′2(λn)
sinλnx+

4

E ′′(λn)
cosλnx.

Àêî λn å òðèêðàòåí êîðåí íà E(λ) = 0 íàìèðàìå

ϕn(x) = 3
5E(4)(λn)2 − 4E ′′′(λn)E(5)(λn)

20E ′′′3(λn)
sinλnx−

3E(4)(λn)

E ′′′(λn)2
cosλnx−

6

E ′′′(λn)2
x2 sinλnx.
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Çà ïðîåêòîðà Pλn{f} èìàìå:

Pλn{f} ∈ span{sinλnx, x cosλnx, ..., x
κn−1 sinλnx}

àêî κn å íå÷åòíî è

Pλn{f} ∈ span{sinλnx, x cosλnx, ..., x
κn−1 cosλnx}

àêî κn å ÷åòíî.
Êîíêðåòåí ïðèìåð íà íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à âêëþ÷âàùà ôóíêöèîíàë ïðè

êîéòî âúçíèêâàò òðèêðàòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè å ðàçãëåäàíà ïîäðîáíî â [94].
Ïî-ïîäðîáíî çà ðàçâèòèåòî íà ôóíêöèè â ðåäîâå ïî ñîáñòâåíè è ïðèñúåäèíåíè

ôóíêöèè ñâúðçàíè ñ íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è âæ. [35], [37], [38].

Ùå ñèñòåìàòèçèðàìå ñâîéñòâàòà íà Pλn â ñëåäâàùàòà ëåìà:

Ëåìà 3.2 Ïðîåêòîðúò (3.7) èìà ñâîéñòâàòà:

(3.21) PλmPλn = δmnPλn , m, n = 0, 1, ..., êúäåòî δmn å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð;

(3.22) Pλn{f
x∗ g} = Pλn{f}

x∗ Pλn{g}, f, g ∈ C(0, a);

(3.23) Pλn{f ′′(x)} = (Pλn{f(x)})′′ − Φξ{f(ξ)}ϕn(x) +
(
Φ{1}ϕn(x)− Pλn{1}

)
f(0),

f ∈ C2[0, a];

(3.24) R−λ2(Pλn{f}) = Pλn {R−λ2(f)} , f ∈ C1(0, a).

Äîêàçàòåëñòâî. Âæ. [50].

Îïåðàöèîííèòå ñâîéñòâà (3.21) - (3.24), ìîãàò äà áúäàò îñíîâà íà îïåðàöèîííî
ñìÿòàíå çà ðàçãëåæäàíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à, êîãàòî å â ñèëà òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ
(âæ. [34] è [36]). Àêî íå å â ñèëà òàçè òåîðåìà, ñå íàëàãà äà ñå èçïîëçóâà äèðåêòíèÿ
àëãåáðè÷åí ïîäõîä íà Ìèêóñèíñêè, êîåòî ïðàâèì ïî-íàòàòúê.
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3.1 Êîíâîëþöèÿ íà äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð

Ùå ïðèâåäåì íÿêîëêî ïðèìåðà íà êîíâîëþöèîííè ïðîèçâåäåíèÿ, êîèòî ùå èçïîë-
çâàìå ïî-íàòàòúê.

{sinλx} x∗ {sinλx} = −E(λ)

2
x cosλx+

1

2λ
(E(λ) + λE ′(λ)) sinλx,

{sinλx} x∗ {x cosλx} =
E(λ)

4λ
x cosλx+

(
E(λ)

4
x2 − E(λ)

4λ2
+
E ′(λ)

4λ
+
E ′′(λ)

4

)
sinλx,

{sinλx} x∗ {x2 sinλx} =

(
−1

6
x2 +

1

4λ2

)
E(λ)x cosλx+

+

(
E(λ)

4λ
x2 − E(λ)

4λ3
+
E ′(λ)

4λ2
− E ′′(λ)

4λ
− E ′′′(λ)

6

)
sinλx,

{x cosλx} x∗ {x cosλx} =

[
E(λ)

12
x2 − E(λ)

4λ2
+
E ′(λ)

2λ
+
E ′′(λ)

4

]
x cosλx+

+

(
E ′(λ)

4
x2 +

E(λ)

4λ3
− E ′(λ)

4λ2
+
E ′′′(λ)

12

)
sinλx,

{x cosλx} x∗ {x2 sinλx} = −
(
E ′(λ)

6
x2 +

3E(λ)

8λ3
− E ′(λ)

2λ2
+
E ′′(λ)

4λ
+
E ′′′(λ)

6

)
x cosλx+

+

[
E(λ)

24
x4 −

(
E(λ)

8λ2
− E ′(λ)

4λ

)
x2 +

+
3E(λ)

8λ4
− 3E ′(λ)

8λ3
+
E ′′(λ)

8λ2
− E(4)(λ)

24

]
sinλx,

{x2 sinλx} x∗ {x2 sinλx} = −

[
E(λ)

60
x4 − E ′′(λ)

6
x2+

+
3E(λ)

4λ4
− E ′(λ)

λ3
+
E ′′(λ)

2λ2
− E(4)(λ)

12

]
x cosλx+

+

[
−E

′(λ)

12
x4 +

(
−E(λ)

4λ3
+
E ′(λ)

2λ2
− E ′′(λ)

2λ
− E ′′′(λ)

6

)
x2 +

+
3E(λ)

4λ5
− 3E ′(λ)

4λ4
+
E ′′(λ)

4λ3
− E(5)(λ)

60

]
sinλx.
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3.2 Äèðåêòåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä

Ùå ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî C êîåòî å åäíî îò ïðîñòðàíñòâàòà C([0, a]) èëè C([0,∞))
íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â [0, a] èëè â [0,∞) ñ äâåòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå ” + ”
è êîíâîëþöèîííî óìíîæåíèå, êàòî âìåñòî �ñòàíäàðòíîòî�, �ïîòî÷êîâî� óìíîæåíèå
íà ôóíêöèè îçíà÷àâàíî ñ ”.” è f(t)g(t), ùå ðàçãëåæäàìå îïåðàöèÿòà êîíâîëþöèÿ

x∗
çàäàäåíà ñ (3.9). Ìíîæåñòâîòî C ñ îïåðàöèèòå ” + ” è

x∗, å ïðúñòåí.
Ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

x∗).
Ïúðâî ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà ìóëòèïëèêàòîð íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

x∗).

Äåôèíèöèÿ 3.2 Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð M : C → C ñå íàðè÷à ìóëòèïëèêàòîð íà

êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
x∗) àêî çà âñè÷êè f, g ∈ C å èçïúëíåíî

(3.25) M(f
x∗ g) = (Mf)

x∗ g.

Ïðèìåð çà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
x∗) ñà êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè f x∗, îïðåäå-

ëåíè çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C è äåéñòâàùè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: (f
x∗)g = f

x∗ g.
Ïîðàäè àñîöèàòèâíîñòòà íà

x∗ îïåðàòîðèòå f x∗ ñà ìóëòèïëèêàòîðè íà àëãåáðàòà (C,
x∗).

Äðóã ïðèìåð çà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
x∗) ñà ÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè.

Äåôèíèöèÿ 3.3 Íåêà α ∈ R (èëè C). Òîãàâà îïåðàòîðúò [α] : C → C, äåôèíèðàí

÷ðåç [α]f = {αf} ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð íà àëãåáðàòà (C,
x∗).

3.2.1 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C([0, a]),
x∗)

å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [72]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Ïî ïðàâèëî â M èìà
åëåìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè êîèòî íå ñà äåëèòåëè
íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêúâ åëåìåíò å ìóëòèïëèêàòîðúò {x} x∗.

Íàèñòèíà äà äîïóñíåì, ÷å {x} x∗ å äåëèòåë íà íóëàòà ò.å., ÷å ñúùåñòâóâà f(x) ∈ C,
f 6= 0 è {x} x∗ f = 0. Oò Òåîðåìà 3.1 èìàìe {x} x∗ f = Lf è ñëåäîâàòåëíî Lf = 0.

Ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
d2

dx2
êúì ðàâåíñòâîòî Lf = 0. Ïîëó÷àâàìå

d2

dx2
Lf = 0. Ïîíåæå

L å äåñåí îáðàòåí íà îïåðàòîðà
d2

dx2
(âæ. (3.5)), oò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íàìèðàìå

f = 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî f 6= 0. Ñëåäîâàòåëíî {x} x∗ íå å äåëèòåë íà
íóëàòà â M.

Ñ N îíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M. Ìíî-
æåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí êàêòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà ïðúñòåíúò íà
ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.
Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë íà íóëàòà.
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Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ"(âæ. Ëåíã [71], ñòð. 53).

Â ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî-êîéòî ïðúñòåíúò íà öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷àñò
îò ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è ïðúñòåíúò íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà
êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

x∗) ðàçãëåæäàìå êàòî ÷àñò îòM.

Òåîðåìà 3.2 ÏðúñòåíúòM ñúäúðæà êàòî ïîäïðúñòåí:
i) Îñíîâíîòî ïîëå R èëè C;
ii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C,

x∗);
iii) Ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

x∗).

Äîêàçàòåëñòâî. i) Âëàãàíåòî R ↪→M (èëè C ↪→M) ñå äåôèíèðà ñ èçîáðàæåíèåòî
α 7→ [α]. Îò ñúîòâåòñòâèåòî

α, β 7→ [αβ] =
αβL

L
=
αL

L

βL

L
= [α][β],

êúäåòî α, β ∈ R (èëè C) ñå âèæäà, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å âëàãàíå íà ïðúñòåíè. Çà
îçíà÷åíèåòî � [ ]� âæ. Äåôèíèöèÿ 3.3.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå äîêàçâàò ñëåäíèòå âëàãàíèÿ íà ïðúñòåíè:

ii) (C([0, a]),
x∗) ↪→M : f 7→ (Lf)

x∗
L

= [f ], f ∈ C;

iii) M ↪→M : M 7→ M

I
, êúäåòî I å èäåíòèòåòà â (C,

x∗).
�

Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íèòå îáåêòè: ÷èñëàòà, ôóíêöèèòå îò C, ìóë-
òèïëèêàòîðèòå è ìóëòèïëèêàòîðíèòå äðîáè êàòî åëåìåíòè íà åäèííàòà àëãåáðè÷íà
ñèñòåìàM.

Êàêòî ñïîìåíàõìå, åëåìåíòúò L íà M íå å äåëèòåë íà íóëàòà. Âàæåí çà ïî-
íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ å àëãåáðè÷íèÿò îáðàòåí íà L. Îçíà÷àâàìå ãî ñ

S =
1

L
.

Îïåðàòîðúò S å ñâúðçàí ñ îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
íî íå

âèíàãè ñúâïàäà ñ íåãî. Âðúçêàòà ìåæäó S è
d2

dx2
ñå äàâà îò ñëåäíàòà
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Òåîðåìà 3.3 Íåêà f ∈ C2. Òîãàâà

(3.26)
d2

dx2
f = Sf + S{xΦ{1} − 1}f(0)− Φξ{f(ξ)}.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïðåäñòàâÿíåòî (3.5) çà L íàìèðàìå

L
d2

dx2
f = f(x) + (xΦ{1} − 1)f(0)− xΦξ{f(ξ)}.

Êàòî óìíîæèì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ S è èçïîëçâàìå, ÷å S{x} = SL = 1 ïîëó÷àâàìå
(3.26).
�

Òåîðåìà 3.4 Íåêà f ∈ C2n çà n = 1, 2, ...,. Òîãàâà

(3.27)
d2n

dx2n
f = Snf +

n∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)}.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå äîêàæåì (3.27) ñ èíäóêöèÿ ïî n. Çà n = 1, ñïîðåä Òåîðåìà 3.3,
(3.27) å èçïúëíåíî. Äîïóñêàìå, ÷å (3.27) å âÿðíî ïðè n− 1 è ùå äîêàæåì ÷å (3.27) å
âÿðíî è çà n. Îò òîâà, ÷å (3.27) å âÿðíî ïðè n− 1 èìàìå

d2n−2

dx2n−2
f = Sn−1f +

n−1∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−1−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−1−j))(ξ)}.

Ïðåäñòàâÿìå 2n-òàòà ïðîèçâîäíà íà f ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
d2n

dx2n
f =

d2n−2

dx2n−2
f ′′. Ïîëó÷à-

âàìå

d2n

dx2n
f =

d2n−2

dx2n−2
f ′′ = Sn−1f ′′ +

n−1∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)}.

Èçïîëçâàìå (3.26) çà äà èçðàçèì f ′′ ÷ðåç S è íàìèðàìå

d2n

dx2n
f = Sn−1(Sf + S(xΦ{1} − 1)f(0)− Φξ{f(ξ)}) +

+
n−1∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)}.

d2n

dx2n
f = Snf + Sn(xΦ{1} − 1)f(0)− Sn−1Φξ{f(ξ)}+

+
n−1∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)}.

Îêîí÷àòåëíî íàìèðàìå

d2n

dx2n
f = Snf +

n∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}f (2(n−j))(0)− Sj−1Φξ{f (2(n−j))(ξ)}.
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�

Ïîäðîáíî ðàçïèñàíà äîêàçàíàòà ôîðìóëà (3.27) çà n = 1, 2, 3 èìà âèäà

d2

dx2
f = Sf + S{xΦ{1} − 1}f(0)− Φξ{f(ξ)};

d4

dx4
f = S2f + S2{xΦ{1} − 1}f(0)− SΦξ{f(ξ)}) +

+ S{xΦ{1} − 1}f ′′(0)− Φξ{f ′′(ξ)};

d6

dx6
f = S3f + S3{xΦ{1} − 1}f(0)− S2Φξ{f(ξ)}) +

+ S2{xΦ{1} − 1}f ′′(0)− SΦξ{f ′′(ξ)}+

+ S{xΦ{1} − 1}f (4)(0)− Φξ{f (4)(ξ)}.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å îò (3.27) ñå âèæäà, ÷å
d2n

dx2n
f ñúâïàäà ñ Snf àêî ôóíê-

öèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà íóëåâè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ò. å. f (2j)(0) = 0 è Φξ{f (2j)(ξ)} = 0,
çà j = 0, 1, ..., n− 1.

Ëåìà 3.3 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëîâ îïåðàòîð. Åëåìåíòúò S + λ2 å äåëèòåë íà íóëàòà â
M òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî E(λ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà E(λ) = 0. Îò (3.26) ñëåäâà

S{sinλx} =
d2

dx2
sinλx+ Φ{sinλx} = −λ2 sinλx+ λE(λ).

Ïîíåæå E(λ) = 0, ïîëó÷àâàìå (S + λ2) sinλx = 0. Ñëåäîâàòåëíî ïðè E(λ) = 0 åëå-
ìåíòúò S + λ2 å äåëèòåë íà íóëàòà âM. Îò òîâà äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà, ÷å è sinλx
å äåëèòåë íà íóëàòà âM ïðè E(λ) = 0.

Íåêà S + λ2 å äåëèòåë íà íóëàòà â M. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíóëåâ åëåìåíò
f

g
â

M, f ∈ C([0, a]), g ∈ N çà êîéòî

(S + λ2)
f

g
= 0.

Êàòî óìíîæèì ñ g, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî çà f :

(S + λ2)f = 0.

Êàòî óìíîæàâàìå ñ L è èçïîëçâàìå, ÷å SL = LS = 1, íàìèðàìå

f + λ2Lf = 0.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å f ∈ C2 è óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà

d2

dx2
f + λ2f = 0, f(0) = 0, Φξ{f(ξ)} = 0.
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Âñè÷êè ðåøåíèÿ íà
d2

dx2
f + λ2f = 0 ñà f(x) = A sinλx + B cosλx. Îò óñëîâèåòî

f(0) = 0 ñëåäâà, ÷å B = 0. Îò óñëîâèåòî Φξ{f(ξ)} = 0 íàìèðàìå AΦξ{sinλξ} = 0.
Ïîíåæå òúðñèì íåíóëåâî ðåøåíèå, òðÿáâà A 6= 0. Ñëåäîâàòåëíî E(λ) = 0.
�

Ëåìà 3.4 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) = 0 è Q(−λ2) = 0, êúäåòî Q e ïîëèíîì.
Òîãàâà åëåìåíòúò Q(S) íàM å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò E(λ) = 0 ñëåäâà Φξ

{
d2n

dξ2n
sinλξ

}
= (−λ2)nΦξ{sinλξ} = 0, çà

n = 0, 1, ..., è êàòî èçïîëçâàìå (3.27) ïîëó÷àâàìå

Sn{sinλx} =
d2n

dx2n
sinλx = (−λ2)n sinλx.

Äèðåêòíî íàìèðàìå
Q(S){sinλx} = Q(−λ2) sinλx = 0.

�

Òåîðåìà 3.5 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) 6= 0. Òîãàâà

(3.28)
1

S + λ2
= R−λ2 =

{
sinλx

λE(λ)

}
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å

(S + λ2)

{
sinλx

λE(λ)

}
= 1.

Êàòî èçïîëçâàìå (3.26) íàìèðàìå

(S + λ2)

{
sinλx

λE(λ)

}
= S

{
sinλx

λE(λ)

}
+ λ2

(
sinλx

λE(λ)

)
=

=
d2

dx2

(
sinλx

λE(λ)

)
+ Φξ

{
sinλξ

λE(λ)

}
+ λ2

(
sinλx

λE(λ)

)
= 1.

Çà äà ïîëó÷èì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñìå èçïîëçâàëè

Φξ

{
sinλξ

λE(λ)

}
= Φξ

{
sinλξ

λ

}
1

E(λ)
= E(λ)

1

E(λ)
= 1.

�

Òåîðåìà 3.6 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) 6= 0. Òîãàâà çà m = 2, 3, ... å
èçïúëíåíî

(3.29)
1

(S + λ2)m
= − 1

2(m− 1)λ

∂

∂λ

1

(S + λ2)m−1
=
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=
(−1)m−1

2m−1(m− 1)!λ

∂

∂λ

1

λ

∂

∂λ

1

λ
...

∂

∂λ

1

λ︸ ︷︷ ︸
n

sinλx

E(λ)
=

=
(−1)m−1

2m−1(m− 1)!λ
Dn
λ

sinλx

E(λ)
.

Ñàìî òóê çà óäîáñòâî ñ Dλ ñìå îçíà÷èëè îïåðàòîðà
∂

∂λ

1

λ
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, òàçè òåîðåìà àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òå-
îðåìà 2.5

Ëåìà 3.5 Íåêà f(x, λ) è g(x, λ) ñà ôóíêöèè íà ïðîìåíëèâèòå x ∈ ∆ è λ ∈ C, íåï-
ðåêúñíàòè ïî x è äèôåðåíöèðóåìè ïî λ.Òîãàâà f(x, λ)

x∗ g(x, λ) å äèôåðåíöèðóåìà ïî
λ è

∂

∂λ

(
f(x, λ)

x∗ g(x, λ)
)

=

(
∂

∂λ
f(x, λ)

)
x∗ g(x, λ) + f(x, λ)

x∗
(
∂

∂λ
g(x, λ)

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Äåôèíèöèÿòà (3.9) íà êîíâîëþöèÿòà
x∗ ïîëó÷àâàìå

∂

∂λ

(
f(x, λ)

x∗ g(x, λ)
)

=

= −1

2

∂

∂λ
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ σ

x

f(σ + x− η, λ)g(η, λ)dη−

−
∫ σ

−x
f(|σ − x− η|, λ)g(|η|, λ)sgn(η(σ − x− η))dη

)
dσ

}
=

= −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ σ

x

∂

∂λ
[f(σ + x− η, λ)g(η, λ)] dη−

−
∫ σ

−x

∂

∂λ
[f(|σ − x− η|, λ)g(|η|, λ)sgn(η(σ − x− η))] dη

)
dσ

}
=

= −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ σ

x

[
∂

∂λ
f(σ + x− η, λ)

]
g(η, λ) + f(σ + x− η, λ)

[
∂

∂λ
g(η, λ)

]
dη−

−
∫ σ

−x

[
∂

∂λ
f(|σ − x− η|, λ)

]
g(|η|, λ) +

+f(|σ − x− η|, λ)

[
∂

∂λ
g(|η|, λ)

]
sgn(η(σ − x− η))dη

)
dσ

}
=

= −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ σ

x

[
∂

∂λ
f(σ + x− η, λ)

]
g(η, λ)dη−

−
∫ σ

−x

[
∂

∂λ
f(|σ − x− η|, λ)

]
g(|η|, λ)sgn(η(σ − x− η))dη

)
dσ

}
−1

2
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ σ

x

f(σ + x− η, λ)

[
∂

∂λ
g(η, λ)

]
dη−

−
∫ σ

−x
f(|σ − x− η|, λ)

[
∂

∂λ
g(|η|, λ)

]
sgn(η(σ − x− η))dη

)
dσ

}
.
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Ñëåäîâàòåëíî

∂

∂λ

(
f(x, λ)

x∗ g(x, λ)
)

=

(
∂

∂λ
f(x, λ)

)
x∗ g(x, λ) + f(x, λ)

x∗
(
∂

∂λ
g(x, λ)

)
.

�

Íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.5 å

Ñëåäñòâèå 3.1 Ïðè óñëîâèåòî íà Ëåìà 3.5 å èçïúëíåíî

∂

∂λ

(
[f(x, λ)]

x∗ m
)

= m
(

[f(x, λ)]
x∗ (m−1)

)
x∗ ∂

∂λ
f(x, λ).

Òóê [f(x, λ)]
x∗ m = f(x, λ)

x∗ ... x∗ f(x, λ)︸ ︷︷ ︸
m ïúòè

.

Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å

∂

∂λ

{
1

(S + λ2)m

}
=

−2mλ

(S + λ2)m+1
.

Îò Ñëåäñòâèå 3.1 êúì Ëåìà 3.5 ïîëó÷àâàìå

∂

∂λ

[
1

(S + λ2)m

]
= m

1

(S + λ2)m−1

∂

∂λ

[
1

S + λ2

]
.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å
∂

∂λ

[
1

S + λ2

]
= − 2λ

(S + λ)2
.

Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî

1

S + λ2
=

sinλx

λE(λ)

ïî λ è íàìèðàìå

∂

∂λ

[
1

S + λ2

]
=

1

λE(λ)

(
−
(

1

λ
+
E ′(λ)

E(λ)

)
sinλx+ x cosλx

)
.

Îò äðóãà ñòðàíà, èìàìå:

1

(S + λ2)2
=

1

S + λ2

1

S + λ2
=

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗
{

sinλx

λE(λ)

}
=

=

{
1

2

(
1

λ3E(λ)
+

E ′(λ)

λ2E2(λ)

)
sinλx− x cosλx

2λ2E(λ)

}
.

Ñëåäîâàòåëíî
∂

∂λ

[
1

S + λ2

]
= − 2λ

(S + λ)2
.

�
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3.2 Äèðåêòåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä

Çà m = 1, 2, 3, 4, îò (3.29) ïîëó÷àâàìå:

1

S + λ2
=

{
sinλx

λE(λ)

}
,

1

(S + λ2)2
=

{
1

2

(
1

λ3E(λ)
+

E ′(λ)

λ2E2(λ)

)
sinλx− x cosλx

2λ2E(λ)

}
,

1

(S + λ2)3
=

{
1

4λ3E(λ)

(
3

2λ2
+

3E ′(λ)

2λE(λ)
+
E ′(λ)2

E2(λ)
− E ′′(λ)

2E2(λ)

)
sinλx−

− 1

4λ3E(λ)

(
3

2λ
+
E ′(λ)

E(λ)

)
x cosλx− x2 sinλx

8λ3E(λ)

}
,

1

(S + λ2)4
=

{((
15

λ3
+

15E ′(λ)

λ2E(λ)
+

12E ′(λ)2

λE2(λ)
+

6E ′(λ)3

E3(λ)
− 6E ′′(λ)

λE(λ)
−

−6E ′(λ)E ′′(λ)

E2(λ)
+
E(3)(λ)

E(λ)

)
sinλx−

−
(

15

λ2
+

12E ′(λ)

λE(λ)
+

6E ′(λ)2

E2(λ)
− 3E ′′(λ)

E(λ)

)
x cosλx−

−3

(
2

λ
+
E ′(λ)2

E(λ)

)
x2 sinλx+ x3 cosλx

)
1

48λ4E(λ)

}
.

Ïîñòðîåíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ïîçâîëÿâà åôåêòèâíî äà ñå ðåøàâà ñëåäíèÿ
êëàñ ãðàíè÷íè çàäà÷è:

P

(
d2

dx2

)
y = f(x),(3.30)

y(0) = α0, y
′′(0) = α1, ..., y

(2n−2)(0) = αn−1,(3.31)

Φ{y} = β0, Φ{y′′} = β1, ..., Φ{y(2n−2)} = βn−1,(3.32)

êúäåòî Φ å íåíóëåâ ëèíååí ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâîòî C1([0, a]) èëè C1([0,∞) íà
ãëàäêèòå ôóíêöèè, à P å ïîëèíîì ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è degP = n, à αk, βk ∈ C.

×ðåç (3.27) è îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (3.31) - (3.32) ïîëó÷àâàìå:

(3.33)
∂2k

∂x2k
y = Sky +

k∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}αk−j − Sj−1βk−j,

Çàïèñâàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (3.30) âúâ âèäà

P

(
d2

dx2

)
u := anu+

n∑
k=1

am−k
d2k

dx2k
y = f(x).
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Êàòî èçïîëçâàìå (3.33) ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (3.30) - (3.32) ñå ðåäóöèðà äî åäíî àëãåá-
ðè÷íî óðàâíåíèå âM:

any +
n∑
k=1

an−k

(
Sky +

k∑
j=1

Sj{xΦ{1} − 1}αk−j − Sj−1βk−j

)
= f(x).

n∑
k=0

am−kS
ky = f(x)−

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sj{xΦ{1} − 1}αk−j − Sj−1βk−j

)
ò. å.

(3.34) P (S)y = f(x)−
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sj{xΦ{1} − 1}αk−j − Sj−1βk−j

)
.

Ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà (3.34) å

y =
1

P (S)
f − Q(S)

P (S)
,

êúäåòî ñ Q(S) ñìå îçíà÷èëè:

Q(S) =
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sj{xΦ{1} − 1}αk−j − Sj−1βk−j

)
.

Òî å â ñèëà êîãàòî P (S) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Òåîðåìà 3.7 Íåêà λ1, λ2, ..., λn ñà ðàçëè÷íèòå íóëè íà ïîëèíîìà P (λ). Èçðàçúò P (S)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî E(λk) 6= 0, k = 1, 2, ..., n.

Äîêàçàòåëñòâî.
Òúé êàòî P (S) = a0(S − λ1)γ1 ...(S − λm)γm , òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò Òåîðåìà 3.6.

�

Ñëåäñòâèå 3.2 Íåêà λ1, λ2, ..., λn ñà ðàçëè÷íèòå íóëè íà ïîëèíîìà P (λ) è E(λk) 6= 0,
k = 1, 2, ..., n. Òîãàâà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (3.31) - (3.32) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî. Õîìîãåííàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à (3.31) - (3.32)

P

(
d2

dx2

)
y = 0,

y(0) = 0 y′′(0) = 0, ..., y(2n−2)(0) = 0,

Φ{y} = 0, Φ{y′′} = 0, ..., Φ{y(2n−2)} = 0,

ñå ðåäóöèðà äî àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå

P (S)y = 0

âM. Ïîíåæå P (S) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM, îò òóê ñëåäâà y ≡ 0.
�
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3.3 Ðåçîíàíñåí ñëó÷àé

Àêî P (s) å äåëèòåë íà íóëàòà, ïîïàäàìå â òàêà íàðå÷åíèÿò ðåçîíàíñåí ñëó÷àé. Î÷å-
âèäíî òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå, òî íå å åäèíñòâåíî. Çà ñúùåñòâóâàíå íà ðå-
øåíèå òðÿáâà äà ñå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ íà äÿñíàòà ÷àñò f . Íàèñòèíà,
î÷åâèäíî òîãàâà íåîáõîäèìî óñëîâèå å äÿñíàòà ÷àñò f äà å ñúùî äåëèòåë íà íóëàòà.

Â ìîäèôèöèðàíà ôîðìà, àëãîðèòúìúò íà Õåâéñàèä å ïðèëîæèì è çà ðåçîíàíñíèÿò
ñëó÷àé ñúùî.

Ðàçãëåæäàìå ïî ïîäîáåí íà÷èí, êàêòî áå íàïðàâåíî çà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöè-
ðàíåòî åëåìåíòàðíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à

(3.35)
d2y

dx2
+ λ2

ny = f(x), x ∈ (0, a), y(0) = 0, Φξ{y(ξ)} = 0,

êúäåòî λn ∈ C å κn - êðàòíà íóëà íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
, ò. å.

E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0 è E(κn)(λn) 6= 0.

Çà ñëåäâàùèòå ðàçãëåæäàíèÿ âàæíà ðîëÿ èãðàå ìíîæåñòâîòî:

C̃n =
{
f ∈ C1 : f

x∗ sinλnx = f
x∗ x cosλnx = ... = f

x∗ xκn−1 sinλnx = 0
}

= kerPλn

ïðè íå÷åòíî κn è

C̃n =
{
f ∈ C1 : f

x∗ sinλnx = f
x∗ x cosλnx = ... = f

x∗ xκn−1 cosλnx = 0
}

= kerPλn

ïðè ÷åòíî κn.
Îò äåôèíèöèÿòà íà C̃n å î÷åâèäíî, ÷å (C̃n,+,

x∗) å ïîäïðúñòåí íà (C,+,
x∗). Íåùî

ïîâå÷å, C̃n å èäåàë â C.

Ëåìà 3.6 Íåêà f ∈ C. Òîãàâà f x∗ ϕn(x) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî

f
x∗ sinλnx = f

x∗ x cosλnx = ... = f
x∗ xκn−1 sinλnx = 0

ïðè íå÷åòíî κn è

f
x∗ sinλnx = f

x∗ x cosλnx = ... = f
x∗ xκn−1 cosλnx = 0

ïðè ÷åòíî κn.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì ëåìàòà â ñëó÷àé íà íå÷åòíî κn. Ïðè κn ÷åòíî, äîêà-
çàòåëñòâîòî å ñúâñåì àíàëîãè÷íî.

Íåêà
f
x∗ sinλnx = f

x∗ x cosλnx = ... = f
x∗ xκn−1 sinλnx = 0.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå (3.18), ïðè κn íå÷åòíî ϕn(x) å ôóíêöèÿ îò âèäà

ϕn(x) = an,1 sinλnx+ a2x cosλnx+ ...+ an,κn−1x
κn−1 sinλnx.
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Òîãàâà f
x∗ sinλnx = f

x∗ x cosλnx = ... = f
x∗ xκn−1 sinλnx = 0.

Îáðàòíî íåêà f
x∗ ϕn(x) = 0. Óìíîæàâàìå òîâà ðàâåíñòâî ñ (S + λ2

n)j,
j = 1, 2, ..., κn − 1. Òúé êàòî

span {(S + λ2
n)ϕn(x), (S + λ2

n)2ϕn(x), ..., (S + λ2
n)κn−1ϕn(x)} =

= span {sinλnx, x cosλnx, ..., xκn−1 sinλnx}

òî f
x∗ sinλnx = f

x∗ x cosλnx = ... = f
x∗ xκn−1 sinλnx = 0.

�

Ëåìà 3.7 Íåêà λn ∈ C å òàêîâà, ÷å E(λn) = 0. Òîãàâà S + λ2
n íå å äåëèòåë íà

íóëàòà â ïîäïðúñòåíà C̃n.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå äîêàæåì, ÷å îò f ∈ C̃n è (S + λ2

n)f = 0 ñëåäâà f ≡ 0. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî,
ò. å., ÷å ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ f ∈ C̃n, f 6= {0}, ÷å

(S + λ2
n)f = 0.

Óìíîæàâàìå ñ L è íàìèðàìå:
f + λ2

nLf = 0.

Òîâà óðàâíåíèå çà f å åêâèâàëåíòíî íà íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

f ′ + λ2
nf = 0, f(0) = 0, Φξ{f(ξ)} = 0.

Åäèíñòâåíèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî f ′+λ2
nf = 0, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

f(0) = 0 ñà:
f(x) = An sinλnx,

êúäåòî An å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Òåçè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿâàò è ãðàíè÷íîòî óñëî-

âèå Φξ{f(ξ)} = 0, ïîíåæå λn å òàêîâà, ÷å E(λn) = Φξ

{
sinλnξ

λn

}
= 0 è òîãàâà Φξ{f(ξ)} =

AnΦξ{sinλnξ} = 0.

Îò êîíêðåòíèÿ âèä íà f(x) ñëåäâà, ÷å Pλnf = f(x)
x∗ ϕn(x) = f . Îò f ∈ C̃n èìàìå,

÷å f(x)
x∗ ϕk(x) = 0 è ñëåäîâàòåëíî f(x) ≡ 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å S + λ2

n íå å äåëèòåë
íà íóëàòà â C̃n.
�

Ùå îçíà÷àâàìå ðåñòðèêöèÿòà íà L âúðõó C̃n ñ L̃, à àëãåáðè÷íèÿò îáðàòåí íà L̃ â
C̃n ñ S̃ ò. å.

S̃ =
1

L̃
.

Çà S̃ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâî ïîäîáíî íà ðàâåíñòâî (3.26) çà S. Çà f ∈ C̃n èìàìå

(3.36)
d2

dx2
f = S̃f + S̃{xΦ{1} − 1}f(0)− Φξ{f(ξ)}.

Êàêòî âèäÿõìå â Ëåìà 3.7, S̃ + λ2
n íå å äåëèòåë íà íóëàòà â C̃n. Ùå íàìåðèì

ïðåäñòàâÿíå çà
1

S̃ + λ2
n

.
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Òåîðåìà 3.8 Íåêà λn ∈ C å κn - êðàòíà íóëà íà E(λ) ò.å. çà λn å èçïúëíåíî E(λn) =
E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0 è E(κn)(λn) 6= 0. Òîãàâà

(3.37)
1

S̃ + λ2
n

=



{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ , κn íå÷åòíî

{
(−1)

κn
2 xκn sinλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ , κn ÷åòíî

êúäåòî â äÿñíàòà ÷àñò ñà îçíà÷åíè êîíâîëþöèîííèòå ìóëòèïëèêàòîðè({
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗

)
f =

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f ïðè κn íå÷åòíî è({

(−1)
κn
2 xκn sinλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗
)
f =

{
(−1)

κn
2 xκn sinλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f ïðè κn ÷åòíî,

â C̃n, êúäåòî f ∈ C̃n.

Äîêàçàòåëñòâî.
È òóê êàêòî è ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 3.6 ùå äîêàæåì òåîðåìàòà â ñëó÷àé

íà íå÷åòíî κn. Ïðè κn ÷åòíî, äîêàçàòåëñòâîòî å ñúâñåì àíàëîãè÷íî.
Ïúðâî ùå èçâåäåì ôîðìóëà (3.37) îò åâðèñòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Ùå íàïðàâèì

ãðàíè÷åí ïðåõîä â R−λ2(f) =

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f , ïðè λ → λn. Çà äà ïðåñìåòíåì òàçè

ãðàíèöà, ùå ðàçâèåì sinλx è E(λ) â ðåä íà Òåéëúð îêîëî λn:

lim
λ→λn

R−λ2(f) = lim
λ→λn

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f =

= lim
λ→λn

sinλnx+ λ−λn
1!

x cosλnx+ ...+ (−1)
κn
2

(λ−λn)κn−1

(κn−1)!
xκn−1 sinλnx+

λ
(
E(λn) + λ−λn

1!
E ′(λn) + ...+ (λ−λn)κn−1

(κn−1)!
E(κn−1)(λn)+

+(−1)
κn−1

2
(λ−λn)κn

κn!
xκn cosλnx− (−1)

κn
2

+1 (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
xκn+1 sinλnx+ ...

+ (λ−λn)κn

κn!
E(κn)(λn) + (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
E(κn+1)(λn) + ...

)
 x∗ f =

= lim
λ→λn

{sinλnx} x∗ f + λ−λn
1!
{x cosλnx}

x∗ f + ...+ (−1)
κn
2

(λ−λn)κn−1

(κn−1)!
{xκn−1 sinλnx}

x∗ f+

λ
(
E(λn) + λ−λn

1!
E ′(λn) + ...+ (λ−λn)κn−1

(κn−1)!
E(κn−1)(λn)+

+(−1)
κn−1

2
(λ−λn)κn

κn!
{xκn cosλnx}

x∗ f − (−1)
κn
2

+1 (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
{xκn+1 sinλnx}

x∗ f + ...

+ (λ−λn)κn

κn!
E(κn)(λn) + (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
E(κn+1)(λn) + ...

)
 .

Ïîíåæå f ∈ C̃n èìàìå

f
x∗ {sinλnx} = f

x∗ {x cosλnx} = ... = f
x∗ {xκn−1 sinλnx} = 0
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è îò òîâà, ÷å λn å κn êðàòíà íóëà íà E(λ), ò. å.

E(λn) = E ′(λn) = ... = E(κn−1)(λn) = 0, E(κn)(λn) 6= 0,

ïîëó÷àâàìå

lim
λ→λn

R−λ2(f) = lim
λ→λn

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f =

lim
λ→λn

(−1)
κn−1

2
(λ−λn)κn

κn!
{xκn cosλnx}

x∗ f − (−1)
κn
2

+1 (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
{xκn+1 sinλnx}

x∗ f + ...

λ
(

(λ−λn)κn

κn!
E(κn)(λn) + (λ−λn)κn+1

(κn+1)!
E(κn+1)(λn) + ...

)
 .

Ñëåä ñúêðàùàâàíå íà (λ− λn)κn íàìèðàìå

lim
λ→λn

R−λ2(f) = lim
λ→λn

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f =

lim
λ→λn

(−1)
κn+1

2
1
κn!
{xκn cosλnx}

x∗ f − (−1)
κn+1

2
λ−λn

(κn+1)!
{xκn+1 sinλnx}

x∗ f + ...

λ
(

1
κn!
E(κn)(λn) + λ−λn

(κn+1)!
E(κn+1)(λn) + ...

)
 .

Íàêðàÿ ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè λ→ λn è íàìèðàìå

lim
λ→λn

R−λ2(f) = lim
λ→λn

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f =

{
(−1)

κn−1
2 xκk cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå è ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà àíàëîãè÷íàòà Òåîðåìà 2.11 â Ãëà-
âà 2 çà îïåðàòîðà çà äèôåðåíöèðàíå è òóê, ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ íÿìàò õàðàêòåð
íà äîêàçàòåëñòâî, à èìàò ñàìî åâðèñòè÷íà ñòîéíîñò. Çàòîâà ñå íàëàãà äà íàïðàâèì
äèðåêòíà ïðîâåðêà íà òúæäåñòâîòî

1

S̃ + λ2
n

f =

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f.

Ïðåìèíàâàìå êúì ñúùèíñêîòî äîêàçàòåëñòâî íà (3.37) . Íåêà f ∈ C̃n.
Óìíîæàâàìå ðàâåíñòâîòî

1

S̃ + λ2
n

f =

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f

ñ S̃ + λ2
n. Íàìèðàìå

f = (S̃ + λ2
n)

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f.

Äà äîêàæåì òîâà ðàâåíñòâî. Ïîëó÷àâàìå

(S̃ + λ2
n){xκk cosλnx} = S̃{xκn cosλnx}+ λ2

n{xκn cosλnx}.
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Îò (3.26) íàìèðàìå

S̃{xκn cosλnx} =
d2

dx2
(xκn cosλnx) + Φξ{ξκn cosλnξ}.

Ïðåñìÿòàìå âòîðàòà ïðîèçâîäíà è ïîëó÷àâàìå

d2

dx2
(xκn cosλnx) = (κn − 1)κnx

κn−2 cosλnx− λ2
nx

κn cosλnx− 2λnκnx
κn−1 sinλnx.

Ñëåäîâàòåëíî
(S̃ + λ2

n){xκn cosλnx} =

= (κn − 1)κnx
κn−2 cosλnx− 2λnκnx

κn−1 sinλnx+ Φξ{ξκn cosλnξ}.

Ïîíåæå λn å κn êðàòåí êîðåí íà E(λ) èìàìå

Φξ{ξκn cosλnξ} = (−1)
κn−1

2 λnE
(κn)(λ).

Çà (S̃ + λ2
n){xκn cosλnx} ïîëó÷àâàìå

(S̃ + λ2
n){xκn cosλnx} =

= (κn − 1)κnx
κn−2 cosλnx− 2λnκnx

κn−1 sinλnx+ (−1)
κn−1

2 λnE
(κn)(λ).

Çàìåñòâàìå ïîó÷åíîòî çà (S̃ + λ2
n){xκn cosλnx} â (S̃ + λ2

n)

{
(−1)

κn−1
2 xκk cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f .

Íàìèðàìå

(S̃ + λ2
n)

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f =

= (−1)
κn−1

2

{
(κn − 1)κnx

κn−2 cosλnx− 2λnκnx
κn−1 sinλnx+ (−1)

κn−1
2 λnE

(κn)(λ)

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f =

=

{
(−1)

κn−1
2

(κn − 1)κnx
κn−2 cosλnx

λnE(κn)(λn)
− (−1)

κn−1
2

2λnκnx
κn−1 sinλnx

λnE(κn)(λn)
+ [1]

}
x∗ f = f.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çàùîòî f ∈ C̃n.
�

Òðÿáâà ñïåöèàëíî äà ïîñî÷èì, ÷å ôóíêöèÿòà
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)
, ïðè κn íå÷åòíî

è ôóíêöèÿòà
(−1)

κn
2 xκn sinλnx

λnE(κn)(λn)
ïðè κn ÷åòíî ïðåäñòàâÿùà îïåðàòîðà

1

S̃ + λ2
n

äåéñòâàù â C̃n íå å åäèíñòâåíà. Òÿ å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ôóíêöèÿ îò âèäà

a0 sinλnx+ a1x cosλnx+ ...+ aκn−1x
κn−1 sinλnx
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ïðè κn íå÷åòíî è

a0 sinλnx+ a1x cosλnx+ ...+ aκn−1x
κn−1 cosλnx

ïðè κn ÷åòíî, êúäåòî a0, a1, ..., aκn−1 ∈ C ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.
Íàèñòèíà, íåêà çà îïðåäåëåíîñò κn å íå÷åòíî. Àêî f ∈ C̃n òî

1

S̃ + λ2
n

f =

=

{
(−1)

κn−1
2 xκn cosλnx

λnE(κn)(λn)
+ a0 sinλnx+ a1x cosλnx+ ...+ aκn−1x

κn−1 sinλnx

}
x∗ f =

=

{
(−1)

κn−1
2 xκk cosλnx

λnE(κn)(λn)

}
x∗ f,

çàùîòî îò äåôèíèöèÿòà íà C̃n ñëåäâà, ÷å {sinλnx}
x∗ f = {x cosλnx}

x∗ f = ... =

{xκn−1 sinλnx}
x∗ f = 0.
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3.4 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 1. Íåêà λn å åäíîêðàòíà íóëà íà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
ò. å. κn = 1 è

E(λn) = 0 è E ′(λn) 6= 0. Òîãàâà

1

S̃ + λ2
n

=

{
x cosλnx

λnE ′(λn)

}
x∗ .

1

(S̃ + λ2
n)2

=
1

(S̃ + λ2
n)

1

(S̃ + λ2
n)

=

{
x cosλnx

λnE ′(λn)

}
x∗
{
x cosλnx

λnE ′(λn)

}
=

=

{
1

λ2
nE
′2(λn)

((
E ′(λn)

2λn
+
E ′′(λn)

4

)
x cosλnx+

(
E ′(λn)

4
x2 − E ′(λn)

4λ2
n

+
E(3)

12

)
sinλnx

)}
x∗ .

1

(S̃ + λ2
n)3

=
1

(S̃ + λ2
n)

1

(S̃ + λ2
n)2

=

=

{
1

λ3
nE
′3(λn)

[((
3E ′2(λn)

λn
+ E ′(λn)E ′′(λn)

)
x2

16
− 9E ′2(λn)

32λ2
n

− 3E ′(λn)E ′′(λn)

32λ2
n

+

+
E ′(λn)E ′′′(λn)

16λn
+

1

24
E ′′(λn)E ′′′(λn)− 1

96
E ′(λn)E(4)(λn)

)
sinλnx−

−

(
E ′2(λn)

24
x2 − 3E ′2(λn)

8λ2
n

− 3E ′(λn)E ′′(λn)

16λn
− E ′′2(λn)

16
+
E ′(λn)E(3)(λn)

24

)
x cosλnx

]}
x∗ .

Çà äà ïîëó÷èì òåçè ïðåäñòàâÿíèÿ ñìå èçïîëçâàëè, ÷å

Φξ{ξ2k sinλξ} = (−1)k
(
2kE(2k−1)(λ) + λE(2k)(λ)

)
,

Φξ{ξ2k+1 cosλξ} = (−1)k
(
(2k + 1)E(2k)(λ) + λE(2k+1)(λ)

)
.

Ïðèìåð 2. Ðàçãëåæäàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à:

(3.38)
d2y

dx2
+ λ2y = f(x), y(0) = 0, y(a) = 0, x ∈ [0, a].

Òóê Φξ{g(ξ)} =
1

a
g(a). Ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà òîçè ôóíêöèîíàë å

E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
=

1

a

sin aλ

λ
.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (3.38) ïðè λ òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð (3.4)
êîéòî â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé èìà âèäà:

(3.39) y = R−λ2f =
1

λ

∫ x

0

f(ξ) sinλ(x− ξ)dξ − a sinλx

λ sin aλ

∫ a

0

f(η) sinλ(a− η)dη.
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Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà (3.38) ñà íóëèòå íà E(λ). Òå ñà

λn =
nπ

a
, n = 1, 2, 3, ...,

âñè÷êè ñà åäíîêðàòíè è

E ′(λn) =
(−1)n

λn
.

Ñîáñòâåíèòå ôóíêöèè ñà:

ϕn(x) = 2λn(−1)n sinλnx =
2(−1)nnπ

a
sin

nπ

a
x.

Íîðìèðàíè ñà òàêà, ÷å ϕn
x∗ ϕn = ϕn.

Ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð Pλn (3.8) ñúîòâåòñòâàù íà ñîáñòâåíàòà ñòîéíîñò λn =
nπ

a
èìà âèäà (âæ. (3.7)):

f(x) 7→ Pλn{f} =
1

πi

∫
Γn

R−λ2(f)λdλ = (ϕn
x∗ f)(x) =

=
2(−1)n+1

a

(∫ a

0

f(ξ) sinλn(a− ξ)dξ
)

sinλnx,

êúäåòî Γn å ïðîñò êîíòóð â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà ñúäúðæàù ñàìî íóëàòà λn íà E(λ)
è íèêîÿ äðóãà íóëà.

Çà λ, òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 ðåøåíèåòî íà (3.38) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè òàêà (âæ.
Òåîðåìà 3.5):

y =
1

S + λ2
f =

{
sinλx

λE(λ)

}
x∗ f(x) =

{
a sinλx

sinλa

}
x∗ f(x).

Çà λ = λn âúçíèêâà ðåçîíàíñåí ñëó÷àé è ðåøåíèå íà

d2y

dx2
+ λ2

ny = f(x), y(0) = 0, y(a) = 0, x ∈ [0, a]

çà f ∈ kerPλn å (âæ. Òåîðåìà 3.8):

y =
1

S̃ + λ2
n

f =

{
x cosλnx

λnE ′(λn)

}
x∗ f = {(−1)nx cosλnx}

x∗ f.

Ïðèìåð 3. Ðàçãëåæäàìå íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(3.40)
d2y

dx2
+ λ2y = f(x), y(0) = 0, y(1)− y

(
1

2

)
= 0, x ∈ [0, 1].

Òóê Φξ{g(ξ)} = 2

(
g(1)− g

(
1

2

))
. Òîâà ãðàíè÷íî óñëîâèå íàðè÷àìå íåëîêàëíî ãðà-

íè÷íî óñëîâèå íà Áèöàäçå-Ñàìàðñêè. Ãðàíè÷íè çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ âêëþ÷âàùè òîâà íåëîêàëíî óñëîâèå ñà ðàçãëåäàíè â [3], [2], [88].

86



3.4 Ïðèìåðè

Ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà òîçè ôóíêöèîíàë å

E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
=

2

λ

(
sinλ− sin

λ

2

)
.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (3.40) ïðè λ òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð (3.4)
êîéòî â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷è èìà âèäà:

R−λ2(f) =
1

λ

∫ x

0

f(ξ) sinλ(x− ξ)dξ −

− sinλx

2λ
(
sinλ− sin λ

2

) (∫ 1

0

f(η) sinλ(1− η)dη −
∫ 1

2

0

f(η) sinλ(
1

2
− η)dη

)
.(3.41)

Íóëèòå íà

E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
=

2

λ

(
sinλ− sin

λ

2

)
ñà λn = 2nπ, µm =

2

3
π + 4mπ, n = 1, 2, ..., m = 1, 2, ..., âñè÷êè ñà åäíîêðàòíè. Äà

îòáåëåæèì, ÷å E(0) = 1. Çà E ′(λ) íàìèðàìå

E ′(λ) =
1

λ

(
2 cosλ− cos

λ

2

)
− 2

λ2

(
sinλ− sin

λ

2

)
.

Ñúîòâåòíî ïîëó÷àâàìå

E ′(λn) =
2− (−1)n

λn
=

2− (−1)n

2nπ
,

E ′(µm) = − 3

2µm
= − 9

4π(1 + 2m)
.

Ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè ôóíêöèè ñà sinλnx = sin 2nπx è sinµmx = sin

(
2

3
π + 4mπ

)
x.

Ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð Pλn (3.8) ñúîòâåòñòâàù íà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λn = 2nπ
èìà âèäà:

Pλn{f} = − 2

E ′(λn)

(∫ 1

0

f(η) sinλn(1− η)dη −
∫ 1

2

0

f(η) sinλn(
1

2
− η)dη

)
sinλnx =

= − 4nπ

2− (−1)n

(∫ 1

0

f(η) sin 2nπ(1− η)dη −
∫ 1

2

0

f(η) sin 2nπ(
1

2
− η)dη

)
sin 2nπx.

Ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð Pµm (3.8) ñúîòâåòñòâàù íà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò µm =

(
2

3
+ 4m

)
π

èìà âèäà:

Pµm{f} = − 2

E ′(µm)

(∫ 1

0

f(η) sinµm(1− η)dη −
∫ 1

2

0

f(η) sinµm(
1

2
− η)dη

)
sinµmx =
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= −8π(1 + 2m)

9

(∫ 1

0

f(η) sin

(
2

3
+ 4m

)
π(1− η)dη−

−
∫ 1

2

0

f(η) sin

(
2

3
+ 4m

)
π(

1

2
− η)dη

)
sin

(
2

3
+ 4m

)
πx.

Àêî λ å òàêîâà, ÷å E(λ) = 0, òîãàâà èëè ñúùåñòâóâà n òàêîâà, ÷å λ = λn = 2nπ,

n = 1, 2, 3, ... , èëè ñúøåñòâóâà m òàêîâà, ÷å λ = µm =

(
2

3
+ 4m

)
π, m = 1, 2, 3, ... , ò.

å. λ å åäíà îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λn èëè µm íà çàäà÷àòà

d2y

dx2
+ λ2y = 0, y(0) = 0, y(1)− y

(
1

2

)
= 0, x ∈ [0, 1].

Çà óäîáñòâî ïî-íàäîëó ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ïðè λ = λn = 2nπ. Â òîçè ñëó÷àé
ðåøåíèå íà çàäà÷à (3.40)

d2y

dx2
+ λ2

ny = f(x), y(0) = 0, y(1)− y
(

1

2

)
= 0, x ∈ [0, 1],

íå ìîæå äà ñå íàìåðè ÷ðåç (3.41). Ïðè λ = λn è f ∈ kerPλn ðåøåíèå íà (3.40) ìîæå
äà ñå íàìåðè ÷ðåç (3.37), êîåòî â òîçè ñëó÷àé èìà âèäà

1

S̃ + λ2
n

f = −
{
x cosλnx

λnE ′(λn)

}
x∗ f = −

{
x cos 2nπx

2− (−1)n

}
x∗ f.

Ïðèìåð 4.Ùå ðàçãëåäàìå îáîáùåíèå íà íåëîêàëíîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå íà Áèöàäçå-
Ñàìàðñêè îò Ïðèìåð 3. Òîçè è äðóãè ïîäîáíè ïðèìåðè ñà ðàçãëåäàíè â [93]. Ðàçã-
ëåæäàìå íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(3.42)
d2y

dx2
+ λ2y = f(x), y(0) = 0, y(a)− y(c) = 0, x ∈ [0, a], 0 < c < a.

Òóê Φξ{g(ξ)} =
1

a− c
(g(a)− g(c)). Òîâà íåëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèå, íàðè÷àìå îáîá-

ùåíî óñëîâèå íà Áèöàäçå-Ñàìàðñêè.
Ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà òîçè ôóíêöèîíàë å

E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
=

1

a− c

(
sin aλ

λ
− sin cλ

λ

)
.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (3.42) ïðè λ òàêîâà, ÷å E(λ) 6= 0 å ðåçîëâåíòíèÿò îïåðàòîð (3.4)
êîéòî â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé èìà âèäà:

R−λ2(f) =
1

λ

∫ x

0

f(ξ) sinλ(x− ξ)dξ −

− (a− c) sinλx

λ (sin aλ− sin cλ)

(∫ a

0

f(η) sinλ(a− η)dη −
∫ c

0

f(η) sinλ(c− η)dη

)
.(3.43)
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Íóëèòå íà

(3.44) E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
=

1

a− c

(
sin aλ

λ
− sin cλ

λ

)
ñà

λn =
1

a+ c
(2n− 1)π, n = 1, 2, 3, ...,

µk =
1

a− c
2kπ, k = 1, 2, 3, ....

Ïðè êîíêðåòíè a è c ìîãàò äà ñúùåñòâóâàò òàêèâà k è n, ÷å λn = µk. Ñ äðóãè äóìè
àðèòìåòè÷íèòå ïðîãðåñèè, êîèòî ïðåäñòàâÿò íóëèòå íà (3.44) ìîãàò äà èìàò îáùè
÷ëåíîâå, ò.å. ïîëó÷àâàò ñå äâóêðàòíè êîðåí. Íàïðèìåð ïðè

a

c
=

9

5
,
17

9
,
7

3
, 5, 9, ....

Òîâà íå å âúçìîæíî çà èðàöèîíàëíè c.

1. Âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λn è µk ñà ïðîñòè. Òîãàâà ñïåêòðàëíèòå ïðîåêòîðè
ñúîòâåòñòâàùè íà λn è µk, çà n = 1, 2, ... è k = 1, 2, ... ñà:

Pλn{f} =
1

πi

∫
Γn

R−λ2f(x)λdλ =

=
4

a cos aλn − c cos cλn

(∫ a

0

sin(λn(a− ξ))f(ξ)dξ −
∫ c

0

sin(λn(c− ξ))f(ξ)dξ

)
sinλnx

è
Pµn{f} =

=
4

a cos aµn − c cos cµn

(∫ a

0

sin(µn(a− ξ))f(ξ)dξ −
∫ c

0

sin(µn(c− ξ))f(ξ)dξ

)
sinµnx.

2. Íåêà çà ïî-êðàòúê çàïèñ a = 1 è 0 < c < 1. Àêî λn = µk, òîãàâà äèðåêòíî
ñå ïðîâåðÿâà, ÷å E(λn) = 0, E ′(λn) = 0 íî E ′′(λn) 6= 0. Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì, ÷å
E ′′(λn) = 0, ïîëó÷àâàìå sinλn = sin cλn = 0. Ñëåäîâàòåëíî cosλn = (−1)p, cos cλn =
(−1)q êúäåòî p, q ∈ N íî 0 < c < 1 è íàìèðàìå, ÷å E ′(λn) 6= 0 êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Â òîçè ñëó÷àè ñïåêòðàëíèòå ïðîåêòîðè ñà

Pλn{f} = Cn

(∫ 1

0

f(ξ) sinλn(1− ξ)dξ −
∫ c

0

f(ξ) sinλn(c− ξ)dξ
)

x cosλnx

+

[
Cn

(∫ 1

0

(1− ξ)f(ξ) cosλn(1− ξ)dξ −
∫ c

0

(c− ξ)f(ξ) cosλn(c− ξ)dξ
)

+
Gn − Cn

λn

(∫ 1

0

f(ξ) sinλn(1− ξ)dξ −
∫ c

0

f(ξ) sinλn(c− ξ)dξ
)]

sinλnx,

êúäåòî

Cn =
4

(1− c2) sinλn
, Gn =

4(λn cosλn − c3λn cosλnc− 3(1− c2) sinλn)

3(1− c2)2 sin2 λn
.
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ÏÚÐÂÈ ÐÎÄ ÇÀ ÊÂÀÄÐÀÒÀ ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅÒÎ

Ïðèìåð 5. Ðàçãëåæäàìå íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à:

(3.45) y′′ + λ2y = f(x), y(0) = 0,

∫ a

0

y(ξ)dξ = 0, x ∈ [0, a].

Òóê Φξ{g(ξ)} =
2

a

∫ a

0

g(ξ)dξ. Òîâà ãðàíè÷íî óñëîâèå ñe íàðè÷à íåëîêàëíî ãðàíè÷íî

óñëîâèå íà Ñàìàðñêè-Èîíêèí. Ãðàíè÷íè çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
âêëþ÷âàùè òîâà íåëîêàëíî óñëîâèå ñà ðàçãëåäàíè â [14].

Ñèíóñîâàòà èíäèêàòðèñà íà òîçè ôóíêöèîíàë å

E(λ) =

∫ a

0

sinλξ

λ
dξ =

1− cosλ a

λ2
.

Íóëèòå è ñà

λn =
2nπ

a
, n = 1, 2, 3, ....

Âñè÷êè ñà äâóêðàòíè è ñúîòâåòíèòå ñïåêòðàëíè ïðîåêòîðè ñà

Pλn{f} =
4

a2

(∫ a

0

f(ξ)(a− ξ) sinλnξdξ

)
sinλnx−

4

a2

(∫ a

0

f(ξ)(1− cosλnξ)dξ

)
x cosλnx.
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4 Äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
è

∂2

∂x2

4.1 Óâîä

Íàé-áëèçêî äî ðàçãëåæäàíèòå â Ãëàâè 2 è 3 åäíîìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ, ñúîò-

âåòíî çà îïåðàòîðèòå
d

dt
è
d2

dx2
, ñà îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàë-

íè îïåðàòîðè
∂

∂t
è
∂2

∂x2
â ñúîòâåòíî ôóíêöèîíàëíî ïðîñòðàíñòâî íà ôóíêöèè íà äâåòå

íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè t è x. Öåëòà íà òåçè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ å èçó÷àâàíåòî
íà íåëîêàëíè åâîëþöèîííè ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà

(4.1) P

(
∂

∂t

)
u−Q

(
∂2

∂x2

)
u = F (x, t)

â èâèöà D îò âèäà D = [0, a]× [0,∞) è ñ ïîëèíîìè P è Q.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è, çàäàâàìå äâà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

χ ∈ (C[0,∞))∗ è Φ ∈ (C1[0, a])∗.

Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è ñà ñëåäíèòå:
1) �Íà÷àëíè� óñëîâèÿ

(4.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x, τ)

}
= fk(x), k = 0, 1, ..., degP − 1,

ñ äàäåíè fk(x) çà 0 ≤ x ≤ a. Èçîáùî, òåçè óñëîâèÿ ñà íåëîêàëíè.

2) Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà îò âèäà

(4.3)
∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t), Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t),

êúäåòî k = 0, 1, ..., degQ− 1 à ϕk(t) è ψk(t) ñà äàäåíè çà 0 ≤ t <∞. Ïúðâîòî îò òåçè
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ å ëîêàëíî, à âòîðîòî - èçîáùî íåëîêàëíî.

Èäåÿòà íà äèðåêòíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà (4.1) -

(4.3) å äà ñå âúâåäå êîíâîëþöèîííî ïðîèçâåäåíèå u(x, t)
(x,t)
∗ v(x, t) â ïðîñòðàíñòâîòî

íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè C = C(D), ñ öåë òî äà ñå ïðåâúðíå â êîíâîëþöèîííà
àëãåáðà è òÿ äà ñå ðàçøèðè äî ïðúñòåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè. Êàêòî ùå âèäèì
ïî-íàòàòúê, òîâà ñòàâà ïî íà÷èí, ïîäîáåí íà íà÷èíà, ïî êîèòî îò ìíîæåñòâîòî íà
öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâàò ðàöèîíàëíèòå.

Â òîçè ïðúñòåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè çàäà÷àòà (4.1) - (4.3) ñå àëãåáðèçèðà
è ñå ñâåæäà äî åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò ïúðâà ñòåïåí îò âèäà

(4.4) [P (st)−Q(Sx)]u = F̃ ,

êúäåòî st è Sx ñà îñíîâíè åëåìåíòè íà ïðúñòåíà è F̃ ñúùî å åëåìåíò íà ïðúñòåíà,
âêëþ÷âàù â ñåáå ñè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ. st è Sx ñà àëãåáðè÷íèòå àíàëîçè íà äèôå-

ðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè
∂

∂t
è
∂2

∂x2
.



4 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÒÅ
∂

∂T
È

∂2

∂X2

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî P (st) − Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â ïðúñòåíà îò ìóëòèïëè-
êàòîðíèòå ÷àñòíè, ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà (4.4) e

u =
1

P (st)−Q(Sx)
F̃ .

Ïîñëåäíàòà ñòúïêà å äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ôóíêöèÿ îò C(D), êîÿòî ùå íà-
ðè÷àìå ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3). Àêî ñëàáîòî ðåøåíèå èìà
ïðîèçâîäíè îò äîñòàòú÷íî âèñîê ðåä, òî ñúâïàäà ñ êëàñè÷åñêîòî ðåøåíèå.

Â òàçè ãëàâà å ðåàëèçèðàíà îïèñàíàòà ïðîãðàìà.

4.2 Äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ

Äà ïðèïîìíèì åäíîìåðíèòå êîíâîëþöèè
t∗ è x∗ îò ãëàâè 2 è 3, ñúîòâåòíî:

(4.5) (ϕ
t∗ ψ)(t) = χτ

{∫ t

τ

ϕ(t+ τ − σ)ψ(σ)dσ

}
â C(∆), êúäåòî ∆ å èíòðâàë îò R (â íàùèÿ ñëó÷àé ∆ = [0,∞)) è

(4.6) (f
x∗ g)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
,

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f(ζ + x− η)g(η)dη −
∫ ζ

−x
f(|ζ − x− η|)g(|η|)sgn(η(ζ − x− η))dη

â C[0, a].
Ïî-íàòàòúê ùå äåôèíèðàìå äâóìåðía êîíâîëþöèÿ ò. å. êîíâîëþöèè íà ôóíêöèè

íà äâå ïðîìåíëèâè u(x, t)
(x,t)
∗ v(x, t) â C = C(D) = C([0, a]× [0,∞)). Ïðè òîâà ùå ñå

ðúêîâîäèì îò åñòåñòâåíîòî èçèñêâàíå: àêî ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè
ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, òî êîíâîëþöèÿòà
íà ôóíêöèèòå íà äâå ïðîìåíëèâè äà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà êîíâîëþöèè
íà ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà ò. å. àêî u(x, t) = u1(x)u2(t), v(x, t) =
v1(x)v2(t), äà å â ñèëà ðàçëàãàíåòî

u(x, t)
(x,t)
∗ v(x, t) = (u1(x)u2(t))

(x,t)
∗ (v1(x)v2(t)) = (u1(x)

x∗ v1(x))(u2(t)
t∗ v2(t)).

Ùå âúâåäåì äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ â C([0, a]× [0,∞)).

Äåôèíèöèÿ 4.1 (Äèìîâñêè [47]) Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0,∞)). Òîãàâà

(4.7) (u
(x,t)
∗ v)(x, t) = χτ

{∫ τ

0

u(x, t+ τ − σ)
x∗ v(x, σ)dσ

}
.

Çàáåëåæêà. Äèðåêòíî îò òàçè äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å îïåðàöèÿòà (4.7) ìîæå äà
áúäå ïðåäñòàâåíà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(4.8) (u
(x,t)
∗ v)(x, t) = χτΦξ

{∫ ξ

0

h(x, t, ζ, τ)dζ

}
,
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4.2 Äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ

êúäåòî

h(x, t, ζ, τ) = −1

2

(∫ ζ

x

∫ t

τ

u(ζ + x− η, t+ τ − σ)v(η, σ)dσdη−∫ ζ

−x

∫ t

τ

u(|ζ − x− η|, t+ τ − σ)v(|η|, σ)sgn(η(ζ − x− η))dσdη

)
.

Ùå îïèøåì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ (4.7), êîèòî ñà ñúùåñ-

òâåíî âàæíè çà èçãðàæäàíå íà äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðèòå
∂

∂t

è
∂2

∂x2
.

Òåîðåìà 4.1 Íåêà u1(x), v1(x) ∈ C[0, a] è u2(t), v2(t) ∈ C[0,∞). Òîãàâà

(4.9) {u1(x)u2(t)}
(x,t)
∗ {v1(x)v2(t)} =

(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(t)
t∗ v2(t)

)
.

Äîêàçàòåëñòâî.

Îò Äåôèíèöèÿ (4.1) íà
(x,t)
∗ èìàìå

{u1(x)u2(t)}
(x,t)
∗ {v1(x)v2(t)} = χτ

{∫ τ

0

(
u1(x)u2(t+ τ − σ)

) x∗
(
v1(x)v2(σ)

)
dσ

}
=

=
(
u1(x)

x∗ v1(x)
)
χτ

{∫ τ

0

u2(t+ τ − σ)v2(σ)dσ

}
=

=
(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(t)
t∗ v2(t)

)
.

�

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà

Ëåìà 4.1 Oïåðàöèÿòa
(x,t)
∗ å áèëèíåéíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëèòå χ è Φ òâúðäåíèåòî å î÷å-
âèäíî.
�

Ëåìà 4.2 Íåêà f = f(x) ∈ C[0, a], ϕ = ϕ(t) ∈ C[0,∞) è u = u(x, t) ∈ C([0, a]×[0,∞)).
Òîãàâà

(4.10) f
x∗
(
ϕ

t∗ u
)

= (fϕ)
(x,t)
∗ u.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî ôóíêöèÿòà u = u(x, t) å îò âèäà u(x, t) =

u1(x)u2(t) çà u1(x) ∈ C[0, a] è u2(t) ∈ C[0,∞).

f(x)
x∗
(
ϕ(t)

t∗ u(x, t)
)

= f(x)
x∗
(
ϕ(t)

t∗ u1(x)u2(t)
)

=
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∂T
È

∂2

∂X2

= f(x)
x∗
((
ϕ(t)

t∗ u2(t)
)
u1(x)

)
=
(
f(x)

x∗ u1(x)
)(

ϕ(t)
t∗ u2(t)

)
.

Îò Òåîðåìà 4.1 èìàìå, ÷å:(
f(x)

x∗ u1(x)
)(

ϕ(t)
t∗ u2(t)

)
=

(
f(x)ϕ(t)

(x,t)
∗ u1(x)u2(t)

)
.

Ñëåäîâàòåëíî êîãàòî u(x, t) = u1(x)u2(t) ïîëó÷àâàìå

f(x)
x∗
(
ϕ(t)

t∗ u(x, t)
)

=

(
f(x)ϕ(t)

(x,t)
∗ u(x, t)

)
.

Íî ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ u(x, t) ∈
C([0, a]×[0,∞)) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ïî÷òè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå
x è t, ò. å. ÷ðåç ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ôóíêöèèòå xntk çà n, k = 0, 1, 2, .... Ïîíåæå
ôóíêöèÿòà xntk å îò âèäà u1(x)u2(t), òî îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x,t)
∗ ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.
�

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: Ñ lt îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí

îïåðàòîð íà îïåðàòîðà
∂

∂t
, îïðåäåëåí ñ ôóíêöèîíàëà χ (âæ. (2.6)):

ltu(x, t) =

∫ t

0

u(x, τ)dτ − χτ
{∫ τ

0

u(x, σ)dσ

}
.

Íÿêîé ñâîéñòâàòà íà òîçè îïåðàòîð ðàçãëåäàõìå â Ãëàâà 2. Äà ïðèïîìíèì, ÷å lt ñå
èçðàçÿâà ÷ðåç êîíâîëþöèÿòà (4.5) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lt = {1} t∗ .

Ñ Lx ùå îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äè-

ôåðåíöèðàíåòî
∂2

∂x2
, îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lxu)(0, t) = 0 è Φξ{Lxu(ξ, t)} = 0, (âæ.

Ãëàâà 3):

Lxu(x, t) =

∫ x

0

(x− ξ)u(ξ, t)dξ − xΦξ

{∫ ξ

0

(ξ − η)u(η, t)dη

}
.

Íÿêîé ñâîéñòâàòà íà òîçè îïåðàòîð ðàçãëåäàõìå â Ãëàâà 3. Äà ïðèïîìíèì, ÷å Lx ñå
èçðàçÿâà ÷ðåç êîíâîëþöèÿòà (4.6) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí (âæ. Òåîðåìà 3.1 îò Ãëàâà 3):

Lx = {x} x∗ .

Òåîðåìà 4.2 Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0,∞)). Òîãàâà îïåðàöèÿòà (4.7):

(u
(x,t)
∗ v)(x, t) = χτ

{∫ τ

0

u(x, t+ τ − σ)
x∗ v(x, σ)dσ

}
å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a]× [0,∞)), çà êîÿòî

(4.11) ltLxu = {x}
(x,t)
∗ u.
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4.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a]× [0,∞)),
(x,t)
∗ )

Òóê íà ôóíêöèÿòà {x} ñå ãëåäà êàòî íà ôóíêöèÿ îò C([0, a]× [0,∞)), à íå îò C[0, a].
Äîêàçàòåëñòâî.

Ïîäîáíî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.2 è òóê ïúðâî ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà
è êîìóòàòèâíîñòòà çà ôóíêöèè îò âèäà u(x, t) = u1(x)u2(t), v(x, t) = v1(x)v2(t), à

ïîñëå ùå èçïîëçâàìå áèëèíåéíîñòòà íà êîíâîëþöèÿòà
(x,t)
∗ , çàåäíî ñ òåîðåìàòà íà

Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]).
Íåêà u(x, t) = u1(x)u2(t), v(x, t) = v1(x)v2(t), w(x, t) = w1(x)w2(t) çà u1(x), v1(x), w1(x) ∈

C[0, a] è u2(t), v2(t), w2(t) ∈ C[0,∞).

Ùå äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà íà
(x,t)
∗ :

u
(x,t)
∗ v = u1u2

(x,t)
∗ v1v2 = (u1

x∗ v1)(u2
t∗ v2) = (v1

x∗ u1)(v2
t∗ u2) =

= v1v2

(x,t)
∗ u1u2 = v

(x,t)
∗ u.

Äà äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x,t)
∗ . Èìàìå(

u
(x,t)
∗ v

)
(x,t)
∗ w =

(
u1u2

(x,t)
∗ v1v2

)
(x,t)
∗ w1w2 =

=
(

(u1
x∗ v1)(u2

t∗ v2)
)

(x,t)
∗ w1w2 =

=
(

(u1
x∗ v1)

x∗ w1

)(
(u2

t∗ v2)
t∗ w2

)
=
(
u1

x∗ (v1
x∗ w1)

)(
u2

t∗ (v2
t∗ w2)

)
=

= u1u2

(x,t)
∗
(

(v1
x∗ w1)(v2

t∗ w2)
)

=

= u1u2

(x,t)
∗
(
v1v2

(x,t)
∗ w1w2

)
= u

(x,t)
∗
(
v

(x,t)
∗ w

)
.

Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C([0, a]×
[0,∞)) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ïî÷òè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x è t,
ò. å. ÷ðåç ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ôóíêöèèòå xntm çà n,m = 0, 1, 2, .... Ïîíåæå ôóí-

êöèÿòà xntm å îò âèäà u1(x)u2(t) òî îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x,t)
∗

ñëåäâà êîìóòàòèâíîñòòà è àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x,t)
∗ â C([0, a]× [0,∞)).

Îñòàâà äà äîêàæåì (4.11). Íåêà u ∈ C([0, a]× [0,∞))

ltLxu = lt(Lxu) = lt

(
{x} x∗ u

)
= {1} t∗

(
{x} x∗ u

)
= {x}

(x,t)
∗ u.

�

4.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a]× [0,∞)),
(x,t)
∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ïàðàãðàôèòå �Äèðåêòåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä� íà
ãëàâè 2 è 3, ùå ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî C = C([0, a]× [0,∞)) íà íåïðåêúñíàòèòå
ôóíêöèè â [0, a]× [0,∞) ñ äâåòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå ” + ” è óìíîæåíèå êàòî âìåñòî
�ñòàíäàðòíîòî�, �ïîòî÷êîâî� óìíîæåíèå íà ôóíêöèè, îçíà÷àâàíî ñ ”.” è u(x, t)v(x, t),
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4 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÒÅ
∂

∂T
È

∂2

∂X2

ùå ðàçãëåæäàìå äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ
(x,t)
∗ , çàäàäåíà ñ (4.7). Ïðîñòðàíñòâîòî C ñ

îïåðàöèèòå ” + ” è
(x,t)
∗ å ïðúñòåí, à ñúùî è àëãåáðà íàä R .

Ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,t)
∗ ).

Ïúðâî ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà ìóëòèïëèêàòîð íà òàçè êîíâîëþöèîííà àëãåáðà.

Äåôèíèöèÿ 4.2 Ëèíååí îïåðàòîð M : C → C ñå íàðè÷à ìóëòèïëèêàòîð íà êîí-

âîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,t)
∗ ) àêî ðàâåíñòâîòî

(4.12) M(u
(x,t)
∗ v) = (Mu)

(x,t)
∗ v

å èçïúëíåíî çà âñè÷êè u, v ∈ C.

Ïðîñò ïðèìåð íà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
(x,t)
∗ ) ñà êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè u

(x,t)
∗ ,

êúäåòî u ∈ C. Äðóã òðèâèàëåí ïðèìåð íà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
(x,t)
∗ ) ñà ÷èñëîâèòå

ìóëòèïëèêàòîðè.

Äåôèíèöèÿ 4.3 Íåêà u ∈ C è λ ∈ R (èëè C). Îïåðàòîðúò [λ] : C → C, [λ]u = {λu}
ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð íà àëãåáðàòà (C,

(x,t)
∗ ).

Çà ÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè å èçïúëíåíî [λ][µ] = [λµ]. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
äàâà îñíîâàíèå çà íàèìåíîâàíèåòî ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð. ×èñëîâèòå ìóëòèïëèêà-
òîðè îáðàçóâàò ïðúñòåí, èçîìîðôåí íà R (èëè C).

Íå òîëêîâà òðèâèàëíè ïðèìåðè íà ìóëòèïëèêàòîðè ñà ñëåäâàùèòå îïåðàòîðè:

Àêî f ∈ C[0, a], òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð f
x∗ â C[0, a] ìîæå äà áúäå

ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C = C([0, a]× [0,∞)) òàêà, ÷å

(f
x∗){u(x, t)} = {f(x)} x∗ {u(x, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâàòà t ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòúð.

Àíàëîãè÷íî ìîæå äà ðàçãëåäàìå êîíâîëþöèîííèÿ îïåðàòîð ϕ
t∗, ϕ ∈ C[0,∞) êàòî

îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C = C([0, a]× [0,∞)) òàêà, ÷å

(ϕ
t∗){u(x, t)} = {ϕ(t)} t∗ {u(x, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâàòà x ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòúð.
Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà

(4.13) [ϕ]x = {ϕ(t)} t∗, [f ]t = {f(x)} x∗ .

Ùå íàðè÷àìå òåçè îïåðàòîðè ÷àñòíè ÷èñëîâè îïåðàòîðè ñïðÿìî îòñúñòâàùèòå
ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 4.3 Êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè (4.13) ñà ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþ-

öèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,t)
∗ ).
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4.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x,t)
∗ )

Äîêàçàòåëñòâî.

Íåêà ϕ ∈ C[0,∞). Ùå äîêàæåì, ÷å [ϕ]x(v
(x,t)
∗ w) = {[ϕ]xv}

(x,t)
∗ w èëè, êîåòî å

ñúùîòî, ϕ
t∗ (v

(x,t)
∗ w) = (ϕ

t∗ v)
(x,t)
∗ w, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè v, w ∈ C([0, a]×[0,∞)).

Ïúðâî ùå äîêàæåì òîâà ðàâåíñòâî çà ôóíêöèè îò âèäà

v(x, t) = v1(x)v2(t), w(x, t) = w1(x)w2(t),

êúäåòî v1(x), w1(x) ∈ C[0, a], v2(t), w2(t) ∈ C[0,∞). Èìàìå

ϕ
t∗ (v

(x,t)
∗ w) = ϕ

t∗ ({v1v2}
(x,t)
∗ {w1w2}).

Êàòî èçïîëçâàìå òóê è ïî-äîëó â äîêàçàòåëñòâîòî Òåîðåìà 4.1 íàìèðàìå

ϕ
t∗ ({v1v2}

(x,t)
∗ {w1w2}) = ϕ

t∗
(

(v1
x∗ w1)(v2

t∗ w2)
)

=

= (v1
x∗ w1)

(
ϕ

t∗ (v2
t∗ w2)

)
= (v1

x∗ w1)
(

(ϕ
t∗ v2)

t∗ w2

)
=

=
(
v1(ϕ

t∗ v2)
)

(x,t)
∗ {w1w2} = (ϕ

t∗ {v1v2})
(x,t)
∗ {w1w2} = (ϕ

t∗ v)
(x,t)
∗ w.

Äîêàçàõìå ϕ
t∗ (v

(x,t)
∗ w) = (ϕ

t∗ v)
(x,t)
∗ w çà ôóíêöèè îò âèäà v(x, t) = v1(x)v2(t),

w(x, t) = w1(x)w2(t), v1(x), w1(x) ∈ C[0, a], v2(t), w2(t) ∈ C[0,∞). Íî ñïîðåä òåîðåìàòà
íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ v = v(x, t) ∈ C([0, a]×[0,∞)) ìîæå äà
ñå àïðîêñèìèðà ïî÷òè ðàâíîìåðíî ñ ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèè îò âèäà v1v2 =
v1(x)v2(t), v1(x) ∈ C[0, a], v2(t) ∈ C[0,∞), íàïðèìåð ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x, t.

Íåêà f ∈ C[0, a]. Äîêàçàòåëñòâîòî íà [f ]t(v
(x,t)
∗ w) = {[f ]tv}

(x,t)
∗ w èëè, êîåòî å

ñúùîòî, f
x∗ (v

(x,t)
∗ w) = (f

x∗ v)
(x,t)
∗ w, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè v, w ∈ C([0, a]× [0,∞))

ñå èçâúðøâà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà äîêàçàòåëñòâîòî íà [ϕ]x(v
(x,t)
∗ w) = {[ϕ]xv}

(x,t)
∗

w.
�

4.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x,t)
∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ãëàâè 2 è 3 ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêà-

òîðèòå íà (C,
(x,t)
∗ ) è ïðúñòåíà íà ìóòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,t)
∗ ) å

êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [72]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Îáèêíîâåíî, â M èìà åëå-
ìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè, êîèòî íå ñà äåëèòåëè

íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêèâà åëåìåíòè ñà: ìóëòèïëèêàòîðèòå {x} x∗ è {1} t∗ ò. å. îïå-
ðàòîðèòå Lx = [x]t è lt = [1]x. Ïîðàäè Òåîðåìà 4.3 åëåìåíòèòå [x]t, [1]x ∈M.

Îçíà÷àâàìå ñ N ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M.
Ìíîæåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

Ïî ïîäîáåí íà÷èí íà íà÷èíà ïî êîéòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà
ïðúñòåíúò íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ïðúñòåíà íà
ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè. Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë
íà íóëàòà.

Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ"(âæ. Ëåíã [71], ñòð. 53).

Â ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å êîìóòàòèâåí ïðúñ-
òåí.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî-êîéòî ïðúñòåíúò íà öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷àñò îò
ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è ïðúñòåíúò íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà êîíâî-
ëþöèîííàòà àëãåáðà (C,

x∗) ðàçãëåæäàìå êàòî ÷àñò îòM, à ñúùî è êîíâîëþöèîííèòå

ïðúñòåíè (C[0, a],
x∗), (C[0,∞),

t∗), (C,
(x,t)
∗ ). Ïî-òî÷íî òåçè âëàãàíèÿ ñà ðàçãëåäàíè â

ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4 Â ïðúñòåíàM ñå ñúäúðæàò ïîäïðúñòåíè, èçîìîðôíè íà:
i) Îñíîâíîòî ïîëå R èëè C;
ii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C[0, a],

x∗);
iii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C[0,∞),

t∗);
iv) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C,

(x,t)
∗ );

v) Ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,t)
∗ ).

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå ïðîâåðèì, ÷å ñëåäâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ñà âëàãàíèÿ.

i) R èëè C ↪→M : α 7→ (Lxα)
x∗

Lx
= [α], α ∈ R èëè α ∈ C ;

ii) (C[0, a],
x∗) ↪→M : f 7→ (Lxf)

x∗
Lx

= [f ]t, f ∈ C[0, a];

iii) (C[0,∞),
t∗) ↪→M : ϕ 7→ (ltϕ)

t∗
lt

= [ϕ]x, ϕ ∈ C[0,∞);

iv) (C,
(x,t)
∗ ) ↪→M : u 7→ (Lxltu)

(x,t)
∗

Lxlt
= u, u ∈ C;

v) M ↪→M : M 7→ M

I
, êúäåòî I å èäåíòèòåòúò â (C,

(x,t)
∗ ), à M ∈M.

Ðàçãëåæäàìå i ). Ïîíåæå âëàãàíåòî R ↪→ M (èëè C ↪→ M) ñå äåôèíèðà ñ èçîá-
ðàæåíèåòî α 7→ [α] òî îò ñúîòâåòñòâèÿòà

αβ 7→ [αβ] =
αβLx
Lx

=
αLx
Lx

βLx
Lx

= [α][β],
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4.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3)

è

α + β 7→ [α + β] =
(α + β)Lx

Lx
=
αLx + βLx

Lx
=
αLx
Lx

+
βLx
Lx

= [α] + [β],

êúäåòî α, β ∈ R (èëè C) ñå âèæäà, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å âëàãàíå íà ïðúñòåíè. Çà
îçíà÷åíèåòî � [ ]� âæ. Äåôèíèöèÿ 4.3.

Ðàçãëåæäàìå ii). Ùå äîêàæåì, ÷å èçîáðàæåíèåòî â ii) å âëàãàíå íà ïðúñòåíè. Íåêà
f, g ∈ C[0, a]. Èìàìå

f + g 7→ (Lx(f + g))
x∗

Lx
= [f + g]t.

Îò äðóãà ñòðàíà
(Lx(f + g))

x∗
Lx

=
(Lxf + Lxg)

x∗
Lx

Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà
x∗

(Lxf + Lxg)
x∗

Lx
=

(Lxf)
x∗

Lx
+

(Lxg)
x∗

Lx
= [f ]t + [g]t.

Ùå äîêàæåì, ÷å îáðàçà íà ïðîèçâåäåíèå íà äâà åëåìåíòà å ïðîèçâåäåíèå íà îá-
ðàçèòå èì, ò.å. ùå äîêàæåì, ÷å [f

x∗ g]t = [f ]t[g]t. Èìàìå

(f
x∗ g) 7→ (Lx(f

x∗ g))
x∗

Lx
= [f

x∗ g]t.

Oò äðóãà ñòðàíà

(Lx(f
x∗ g))

x∗
Lx

=

(
(Lxf)

x∗
)

Lx

(
(Lxg)

x∗
)

Lx
= [f ]t[g]t.

Òîâà, ÷å îñòàíàëèòå èçîáðàæåíèÿ ñúùî ñà âëàãàíèÿ ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.
�

Îò ñåãà íàòàòúê ùå ñìÿòàìå, ÷å âñè÷êè òåçè ïðúñòåíè ñà ïîäïðúñòåíè íàM.

4.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3)

Êàêòî ñïîìåíàõìå, åëåìåíòèòå lt è Lx íà M íå ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Âàæíè çà
ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñ îãëåä íà àëãåáðèçàöèÿòà íà ãðàíè÷íèòå çàäà÷è îò
ðàçãëåæäàíèÿ êëàñ ñà àëãåáðè÷íèòå îáðàòíè íà lt è Lx âM. Îçíà÷àâàìå ãè ñ

st =
1

lt
, Sx =

1

Lx
.

Îïåðàòîðèòå st è Sx ñà àëãåáðè÷åñêè àíàëîçè íà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
,
∂2

∂x2
. Âðúçêàòà

ìåæäó st, Sx è
∂

∂t
,
∂2

∂x2
ñúîòâåòíî ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

Òåîðåìà 4.5 Íåêà u ∈ C ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ut è uxx â
[0, a]× [0,∞). Òîãàâà

(4.14) uxx = Sxu+ Sx{xΦ{1} − 1}u(0, t)− [Φξ{u(ξ, t)}]x,

(4.15) ut = stu− [χτ{u(x, τ)}]t.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâî (4.14) å äîêàçàíî â Ãëàâà 3 Òåîðåìà 3.3, à ðàâåíñòâî
(4.15) å äîêàçàíî â Ãëàâa 2 Òåîðåìà 2.3.
�

Òåîðåìà 4.6 Íåêà u ∈ C è
∂n

∂tn
u(x, t) ∈ C(D) çà n = 1, 2, ...,,

∂2m

∂x2m
u(x, t) ∈ C(D) çà

m = 1, 2, ...,. Òîãàâà

(4.16)
∂2m

∂x2m
u = Smx u+

m∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1} ∂
2(m−j)

∂x2(m−j)u(0, t)− Sj−1
x Φξ

{
∂2(m−j)

∂ξ2(m−j)u(ξ, t)

}
,

(4.17)
∂n

∂tn
u = snt u−

n∑
j=1

sn−jt χτ

{
∂j−1

∂τ j−1
u(x, τ)

}
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâî (4.16) å äîêàçàíî â Ãëàâà 3, Òåîðåìà 3.4, à ðàâåíñòâî
(4.17) å äîêàçàíî â Ãëàâà 2, Ñëåäñòâèå 2.1.
�

Âðúçêèòå (4.16) è (4.17) íè ïîçâîëÿâàò äà àëãåáðèçèðàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1)
- (4.3):

(4.1) P

(
∂

∂t

)
u−Q

(
∂2

∂x2

)
u = F (x, t),

(4.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x, τ)

}
= fk(x), k = 0, 1, ..., degP − 1,

(4.3)
∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t), Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t), k = 0, 1, ..., degQ− 1.

Çà òàçè öåë, êàòî èçïîëçâàìå (4.16) è (4.17) è îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (4.2) - (4.3)
ïîëó÷àâàìå

∂2k

∂x2k
u = Skxu+

k∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Sj−1
x ψk−j(t),(4.18)

∂k

∂tk
u = skt u−

k∑
j=1

sk−jt fj−1(x).(4.19)

Çàïèñâàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.1) âúâ âèäà
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P

(
∂

∂t

)
u−Q

(
∂2

∂x2

)
u := bnu+

n∑
k=1

bn−k
∂k

∂tk
u− cmu−

m∑
k=1

cm−k
∂2k

∂x2k
u = F (x, t).

Êàòî èçïîëçâàìå (4.18), (4.19), ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) ñå ðåäóöèðà äî åäíî
àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå âM:

bnu+
n∑
k=1

bn−k

(
skt u−

k∑
j=1

sk−jt fj−1(x)

)
−(4.20)

− cmu−
m∑
k=1

cm−k

(
Skxu+

k∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Sj−1
x ψk−j(t)

)
= F (x, t).

Òóê F (x, t), fj(x), çà j = 0, 1, ..., degP − 1 è ϕi(t) è ψi(t) çà i = 0, 1, ..., degQ − 1
ñà äàäåíè ôóíêöèè. Íà òÿõ ìîæå äà ñå ãëåäà êàòî íà èçâåñòíè åëåìåíòè îò ïðúñòåíà
M. Íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u ãëåäàìå êàòî íà íåèçâåñòåí åëåìåíò îò ïðúñòåíàM.
Çàòîâà çïèñâàìå àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.20) îò ïðúñòåíàM âúâ âèäà:

n∑
k=0

bn−ks
k
t u−

m∑
k=0

cm−kS
k
xu = F (x, t) +(4.21)

+
n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

sk−jt fj−1(x) +
m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Sj−1

x ψk−j(t)
)

ò. å.

P (st)u−Q(Sx)u = F (x, t) +(4.22)

+
n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

sk−jt fj−1(x) +
m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Sj−1

x ψk−j(t)
)

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â óâîäà ùå ñå ñòðåìèì äà ðåøèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(4.22) âM, à ñëåä òîâà äà èçòúëêóâàìå ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå êàòî ôóíêöèÿ.

Íî ïúðâî ùå ïðåäñòàâèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.22) îò M êàòî èíòåãðàëíî
óðàâíåíèå çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u. Óìíîæàâàìå (4.21) ñ Lmx l

n
t . Ïîëó÷àâàìå:

Lmx

n∑
k=0

bn−kl
n
t s

k
t u− lnt

m∑
k=0

cm−kL
m
x S

k
xu = Lmx l

n
t F (x, t) +

+ Lmx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

lnt s
k−j
t fj−1(x) + lnt

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

(
Lmx S

j
x{xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Lmx Sj−1

x ψk−j(t)
)
.

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å LxSx = 1 è ltst = 1 íàìèðàìå

(4.23) Lmx

n∑
k=0

bn−kl
n−k
t u− lnt

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = Lmx l

n
t F (x, t)+
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

+Lmx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j
t fj−1(x)+lnt

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

(
Lm−jx {xΦ{1} − 1}ϕk−j(t)− Lm−j+1

x ψk−j(t)
)
.

Ñåãà èçïîëçâàìå è Lx = [x]t, Lmx = Lm−1
x {x} è lt = [1]x, lnt = ln−1

t {1}. Ïîëó÷àâàìå
èíòåãðàëíî óðàâíåíèå çà ôóíêöèÿòà u :

(4.24) Lmx

n∑
k=0

bn−kl
n−k
t u− lnt

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = Lmx l

n
t F (x, t)+

+Lmx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x)+

+lnt

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)
.

Äåôèíèöèÿ 4.4 Ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, a]× [0,∞)) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) àêî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (4.24).

Ùå äîêàæåì, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ ñúñ ñúîòâåòíàòà ãëàäêîñò óäîâëåòâîðÿâà èí-
òåãðàëíîòî óðàâíåíèå (4.24), òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (2) è (3).

Ëåìà 4.3 Íåêà u = u(x, t) ∈ C1([0, a]×[0,∞)),
∂n−1

∂tn−1
u(x, t) ∈ C(D), êúäåòî n = degP

è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (4.24). Òîãàâà u óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íè-
òå óñëîâèÿ (4.2) ïî t:

χτ

{
∂k

∂τ k
u(x, τ)

}
= fk(x), k = 0, 1, ..., n− 1,

çà 0 ≤ x ≤ a.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïðèëàãàìå êúì (4.24) ôóíêöèîíàëà χ. Ïîëó÷àâàìå

Lmx

n∑
k=0

bn−kχt
{
ln−kt u

}
− χt

{
lnt

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u

}
= Lmx χt {lnt F (x, t)}+

+Lmx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

χt

{
ln−k+j−1
t {1}

}
fj−1(x)+

+χt

{
lnt

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)}
.

Êàòî èçïîëçâàìå χτ ◦ lτ ≡ 0, íàìèðàìå

Lmx b0χt{u} = Lmx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

χt

{
ln−k+j−1
t {1}

}
fj−1(x).
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4.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3)

Îòíîâî êàòî èçïîëçâàìå χτ ◦ lτ ≡ 0 ñå âèæäà, ÷å â äÿñíàòà ñòðàíà å ðàçëè÷íî îò íóëà
ñàìî ñúáèðàåìîòî êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè k = n è j = 1, ò.å.

Lmx b0χt{u} = Lmx b0χt {1} f0(x).

Îò χt{1} = 1 ïîëó÷àâàìå
Lmx b0χt{u} = Lmx b0f0(x).

Êúì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂2m

∂x2m
. Ïîíåæå Lx å äåñåí îáðàòåí

íà
∂2

∂x2
, ò.å.

∂2

∂x2
Lx = I èìàìå

∂2m

∂x2m
Lmx = I, êúäåòî I å èäåíòèòåòúò â C(D). Ñëåäîâà-

òåëíî
χt{u(x, t)} = f0(x).

Íàêðàÿ ñìå èçïîëçâàëè, ÷å b0 6= 0, çàùîòî degP ≥ 1.

Äîïóñêàìå, ÷å

χτ

{
∂j

∂τ j
u(x, τ)

}
= fj(x),

çà j = 1, ..., n− 2. Ùå äîêàæåì

χτ

{
∂n−1

∂τn−1
u(x, τ)

}
= fn−1(x).

Ïðèëàãàìå
∂n−1

∂tn−1
êúì (4.24)

Lmx

(
bnltu+ bn−1u+ bn−2

∂

∂t
u+ ...+ b1

∂n−2

∂tn−2
u+ b0

∂n−1

∂tn−1
u

)
−(4.25)

−lt
m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = Lmx ltF (x, t) +

+Lmx
∂n−1

∂tn−1

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x) +

+lt

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−j+1
x Φ{1} − Lm−jx

)
ϕk−j(t)− Lm−j+1

x ψk−j(t)
)
.

Íåêà îòäåëíî äà ðàçãëåäàìå äâîéíàòà ñóìà

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x) =

= bn−1 ln−1
t {1}f0(x) +

+ bn−2

(
ln−2
t {1}f0(x) + ln−1

t {1}f1(x)
)

+

+ ... +

+ b1

(
lt{1}f0(x) + l2t {1}f1(x) + ...+ ln−2

t {1}fn−3(x) + ln−1
t {1}fn−2(x)

)
+

+ b0

(
1f0(x) + lt{1}f1(x) + ...+ ln−2

t {1}fn−2(x) + ln−1
t {1}fn−1(x)

)
.
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

Ïðèëàãàìå
∂n−1

∂tn−1
êúì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî. Èçïîëçâàìå

∂n−1

∂tn−1
lt{1} =

∂n−1

∂tn−1
l2t {1} = ... =

∂n−1

∂tn−1
ln−2
t {1} = 0

è
∂n−1

∂tn−1
ln−1
t {1} = 1.

Ïîëó÷àâàìå

∂n−1

∂tn−1

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x) =(4.26)

= bn−1f0(x) + bn−2f1(x) + ... + b1fn−2(x) + b0fn−1(x).

Ñåãà ïðèëàãàìå χ êúì (4.25) è êàòî èçïîëçâàìå (4.26) è χτ ◦ lτ ≡ 0 íàìèðàìå

Lmx

(
bn−1χt{u(x, t)}+ bn−2χt

{
∂

∂t
u(x, t)

}
+ ...+ b1χt

{
∂n−2

∂tn−2
u(x, t)

}
+ b0χt

{
∂n−1

∂tn−1
u(x, t)

})
=

= Lmx (bn−1f0(x) + bn−2f1(x) + ... + b1fn−2(x) + b0fn−1(x)) .

Ïîíåæå

χτ

{
∂j

∂τ j
u(x, τ)

}
= fj(x),

çà j = 1, ..., n− 2, ïîëó÷àâàìå

Lmx

(
bn−1f0(x) + bn−2f1(x) + ... + b1fn−2(x) + b0χt

{
∂n−1

∂tn−1
u(x, t)

})
=

= Lmx (bn−1f0(x) + bn−2f1(x) + ... + b1fn−2(x) + b0fn−1(x)) .

Ïðèëàãàìå êúì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
∂2m

∂x2m
è ïîíåæå b0 6= 0, íàìèðàìå

χτ

{
∂n−1

∂τn−1
u(x, τ)

}
= fn−1(x).

�

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ ñúñ ñúîòâåòíàòà ãëàäêîñò óäîâëåòâîðÿâà
èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (4.24) òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ïî x.

Ëåìà 4.4 Íåêà u = u(x, t) ∈ C1([0, a] × [0,∞)),
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t) ∈ C(D), êúäåòî m =

degQ è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (4.24). Òîãàâà u óäîâëåòâîðÿâà ãðà-
íè÷íèòå óñëîâèÿ (4.3) ïî x.

∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t), Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t),

êúäåòî k = 0, 1, ...,m− 1, m = degQ è ϕk(t) è ψk(t) ñà äàäåíè çà 0 ≤ t <∞.
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Äîêàçàòåëñòâî.
Íåêà îòäåëíî äà ðàçïèøåì ïî-ïîäðîáíî ïîñëåäíàòà äâîéíà ñóìà ó÷àñòâàùà â

(4.24)

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)
=(4.27)

= cm−1

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ϕ0(t)− Lm−1

x {x}ψ0(t)
)

+

+ cm−2

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ϕ1(t)− Lm−1

x {x}ψ1(t) +

+
(
Lm−2
x {x}Φ{1} − Lm−3

x {x}
)
ϕ0(t)− Lm−2

x {x}ψ0(t)
)

+

+ ... +

+ c1

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ϕm−2(t)− Lm−1

x {x}ψm−2(t) + ...+

+
(
Lx{x}Φ{1} − {x}

)
ϕ0(t)− Lx{x}ψ0(t)

)
+

+ c0

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ϕm−1(t)− Lm−1

x {x}ψm−1(t) + ...+

+
(
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ0(t)− {x}ψ0(t)

)
1) Ïúðâî ùå äîêàæåì

∂2k−2

∂x2k−2
u(0, t) = ϕk(t), k = 0, 1, ...,m− 1.

Ïîëàãàìå x = 0 â (4.24). Èçïîëçâàìå, ÷å (Lxg)(0, t) = 0, çà âñÿêî g ∈ C1(D). Îò (4.27)
ïîëó÷àâàìå:

−lnt c0u(0, t) = −lnt c0ϕ0(t).

Ïðèëàãàìå
∂n

∂tn
. Äà îòáåëåæèì, ÷å c0 6= 0, çàùîòî degP ≥ 1.

Íàìèðàìå: u(0, t) = ϕ0(t).

Äîïóñêàìå, ÷å
∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t),

çà k = 0, ...,m− 2. Ùå äîêàæåì ÷å ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà k = m− 1.

Ïðèëàãàìå
∂2m−2

∂x2m−2
êúì (4.24). Ïîëó÷àâàìå

Lx

n∑
k=0

bn−kl
n−k
t u− lnt

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = LxltF (x, t) +(4.28)

+Lx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x) +

+lnt
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−j+1
x Φ{1} − Lm−jx

)
ϕk−j(t)− Lm−j+1

x ψk−j(t)
)
.
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

Pàçãëåæäàìå ñóìàòà

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u =(4.29)

=
∂2m−2

∂x2m−2

(
cmL

m
x u+ cm−1L

m−1
x u+ ...+ c1Lxu+ c0u

)
=

= cmLxu+ cm−1u(x, t) + ...+ c1
∂2m−4

∂x2m−4
u(x, t) + c0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t).

Ïðè x = 0 îò
∂2k

∂x2k
u(0, t) = ϕk(t),

çà k = 0, ...,m− 2 ïîëó÷àâàìå

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = cm−1ϕ0(t) + ...+ c1ϕm−2(t) + c0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t).(4.30)

Oò (4.27) êàòî ïðèëîæèì
∂2m−2

∂x2m−2
, íàìèðàìå

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)
=(4.31)

= cm−1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ0(t)− {x}ψ0(t)

)
+

+ cm−2

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ1(t)− {x}ψ1(t)

)
+

+ ... +

+ c1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕm−2(t)− {x}ψm−2(t)

)
+

+ c0

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕm−1(t)− {x}ψm−1(t)

)
.

Ïðè x = 0 ñå ïîëó÷àâà:

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)
=(4.32)

= −
(
cm−1ϕ0(t) + ...+ c1ϕm−2(t) + c0ϕm−1(t)

)
.

Ïðè x = 0 oò (4.28), (4.30) è (4.32) íàìèðàìå

−lnt
(
cm−1ϕ0(t) + ...+ c1ϕm−2(t) + c0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t)

)
=

= −lnt
(
cm−1ϕ0(t) + ...+ c1ϕm−2(t) + c0ϕm−1(t)

)
.

Ïðèëàãàìå
∂n

∂tn
, ïîíåæå c0 6= 0, íàìèðàìå:

∂2m−2

∂x2m−2
u(0, t) = ϕ0(t).
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2) Ùå äîêàæåì

Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t),

êúäåòî k = 0, 1, ...,m− 1, m = degQ.
Ïðèëàãàìå êúì (4.24) ôóíêöèîíàëà Φ è èçïîëçâàìå Φx ◦ Lx ≡ 0. Ïîëó÷àâàìå

−lnt Φx

{
m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u

}
=(4.33)

= lnt Φx

{
m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)}
.

Äà ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñóìè, ó÷àñòâàùè îò äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâî
(4.33).

Ïúðâî çà ñóìàòà îò ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (4.33) èìàìå

Φx

(
m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u

)
=(4.34)

= Φx

{
cmL

m
x u(x, t) + cm−1L

m−1
x u(x, t) + ...+ c1Lxu(x, t) + c0u(x, t)

)
=

= c0Φx{u(x, t)}.

Äà ðàçãëåäàìå ñóìàòà îò äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåñíñòâî (4.33). Îò (4.27) ñå âèæäà,
÷å

Φx

{
m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
}
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

))
=(4.35)

= Φx

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ0(t)− {x}ψ0(t)

))
=

= Φx

(
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ϕ0(t)− Φx{x}ψ0(t)

)
= −ψ0(t).

Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñìå èçïîëçâàëè, ÷å Φx{x} = 1. Oò (4.33), (4.34) è (4.35 )
íàìèðàìå:

−lnt c0Φx{u(x, t)} = −lnt c0ψ0(t).

Ïðèëàãàìå
∂n

∂tn
, ïîíåæå c0 6= 0, íàìèðàìå:

Φx{u(x, t)} = ψ0(t).

Äîïóñêàìå, ÷å

Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, t)

}
= ψk(t),

çà k = 0, 1, ...,m− 2. Ùå äîêàæåì, ÷å å âÿðíî è çà k = m− 1, ò.å.

Φξ

{
∂2m−2

∂ξ2m−2
u(ξ, t)

}
= ψk(t),
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

Ïðèëàãàìå
∂2m−2

∂x2m−2
êúì (4.24). Ïîëó÷àâàìå

(4.36) Lx

n∑
k=0

bn−kl
n−k
t u− lnt

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u = Lxl

n
t F (x, t)+

+Lx

n∑
k=1

bn−k

k∑
j=1

ln−k+j−1
t {1}fj−1(x)+

+lnt
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)
.

Ïðèëàãàìå ôóíêöèîíàëà Φ, êúì (4.36) è êàòî èçïîëçâàìå Φx ◦Lx ≡ 0 ïîëó÷àâàìå

−lnt Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u(x, t)

}
=(4.37)

= lnt Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)}
.

Ùå ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñóìè â (4.37). Ïúðâî ðàçãëåæäàìå ëÿâàòà ñòðàíà íà
ðàâåíñòâî (4.37).

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u(x, t)

}
=(4.38)

= Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

(
cmL

m
x u(x, t) + cm−1L

m−1
x u(x, t) + ...+ c1Lu(x, t) + c0u(x, t)

)}
=

= Φx

{
cmLxu(x, t) + cm−1u(x, t) + ...+ c1

∂2m−4

∂x2m−4
u(x, t) + +c0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t)

}
=

= cm−1ψ0(t) + ...+ c1ψm−2(t)) + c0
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t).

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ñóìàòà îòäÿñíî íà ðåâåíñòâîòî (4.37). Îò (4.31) ïîëó÷àâàìå:

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)}
=

= Φx

{
cm−1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ0(t)− {x}ψ0(t)

)
+

+ cm−2

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕ1(t)− {x}ψ1(t)

)
+

+ ... +

+ c1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕm−2(t)− {x}ψm−2(t)

)
+

+ c0

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ϕm−1(t)− {x}ψm−1(t)

)}
=
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= cm−1

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ϕ0(t)− Φx{x}ψ0(t)

)
+

+ cm−2

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ϕ1(t)− Φx{x}ψ1(t)

)
+

+ ... +

+ c1

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ϕm−2(t)− Φx{x}ψm−2(t)

)
+

+ c0

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ϕm−1(t)− Φx{x}ψm−1(t)

)
.

Ñåãà èçïîëçâàìå, ÷å Φx{x} = 1. Ïîëó÷àâàìå

(4.39)

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

cm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ϕk−j(t)− Lm−jx {x}ψk−j(t)

)}
=

= −cm−1ψ0(t)− cm−2ψ1(t)− ...− c1ψm−2(t)− c0ψm−1(t).

Oò (4.37), (4.38) è (4.39) ïîëó÷àâàìå

−lnt
(
cm−1ψ0(t) + ...+ c1ψm−2(t)) + c0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t)

)
=(4.40)

= lnt

(
−cm−1ψ0(t)− cm−2ψ1(t)− ...− c1ψm−2(t)− c0ψm−1(t)

)
.

Íàêðàÿ ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂n

∂tn
êúì (4.40). Ïîëó÷àâàìå:

Φ

{
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, t)

}
= ψm−1(t).

�

Ëåìà 4.5 Íåêà u = u(x, t) ∈ C1([0, a]×[0,∞)), å ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

(4.24) ñ íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂n

∂tn
u(x, t) ∈ C(D) è

∂2m

∂x2m
u(x, t) ∈ C(D).

Òîãàâà u e êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3).

Äîêàçàòåëñòâî.

Ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂n

∂tn
∂2m

∂x2m
êúì (4.24). Ïîëó÷àâàìå

P

(
∂

∂t

)
u−Q

(
∂2

∂x2

)
u = F (x, t).

Ïîíåæå ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà u ïî t è ïî x îò ñúîò-
âåòíèÿ ðåä, òî ñïîðåä Ëåìà 4.3 è Ëåìà 4.4 u óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ
(4.2) è (4.3).
�
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∂

∂T
È

∂2

∂X2

4.6 Teoðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (4.1) - (4.3).

Çà äà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (4.22) âM å íåîáõîäèìî P (st)−Q (Sx) äà
íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM. Çà òîâà â òàçè ãëàâà ùå èçñëåäâàìå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ,
ïðè êîèòî P (st)−Q (Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å â Ãëàâà 2 âúâåäîõìå öÿëàòà ôóíêöèÿ G(λ) = χτ{eτλ} êîÿòî ñå
íàðè÷à åêñïîíåíöèàëíà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà χ. Â Ãëàâà 3 âúâåäîõìå ôóí-

êöèÿòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
êîÿòî ñå íàðè÷à ñèíóñîâà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà

Φ.

Áåëåæêà. Â Ãëàâà 2 îçíà÷àâàõìå åêñïîíåíöèàëíàòà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíà-
ëà χ ñ E(λ) = χτ{eτλ}.

Ëåñíî ñå íàìèðà äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ïðè êîåòî P (st)−Q (Sx) å äåëèòåë íà íóëàòà
âM.

Ëåìà 4.6 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) = 0, à µ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî G(µ) = 0.
Àêî ñúùåñòâóâà äèñïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

P (µ)−Q(−λ2) = 0,

òîãàâà
P (st)−Q(Sx)

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å çà íåíóëåâèÿò åëåìåíò {eµt sinλx} íàM å èçïúë-
íåíî (P (st)−Q(Sx)) {eµt sinλx} = 0. Èìàìå

(P (st)−Q(Sx)) {eµt sinλx} = P (st){eµt sinλx} −Q(Sx){eµt sinλx}.

Êàòî èçïîëçâàìå (4.16), (4.17) è E(λ) = 0, G(µ) = 0 ïîëó÷àâàìå

P (st){eµt sinλx} −Q(Sx){eµt sinλx} = (P (µ)−Q(−λ2))eµt sinλx = 0.

Ñëåäîâàòåëíî (P (st)−Q(Sx)) {eµt sinλx} = 0.
�

Ïðèìåð.
Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) = 0 è µ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî G(µ) = 0. Àêî

ñúùåñòâóâà äèñïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

µ− λ2 = 0,

òîãàâà
st + Sx

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.
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Ùå äîêàæåì, ÷å çà íåíóëåâèÿ åëåìåíò {eµt sinλx} íàM å èçïúëíåíî
(st + Sx) {eµt sinλx} = 0. Èìàìå

(st + Sx) {eµt sinλx} = st{eµt sinλx}+ Sx{eµt sinλx} =

= sinλx st{eµt} + eµt Sx{sinλx}.

Èçïîëçâàìå (4.14) è (4.15) è ïîëó÷àâàìå

sinλx st{eµt} + eµt Sx{sinλx} =

= sinλx

(
∂

∂t
eµt + χτ{eµτ}

)
+ eµt

(
∂2

∂x2
sinλx+ Φξ{sinλξ}

)
.

Çà µ è λ òàêèâà, ÷å G(µ) = χτ{eµτ} = 0 è E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
= 0, íàìèðàìå

sinλx

(
∂

∂t
eµt + χτ{eµτ}

)
+ eµt

(
∂2

∂x2
sinλx+ Φξ{sinλξ}

)
=

= sinλx
∂

∂t
eµt + eµt

∂2

∂x2
sinλx =

= µeµt sinλx− λ2eµt sinλx = (µ− λ2)eµt sinλx = 0.

Ñëåäîâàòåëíî (st + Sx) {eµt sinλx} = 0.
�

Ñåãà ùå òúðñèì äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ êîãà åëåìåíòúò P (st) − Q(Sx) íå å äåëèòåë
íà íóëàòà âM. Ïîíåæå îò òîâà, ÷å P (st)−Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM ñëåäâà,
÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.22) â M èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â M, ùå íàðè÷àìå
ñúîòâåòíàòà òåîðåìà, òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(4.1) - (4.3).

Òåîðåìà 4.7 Íåêà a ∈ supp Φ, degP ≥ 1, G(µk) = 0 è E(λn) = 0 çà k, n = 1, 2, ....
Àêî P (µk)−Q(−λ2

n) 6= 0, òîãàâà åëåìåíòúò P (st)−Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà
âM.

Äîêàçàòåëñòâî.
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ åëåìåíò íàM ò.å.

íåíóëåâà ìóëèïëèêàòîðíà äðîá
A

B
6= 0, A ∈ M è B ∈ N è (P (st)−Q(Sx))

A

B
= 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà (P (st)−Q(Sx))A = 0. Ïîíåæå
A

B
6= 0 èìàìå

A 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ u ∈ C òàêàâà, ÷å Av = u 6= 0. Òîãàâà îò
(P (st)−Q(Sx))A = 0 ïîëó÷àâàìå

(4.41) (P (st)−Q(Sx))u = 0.

Ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å u å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, çàùîòî àêî íàïðèìåð ñúùåñòâóâà
∂k

∂xk
u(x, t) íî íå ñúùåñòâóâà

∂k+1

∂xk+1
u(x, t), òî ñëåä êàòî óìíîæèì (P (st)−Q(Sx))u = 0
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ñ Lx íàìèðàìå (P (st)−Q(Sx))Lxu = 0. Çà ôóíêöèÿòà Lxu ñúùåñòâóâà k+2 ïðîèçâîäíà
ïî x.

Íåêà λn å αn - êðàòíà íóëà íà èíäèêàòðèñàòà íà ôóíêöèîíàëà Φ ñúñ ñîáñòâåíà
ôóíêöèÿ ϕn,0(x) è ïðèñúåäèíåíè ôóíêöèè ϕn,i(x), i = 1, ..., αn − 1. Íåêà ϕm(x) e
òàêàâà, ÷å (âæ. Ãëàâà 3 (3.17))

ϕn(x) =
1

πi

∫
Γn

sinλx

λE(λ)
dλ.

Óìíîæàâàìå (4.41) ñ ϕn è ïîëó÷àâàìå

(P (st)−Q(Sx))ϕnu = 0.

Îçíà÷àâàìå

ϕn
x∗ u =

αn−1∑
i=p

an,i(t)ϕn,i,

êúäåòî an,p(t) 6= 0 çà íÿêîå p, 0 ≤ p ≤ αn − 1 è íàìèðàìå

(P (st)−Q(Sx))
αn−1∑
i=p

an,i(t)ϕn,i = 0.

Óìíîæàâàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ (Sx + λ2
n)
αn−p−1

(P (st)−Q(Sx))
αn−1∑
i=p

an,i(t)
(
Sx + λ2

n

)αn−p−1
ϕn,i = 0.

Èçïîëçâàìå, ÷å (Sx + λ2
n)
σ
ϕn,0 = 0 çà σ ≥ αn è ïîëó÷àâàìå

(P (st)−Q(Sx))an,p(t)ϕn,αn−1(x) = 0.

Íî ϕn,αn−1(x) = bn sinλnx è bn 6= 0. Ðàçãëåæäàìå

(P (st)−Q(Sx))an,p(t) sinλnx = 0.

Îò òóê êàòî èçïîëçâàìå (4.16) è E(λn) = 0 íàìèðàìå

(P (st)−Q(−λ2
n))an,p(t) sinλnx = 0.

Ñëåäîâàòåëíî
(P (st)−Q(−λ2

n))an,p(t) = 0.

Òîâà óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

P

(
d

dt

)
an,p(t)−Q(−λ2

n)an,p(t) = 0,

χτ

{
dk

dτ k
an,p(τ)

}
= 0, k = 0, 1, ..., degP − 1.

Ïîíåæå P (µk) − Q(−λ2
n) 6= 0 ñïîðåä åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå å an,p(t) ≡ 0 (âæ. Ëåìà

2.3). Ñëåäîâàòåëíî
ϕn

x∗ u ≡ 0.

çà âñÿêî n. Ïîíåæå a ∈ supp Φ ñïîðåä Òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ (âæ. [34] è [36]) ñëåäâà,
÷å u ≡ 0. Òîâà ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî u 6= 0 äîêàçâà òåîðåìàòà.
�
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4.7 Teoðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3).
Ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

4.7 Teoðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (4.1) - (4.3). Ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Ñëåä êàòî äîêàçàõìå òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(4.1) - (4.3), òðÿáâà äà èçó÷èì è âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå.

Òóê ñå íàëàãà äà óòî÷íèì çà êàêâî ðåøåíèå ñòàâà äóìà. Àêî ãîâîðèì çà êëàñè-
÷åñêî ðåøåíèå, ùå òðÿáâà äà íàëîæèì îãðàíè÷åíèÿ êàêòî íà ôóíêöèîíàëèòå χ è Φ,
òàêà è íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè.

Òúé êàòî ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) áå ñâåäåíà äî àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(4.22), òî âñÿêî êëàñè÷åñêî ðåøåíèå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà òîâà óðàâíåíèå. Îá-
ðàòíîòî â îáùèÿ ñëó÷àé íå å âÿðíî. Íî ìîæå äà òâúðäèì, ÷å àêî å íàëèöå òåîðåìà
çà åäèíñòâåíîñò, ò.å. àêî åëåìåíòúò P (st) − Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â M, òî
àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.22)(

P (st)−Q (Sx)
)
u = F̃ ,

èìà ðåøåíèå

(4.42) u =
1

P (st)−Q(Sx)
F̃

âM, êîåòî ùå íàðè÷àìå ôîðìàëíî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3).
Ñëåä òîâà ìîæå äà ãîâîðèì è çà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3)

(âæ. Äåôèíèöèÿ 4.4).
Íàêðàÿ, ôóíêöèÿ u ∈ C(D) êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà êàêòî óðàâíåíèå (4.1), òàêà è

ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (4.2) è (4.3) å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå.
Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå

íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3).

Òåîðåìà 4.8 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x, t) íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (4.1) - (4.3), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè fj(x) = 0, çà j =
0, 1, ..., degP − 1, ϕk(t) = 0, ψk(t) = 0 çà k = 0, 1, ..., degQ − 1 è íà äÿñíàòà ÷àñò
F (x, t) = x íà óðàâíåíèåòî (4.1) . Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x, t) =
∂2

∂x2

∂

∂t

(
Ω(x, t)

(x,t)
∗ F (x, t)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöè-
ÿòà F (x, t) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî.
Òúé êàòî Ω(x, t) óäîâëåòâîðÿâà íóëåâè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, â òîçè ñëó÷àé èìàìå:

u(x, t) = Sxst{Ω(x, t)}{F (x, t)} =
∂2

∂x2

∂

∂t

(
Ω(x, t)

(x,t)
∗ F (x, t)

)
.

Ω(x, t) å ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.1) - (4.3) ïðè F (x, t) = x = ltLx è
óäîâëåòâîðÿâà àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå âM:(

P (st)−Q(Sx)
)

Ω = ltLx.
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Aêî P (st)−Q(Sx) íå å äåëèòåë íà íóëàòà òî

Ω =
ltLx

P (st)−Q(Sx)
=

1

stSx(P (st)−Q(Sx))
.

Ùå ïðîâåðèì, ÷å u å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(P (st)−Q(Sx))u = F (x, t).

Èìàìå
(P (st)−Q(Sx))u = (P (st)−Q(Sx))Sxst{Ω(x, t)}{F (x, t)} =

= (P (st)−Q(Sx))Sxst
1

stSx(P (st)−Q(Sx))
{F (x, t)} = {F (x, t)}.

�
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4.8 Ïðèìåðè

4.8 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 1. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîä-
íîñòòà (âæ. ïàðàãðàô 3.4):

ut − uxx = 0, 0 < t, 0 < x < a,(4.43)

u(x, 0) = f(x) ,

u(0, t) = 0 , u(a, t) = 0.

Êàòî èçïîëçâàìå
ut = stu− [f(x)]t, uxx = Sxu,

(âæ. (4.14) è (4.15)) àëãåáðèçèðàìå çàäà÷à (4.43):

(st − Sx)u = [f(x)]t.

Ïîíåæå st − Sx íå å äåëèòåë íà íóëàòà â ñúîòâåòíèÿ ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå
÷àñòíè (âæ. Òåîðåìà 4.7) òî

u =
1

st − Sx
[f(x)]t.

1. Íåêà îçíà÷èì ñ U = U(x, t) ðåøåíèåòî íà (4.43) çà f(x) = {x} = Lx =
1

Sx
. Èìà-

ìå:

U =
1

Sx(st − Sx)
.

Ðåøåíèåòî íà (4.43) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ìîæå äà ïðåäñòàâèì âúâ âèäà:

u =
1

st − Sx
[f(x)]t =

Sx
Sx(st − Sx)

[f(x)]t =
∂2

∂x2

(
{U(x, t)} x∗ {f(x)}

)
.

Àêî f ∈ C1([0, a]) è f(0) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.14) íàìèðàìå, ÷å ðåøåíèåòî íà
(4.43) å:

u(x, t) =
∂2

∂x2

(
{U(x, t)

x∗ {f(x)}
)

=(4.44)

= − 1

2a

(∫ a

0

(
U(x+ a− ξ, t)− U(a− x− ξ, t)

)
f ′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

U(x, t) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

λn
e−λ

2
nt sinλnx, λn =

nπ

a
,

å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.43) çà f(x) = {x}.
Äà îòáåëåæèì, ÷å îò (4.44) ñå ïîó÷àâà ïðåäñòàâÿíåòî íà Æåâðå (âæ. [16], ñòð. 189

è [99]):

u(x, t) =
1

2a

∫ a

0

(
ϑ

(
x− ξ

2a
,
t

a2

)
− ϑ

(
x+ ξ

2a
,
t

a2

))
f(ξ)dξ,

êúäåòî ϑ å òåòà ôóíêöèÿòà

ϑ(x, t) = 1 + 2
∞∑
k=1

e−k
2π2t cos 2kπx =

1√
πt

+∞∑
k=−∞

e−
(x−k)2

t
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(âæ. [16], ñòð. 188).

2. Íåêà îçíà÷èì ñ Ω ðåøåíèåòî íà (4.43) çà f(x) = Lx{x} =
1

S2
x

=
x3

6
− a2

6
x. Èìà-

ìå:

Ω =
1

S2
x(st − Sx)

.

Ðåøåíèåòî íà (4.43) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C2(0, a), f(0) = f(a) = 0 å:

u(x, t) =
1

st − Sx
[f(x)]t =

S2
x

S2
x(st − Sx)

[f(x)]t =
∂4

∂x4

(
{Ω(x, t)} x∗ {f(x)}

)
.

Àêî f ∈ C2([0, a]) è f(0) = f(a) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.15) íàìèðàìå, ÷å ðåøå-
íèåòî íà (4.43) å:

u(x, t) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) = − 1

2a

(∫ a

0

(
Ωx(x+ a− ξ, t)− Ωx(a− x− ξ, t)

)
f ′′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

Ω(x, t) = 2
∞∑
n=1

(−1)n

λ3
n

e−λ
2
nt sinλnx, λn =

nπ

a
,

å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (4.43) çà f(x) = Lx{x} =
x3

6
− a2x

6
.

Ïðèìåð 2. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîï-
ðîâîäíîñòòà âêëþ÷âàùà íåëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèÿ íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè (âæ.
ïàðàãðàô 3.4):

ut − uxx = 0, 0 < t, 0 < x < a,(4.45)

u(x, 0) = f(x) ,

u(0, t) = 0 , u(a, t)− u(c, t) = 0.

1. Íåêà îçíà÷èì ñ U = U(x, t) ðåøåíèåòî íà (4.45) çà f(x) = {x} = Lx =
1

Sx
. Èìà-

ìå:

U =
1

Sx(st − Sx)
.

Ðåøåíèåòî íà (4.45) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C1(0, a), f(0) = 0 ìîæå äà ïðåäñòà-
âèì âúâ âèäà:

u(x, t) =
∂2

∂x2
(U

x∗ f(x)) =(4.46)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
U(x+ a− ξ, t)− U(a− x− ξ, t)

)
f ′(ξ)dξ−

−
∫ c

0

(
U(x+ c− ξ, t)− U(c− x− ξ, t)

)
f ′(ξ)dξ

)
,
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êúäåòî U(x, t) e

U(x, t) = −2(a− c)
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

λn(a cos aλn − c cos c λn)
sinλnx−

−2(a− c)
∞∑
n=1

e−µ
2
nt

µn(a cos aµn − c cos c µn)
sinµnx

ïðè λn è µn ïðîñòè êîðåíè íà èíäèêàòðèñèòå.

2. Íåêà îçíà÷èì ñ Ω ðåøåíèåòî íà (4.45) çà

f(x) = Lx{x} =
1

S2
x

=
(x3

6
− x

6
Φξ{ξ3}

)
=
x3

6
− a2 + ac+ c2

6
x.

Èìàìå:

Ω =
1

S2
x(st − Sx)

.

Ðåøåíèåòî íà (4.45) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C2(0, a), f(0) = f(a) − f(c) = 0
å:

u(x, t) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) =(4.47)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
Ωx(x+ a− ξ, t)− Ωx(a− x− ξ, t)

)
f ′′(ξ)dξ−

−
∫ c

0

(
Ωx(x+ c− ξ, t)− Ωx(c− x− ξ, t)

)
f ′′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

Ω(x, t) = 2(a− c)
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

λ3
n(a cos aλn − c cos c λn)

sinλnx+

+2(a− c)
∞∑
n=1

e−µ
2
nt

µ3
n(a cos aµn − c cos c µn)

sinµnx.

ïðè λn è µn ïðîñòè êîðåíè íà èíäèêàòðèñèòå.

Ïðèìåð 3. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîï-
ðîâîäíîñòòà âêëþ÷âàùà íåëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèå íà Ñàìàðñêè-Éîíêèí (âæ. ïà-
ðàãàô 3.4 è âæ. [14]):

ut − uxx = 0, 0 < t, 0 < x < a,(4.48)

u(x, 0) = f(x) ,

u(0, t) = 0 ,

∫ a

0

u(ξ, t)dξ = 0.

1. Íåêà îçíà÷èì ñ U = U(x, t) ðåøåíèåòî íà (4.48) çà f(x) = {x} = Lx =
1

Sx
. Èìà-

ìå:

U =
1

Sx(st − Sx)
.
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Ðåøåíèåòî íà (4.48) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C(0, a), f(0) = 0 ìîæå äà ïðåäñòàâèì
âúâ âèäà:

u(x, t) =
∂2

∂x2
(U

x∗ f(x)) =(4.49)

=
1

a2

(∫ a

0

(
U(a+ x− ξ, t)− U(a− x− ξ, t)

)
f(ξ)dξ −

−
∫ x

0

(
U(ξ + a+ x, t) + U(a+ x− ξ, t)− 2U(x− ξ, t)

)
f(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

U(x, t) = 2
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

(
2λnt sinλnx− λnx cosλnx

)
,

λn =
2nπ

a
.

2. Íåêà îçíà÷èì ñ Ω ðåøåíèåòî íà (4.48) çà

f(x) = Lx{x} =
1

S2
x

=
(x3

6
− x

6
Φξ{ξ3}

)
=
x3

6
− a2 x

12
.

Èìàìå:

Ω =
1

S2
x(st − Sx)

.

Ðåøåíèåòî íà (4.48) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ∈ C1(0, a), f(0) = 0,
∫ a

0

f(ξ)dξ = 0

å:

u(x, t) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) =(4.50)

=
1

a2

(∫ a

0

(
Ωx(a+ x− ξ, t)− Ωx(a− x− ξ, t)

)
f ′(ξ)dξ −

−
∫ x

0

(
Ωx(ξ + a+ x, t) + Ωx(a+ x− ξ, t)− 2Ωx(x− ξ, t)

)
f ′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

Ω(x, t) = −2
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

(
2
( 1

λ3
n

+
1

λn
t
)

sinλnx−
1

λ2
n

x cosλnx

)
,

λn =
2nπ

a
.
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5 Äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2
è

∂2

∂y2

5.1 Óâîä

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà â ðàçãëåæäàíèÿòà íè ñà îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ çà ÷àñòíèòå

äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
∂2

∂x2
è
∂2

∂y2
. Öåëòà íà òåçè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ å èçó÷à-

âàíåòî íà íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà

(5.1) P

(
∂2

∂x2

)
u+Q

(
∂2

∂y2

)
u = F (x, y)

â ïðàâîúãúëíà îáëàñò D îò âèäà D = [0, a]× [0, b] è ñ ïîëèíîìè P è Q.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è çàäàâàìå äâà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

Φ ∈ (C1[0, a])∗ è Ψ ∈ (C1[0, b])∗.

Ïúðâàòà ãðóïà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è ñà ñëåäíèòå:

(5.2)
∂2j

∂x2j
u(0, y) = ψj(y), Φξ

{
∂2j

∂ξ2j
u(ξ, y)

}
= gj(y), 0 ≤ y ≤ b,

êúäåòî j = 0, 1, ..., degP − 1 è ψj(y) è gj(y) ñà äàäåíè. Ïúðâèòå îò òåçè ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ ñà ëîêàëíè, à âòîðèòå - èçîáùî íåëîêàëíè.

Âòîðàòà ãðóïà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñà:

(5.3)
∂2k

∂y2k
u(x, 0) = ϕk(x), Ψη

{
∂2k

∂η2k
u(x, η)

}
= fk(x), 0 ≤ x ≤ a,

êúäåòî k = 0, 1, ..., degQ − 1 è ϕk(x) è fk(x) ñà äàäåíè. È òóê êàêòî ïðè ïúðâàòà
ãðóïà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, ïúðâèòå îò òåçè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñà ëîêàëíè, à âòîðèòå -
èçîáùî íåëîêàëíè.

Èäåÿòà íà äèðåêòíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà (5.1) -

(5.3) å äà ñå âúâåäå êîíâîëþöèîííî ïðîèçâåäåíèå u(x, y)
(x,y)
∗ v(x, y) â ïðîñòðàíñòâîòî

íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè C = C(D) ñ öåë òî äà ñå ïðåâúðíå â êîíâîëþöèîííà
àëãåáðà è òÿ äà ñå ðàçøèðè äî ïðúñòåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè. Êàêòî ùå âèäèì
ïî-íàòàòúê òîâà ñòàâà ïî ïîäîáåí íà÷èí íà íà÷èíà ïî êîèòî îò ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå
÷èñëà çà ïîëó÷àâàò ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà.

Â òîçè ïðúñòåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè çàäà÷àòà (5.1) - (5.3) ñå àëãåáðèçèðà
è ñå ñâåæäà äî åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò ïúðâà ñòåïåí îò âèäà

(5.4) [P (Sx) +Q(Sy)]u = F̃ ,

êúäåòî Sx è Sy ñà àëãåáðè÷íèòå àíàëîçè íà
∂2

∂x2
è
∂2

∂y2
â ïðúñòåíà è F̃ ñúùî å åëåìåíò

íà ïðúñòåíà âêëþ÷âàù â ñåáå ñè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Àêî P (Sx)+Q(Sy) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â ïðúñòåíà îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè,
òîãàâà ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà (5.4) â ïðúñòåíà e

u =
1

P (Sx) +Q(Sy)
F̃

è ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ôóíêöèÿ îò C(D), êîÿòî ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

Â òàçè ãëàâà å ðåàëèçèðàíà îïèñàíàòà ïðîãðàìà.

5.2 Äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ

Òóê ùå èçïîëçâàìå äâå åäíîìåðíè êîíâîëþöèè, ñâúðçàíè ñ êâàäðàòà íà äèôåðåí-
öèðàíåòî, ðàçãëåäàíè ïîäðîáíî â Ãëàâà 3. Íåêà f1, f2 ∈ C[0, a] è g1, g2 ∈ C[0, b].
Ñúîòâåòíèòå åäíîìåðíè êîíâîëþöèè ñå äåôèíèðàò ÷ðåç:

(5.5) (f1
x∗ f2)(x) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, ζ)dζ

}
, â C[0, a],

(5.6) (g1

y
∗ g2)(y) = −1

2
Ψη

{∫ η

0

k(y, γ)dγ

}
, â C[0, b],

êúäåòî

h(x, ζ) =

∫ ζ

x

f1(ζ + x− σ)f2(σ)dσ −
∫ ζ

−x
f1(|ζ − x− σ|)f2(|σ|)sgn

(
σ(ζ − x− σ)

)
dσ,

k(y, γ) =

∫ γ

y

g1(γ + y − τ)g2(τ)dτ −
∫ ζ

−y
g1(|γ − y − τ |)g2(|τ |)sgn

(
τ(γ − y − τ)

)
dτ.

Ùå äåôèíèðàìå äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî C([0, a]× [0, b]).

Äåôèíèöèÿ 5.1 (Äèìîâñêè [47]) Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0, b]). Òîãàâà

(5.7) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) =

1

4
ΦξΨη

{∫ ξ

0

∫ η

0

h(x, y, ζ, γ)dζdγ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ, γ) =

∫ ζ

x

∫ γ

y

u(ζ + x− σ, γ + y − τ)v(σ, τ)dσdτ −

−
∫ ζ

−x

∫ γ

y

u(|ζ − x− σ|, γ + y − τ)v(|σ|, τ) sgn
(
(ζ − x− σ)σ

)
dσdτ −

−
∫ ζ

x

∫ γ

−y
u(ζ + x− σ, |γ − y − τ |)v(σ, |τ |) sgn

(
(γ − y − τ)τ

)
dσdτ +

+

∫ ζ

−x

∫ γ

−y
u(|ζ − x− σ|, |γ − y − τ |)v(|σ|, |τ |) sgn

(
(ζ − x− σ)(γ − y − τ)στ

)
dσdτ.
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5.2 Äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ

Çàáåëåæêà. Äèðåêòíî îò òàçè äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿòà
ïî x è y (5.7) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(5.8) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, y, ζ)dζ

}
,

(5.9) (u
(x,y)
∗ v)(x, y) = −1

2
Ψη

{∫ η

0

k(x, y, γ)dγ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ) =

∫ ζ

x

u(ζ+x−σ, y)
y
∗ v(σ, y)dσ−

∫ ζ

−x
u(|ζ−x−σ|, y)

y
∗ v(|σ|, y)sgn

(
σ(ζ−x−σ)

)
dσ,

k(x, y, γ) =

∫ γ

y

u(x, γ+y−τ)
x∗ v(x, τ)dτ−

∫ ζ

−y
u(x, |γ−y−τ |) x∗ v(x, |τ |)sgn

(
τ(γ−y−τ)

)
dτ.

Ùå îïèøåì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ
(x,y)
∗ äåôèíèðàíà ñ

(5.7), âàæíè çà èçãðàæäàíå íà äâóìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2

è
∂2

∂y2
.

Òåîðåìà 5.1 Íåêà u1(x), v1(x) ∈ C[0, a] è u2(y), v2(y) ∈ C[0, b]. Òîãàâà

(5.10) {u1(x)u2(y)}
(x,y)
∗ {v1(x)v2(y)} =

(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(y)
y
∗ v2(y)

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì òîâà òâúðäåíèå ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî (5.8)

íà
(x,y)
∗ . Èìàìå

{u1(x)u2(y)}
(x,y)
∗ {v1(x)v2(y)} = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, y, ζ)dζ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ) =

∫ ζ

x

(
u1(ζ + x− σ)u2(y)

) y
∗
(
v1(σ)v2(y)

)
dσ −

−
∫ ζ

−x

(
u1(|ζ − x− σ|)u2(y)

) y
∗
(
v1(|σ|)v2(y)

)
sgn
(
σ(ζ − x− σ)

)
dσ =

=
(
u2(y)

y
∗ v2(y)

) (∫ ζ

x

u1(ζ + x− σ)
)
v1(σ)dσ−

−
∫ ζ

−x
u1(|ζ − x− σ|)v1(|σ|)sgn

(
σ(ζ − x− σ)

)
dσ

)
.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Ñëåäîâàòåëíî

{u1(x)u2(y)}
(x,y)
∗ {v1(x)v2(y)} =

= −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

(∫ ζ

x

u1(ζ + x− σ)
)
v1(σ)dσ−

−
∫ ζ

−x
u1(|ζ − x− σ|)v1(|σ|)sgn

(
σ(ζ − x− σ)

)
dσ

)
dζ

}(
u2(y)

y
∗ v2(y)

)
.

Îò Äåôèíèöèÿòà (5.5) íà
x∗ ïîëó÷àâàìå

{u1(x)u2(y)}
(x,y)
∗ {v1(x)v2(y)} =

(
u1(x)

x∗ v1(x)
)(

u2(y)
y
∗ v2(y)

)
.

�

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 5.1 Oïåðàöèÿòa
(x,y)
∗ å áèëèíåéíà.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëèòå Φ è Ψ òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.

�

Ëåìà 5.2 Íåêà f = f(x) ∈ C[0, a], g = g(y) ∈ C[0, b] è u = u(x, y) ∈ C([0, a] × [0, b]).
Òîãàâà

(5.11) f
x∗
(
g
y
∗ u
)

= (fg)
(x,y)
∗ u.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî ôóíêöèÿòà u = u(x, y) å îò âèäà u(x, y) =

u1(x)u2(y) çà u1(x) ∈ C[0, a] è u2(y) ∈ C[0, b]. Èìàìå

f(x)
x∗
(
g(y)

y
∗ u(x, y)

)
= f(x)

x∗
(
g(y)

y
∗ u1(x)u2(y)

)
=

= f(x)
x∗
((
ϕ(y)

y
∗ u2(y)

)
u1(x)

)
=
(
f(x)

x∗ u1(x)
)(

g(y)
y
∗ u2(y)

)
.

Îò Òåîðåìà 5.1 èìàìå, ÷å:(
f(x)

x∗ u1(x)
)(

g(y)
y
∗ u2(y)

)
=

(
f(x)g(y)

(x,y)
∗ u1(x)u2(y)

)
.

Ñëåäîâàòåëíî êîãàòî u(x, t) = u1(x)u2(y) ïîëó÷àâàìå

f(x)
x∗
(
g(y)

y
∗ u(x, y)

)
=

(
f(x)g(y)

(x,y)
∗ u(x, y)

)
.

Íî ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ u(x, y) ∈
C(D) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x è y, ò. å.
÷ðåç ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå xnyk çà n, k = 0, 1, 2, .... Ïîíåæå ôóíêöèÿòà
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5.2 Äâóìåðíà êîíâîëþöèÿ

xnyk å îò âèäà u1(x)u2(y) òî îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x,y)
∗ ñëåäâà

òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.
�

Ñ Lx îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðúò íà êâàäðàòà íà äèôå-

ðåíöèðàíåòî
∂2

∂x2
îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lxu)(0, y) = 0 è Φξ{Lxu(ξ, y)} = 0. (âæ.

Òåîðåìà 3.1 îò Ãëàâà 3)

Lxu(x, y) =

∫ x

0

(x− ξ)u(ξ, y)dξ − xΦξ

{∫ ξ

0

(ξ − η)u(η, y)dη

}
.

Íÿêîé îò ñâîéñòâàòà íà òîçè îïåðàòîð ðàçãëåäàõìå â Ãëàâà 3.
Àíàëîãè÷íî, ñ Ly ùå îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðúò íà êâàä-

ðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
∂2

∂y2
îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà

(Lyu)(x, 0) = 0 è Ψη{Lyu(x, η)} = 0 :

Lyu(x, y) =

∫ y

0

(y − ξ)u(x, ξ)dξ − yΨη

{∫ η

0

(η − ζ)u(x, ζ)dζ

}
.

Òåîðåìà 5.2 Íåêà u, v ∈ C([0, a]× [0, b]). Òîãàâà îïåðàöèÿòà (5.7):

(u
(x,y)
∗ v)(x, y) = −1

2
Φξ

{∫ ξ

0

h(x, y, ζ)dζ

}
,

êúäåòî

h(x, y, ζ) =

∫ ζ

x

u(ζ+x−σ, y)
y
∗ v(σ, y)dσ−

∫ ζ

−x
u(|ζ−x−σ|, y)

y
∗ v(|σ|, y)sgn

(
σ(ζ−x−σ)

)
dσ,

å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a]× [0, b]), çà êîÿòî

(5.12) LxLyu = {xy}
(x,y)
∗ u.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ïîäîáíî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 5.2 è òóê ïúðâî ùå äîêàæåì, íàïðèìåð

êîìóòàòèâíîñòòà çà ôóíêöèè îò âèäà u(x, y) = u1(x)u2(y), v(x, y) = v1(x)v2(y), à
ïîñëå ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]).

Íåêà u(x, y) = u1(x)u2(y), v(x, y) = v1(x)v2(y), w(x, y) = w1(x)w2(y) çà
u1(x), v1(x), w1(x) ∈ C[0, a] è u2(y), v2(y), w2(y) ∈ C[0, b].

Ùå äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà íà
(x,y)
∗ :

u
(x,y)
∗ v = {u1u2}

(x,y)
∗ {v1v2} = (u1

x∗ v1)(u2

y
∗ v2) = (v1

x∗ u1)(v2

y
∗ u2) =

= {v1v2}
(x,y)
∗ {u1u2} = v

(x,y)
∗ u.

Ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x,y)
∗ :(

u
(x,y)
∗ v

)
(x,y)
∗ w =

(
{u1u2}

(x,y)
∗ {v1v2}

)
(x,y)
∗ {w1w2} =
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

=
{

(u1
x∗ v1)(u2

y
∗ v2)

}
(x,y)
∗ {w1w2} =

=
(

(u1
x∗ v1)

x∗ w1

)(
(u2

y
∗ v2)

y
∗ w2

)
=
(
u1

x∗ (v1
x∗ w1)

)(
u2

y
∗ (v2

y
∗ w2)

)
=

= {u1u2}
(x,y)
∗
{

(v1
x∗ w1)(v2

y
∗ w2)

}
=

= {u1u2}
(x,y)
∗
(
{v1v2}

(x,y)
∗ {w1w2}

)
= u

(x,y)
∗
(
v

(x,y)
∗ w

)
.

Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ u(x, y) ∈
C([0, a] × [0, b]) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x
è y, ò. å. ÷ðåç ëèíåéía êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå xnym çà n,m = 0, 1, 2, .... Ïîíåæå
ôóíêöèÿòà xnym å îò âèäà u1(x)u2(y) òî îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x,y)
∗ ñëåäâà êîìóòàòèâíîñòòà è àñîöèàòèâíîñòòà íà

(x,y)
∗ â C([0, a]× [0, b]).

Ùå äîêàæåì (5.12). Íåêà u ∈ C([0, a]× [0, b]). Îò Ëåìà 5.2 ïîëó÷àâàìå:

LxLyu = Lx(Lyu) = Lx

(
{y}

y
∗ u
)

= {x} x∗
(
{y}

y
∗ u
)

= {xy}
(x,y)
∗ u.

�

5.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a]× [0, b]),
(x,y)
∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ïàðàãðàô 3.2 �Äèðåêòåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä� ùå
ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî C = C([0, a]× [0, b]) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â [0, a]×
[0, b] ñ äâåòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå ” + ” è óìíîæåíèå êàòî âìåñòî �ñòàíäàðòíîòî�, �ïî-
òî÷êîâî� óìíîæåíèå íà ôóíêöèè îçíà÷àâàíî ñ ”.” è u(x, y)v(x, y), ùå ðàçãëåæäàìå

äâóìåðíàòà êîíâîëþöèÿ
(x,y)
∗ çàäàäåíà ñ (5.7). Ïðîñòðàíñòâîòî C ñ îïåðàöèèòå ” + ”

è
(x,y)
∗ å ïðúñòåí, à ñúùî è àëãåáðà íàä R .

Ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ).

Ïúðâî ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà ìóëòèïëèêàòîð íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ).

Äåôèíèöèÿ 5.2 Ëèíååí îïåðàòîð M : C → C ñå íàðè÷à ìóëòèïëèêàòîð íà êîíâî-

ëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ) àêî ðàâåíñòâîòî

(5.13) M(u
(x,y)
∗ v) = (Mu)

(x,y)
∗ v

å èçïúëíåíî çà âñè÷êè u, v ∈ C.

Ïðîñò ïðèìåð íà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
(x,y)
∗ ) ñà êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè

u
(x,y)
∗ , êúäåòî u ∈ C. Äðóã òðèâèàëåí ïðèìåð íà ìóëòèïèëèêàòîðè íà (C,

(x,y)
∗ ) ñà

÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè.

Äåôèíèöèÿ 5.3 Íåêà u ∈ C è λ ∈ R (èëè C). Îïåðàîðúò [λ] : C → C, [λ]u = {λu}
ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð íà àëãåáðàòà (C,

(x,y)
∗ ).
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5.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a]× [0, b]),
(x,y)
∗ )

Çà ÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè å èçïúëíåíî [λ][µ] = [λµ]. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
äàâà îñíîâàíèå çà íàèìåíîâàíèåòî ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð. ×èñëåíèòå ìóëòèïëèêà-
òîðè îáðàçóâàò ïðúñòåí, èçîìîðôåí íà R (èëè C).

Íå òîëêîâà òðèâèàëíè ïðèìåðè íà ìóëòèïëèêàòîðè ñà ñëåäíèòå îïåðàòîðè:
Àêî f ∈ C[0, a], òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿ îïåðàòîð f

x∗ â C[0, a] ìîæå äà áúäå
ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C = C([0, a]× [0, b]) òàêà, ÷å

(f
x∗){u(x, y)} = {f(x)} x∗ {u(x, y)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâàòà y ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòúð.
Àíàëîãè÷íî ìîæå äà ðàçãëåäàìå êîíâîëþöèîíèÿ îïåðàòîð g

y
∗, g ∈ C[0, b] êàòî

îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C = C([0, a]× [0, b]) òàêà,÷å

(g
y
∗){u(x, y)} = {g(y)}

y
∗ {u(x, y)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâàòà x ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòúð.
Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà

(5.14) [f ]y = {f(x)} x∗, [g]x = {g(y)}
y
∗ .

Ùå íàðè÷àìå òåçè îïåðàòîðè ÷àñòíè ÷èñëîâè îïåðàòîðè ñïðÿìî îòñúñòâàùèòå
ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 5.3 Êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè (5.14) ñà ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþ-

öèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ).

Äîêàçàòåëñòâî.

Íåêà g ∈ C[0, b]. Ùå äîêàæåì, ÷å [g]x(v
(x,y)
∗ w) = {[g]xv}

(x,y)
∗ w èëè, êîåòî å

ñúùîòî, g
y
∗ (v

(x,y)
∗ w) = (g

y
∗ v)

(x,y)
∗ w, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè v, w ∈ C([0, a]× [0, b]).

Ïúðâî ùå äîêàæåì òîâà ðàâåíñòâî çà ôóíêöèè îò âèäà

v(x, y) = v1(x)v2(y), w(x, y) = w1(x)w2(y),

êúäåòî v1(x), w1(x) ∈ C[0, a], v2(t), w2(t) ∈ C[0, b]. Èìàìå

g
y
∗ (v

(x,y)
∗ w) = g

y
∗ ({v1v2}

(x,y)
∗ {w1w2}).

Êàòî èçïîëçâàìå òóê è ïî-äîëó â äîêàçàòåëñòâîòî Òåîðåìà 5.1 íàìèðàìå

g
y
∗ ({v1v2}

(x,y)
∗ {w1w2}) = g

y
∗
(

(v1
x∗ w1)(v2

y
∗ w2)

)
=

= (v1
x∗ w1)

(
g
y
∗ (v2

y
∗ w2)

)
= (v1

x∗ w1)
(

(g
y
∗ v2)

y
∗ w2

)
=

=
(
v1(g

y
∗ v2)

)
(x,y)
∗ {w1w2} = (g

y
∗ {v1v2})

(x,y)
∗ {w1w2} = (g

y
∗ v)

(x,y)
∗ w.

Äîêàçàõìå g
y
∗ (v

(x,y)
∗ w) = (g

y
∗ v)

(x,y)
∗ w çà ôóíêöèè îò âèäà v(x, y) = v1(x)v2(y),

w(x, y) = w1(x)w2(y), v1(x), w1(x) ∈ C[0, a], v2(y), w2(y) ∈ C[0, b]. Íî ñïîðåä òåîðåìàòà
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5 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÒÅ
∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ v = v(x, y) ∈ C([0, a] × [0, b]) ìîæå
äà ñå àïðîêñèìèðà ñ ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèè îò âèäà v1v2 = v1(x)v2(y),
v1(x) ∈ C[0, a], v2(y) ∈ C[0, b], íàïðèìåð ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x è y.

Íåêà f = f(x) ∈ C[0, a]. Äîêàçàòåëñòâîòî íà [f ]y(v
(x,y)
∗ w) = {[f ]yv}

(x,y)
∗ w èëè,

êîåòî å ñúùîòî, f
x∗ (v

(x,y)
∗ w) = (f

x∗ v)
(x,y)
∗ w, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè v, w ∈

C([0, a]× [0, b]) ñå èçâúðøâà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà äîêàçàòåëòâîòî íà

[g]x(v
(x,y)
∗ w) = {[g]xv}

(x,y)
∗ w.

�

5.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x,y)
∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ãëàâè 2 è 3 ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêà-

òîðèòå íà (C,
(x,y)
∗ ) è ïðúñòåíà íà ìóòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ) å

êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [72]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Îáèêíîâåíî, â M èìà åëå-
ìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè, êîèòî íå ñà äåëèòåëè
íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêèâà åëåìåíòè ñà: ìóëòèïëèêàòîðèòå {x} x∗ è {y}

y
∗ ò. å. îïå-

ðàòîðèòå Lx = [x]y è Ly = [y]x. Ïîðàäè Òåîðåìà 5.3 åëåìåíòèòå [x]y, [y]x ∈M.

Îçíà÷àâàìå ñ N ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M.
Ìíîæåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí íà íà÷èíà ïî êîéòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà
ïðúñòåíà íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ïðúñòåíà íà
ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè. Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë
íà íóëàòà.

Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ"(âæ. Ëåíã [71], ñòð. 53).

Â ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å êîìóòàòèâåí ïðúñ-
òåí.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî-êîéòî ïðúñòåíúò íà öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷àñò
îò ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è ïðúñòåíúò íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà

êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ) ðàçãëåæäàìå êàòî ÷àñò îòM, à ñúùî è êîíâîëþ-

öèîííèòå ïðúñòåíè (C[0, a],
x∗), (C[0, b],

y
∗). Ïî-òî÷íî òåçè âëàãàíèÿ ñà ðàçãëåäàíè â

ñëåäâàùàòà òåîðåìà.
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5.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x,y)
∗ )

Òåîðåìà 5.4 Â ïðúñòåíàM ñå ñúäúðæàò ïîäïðúñòåíè, èçîìîðôíè íà:
i) Îñíîâíîòî ïîëå R èëè C;
ii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C[0, a],

x∗);
iii) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C[0, b],

y
∗);

iv) Êîíâîëþöèîííèÿ ïðúñòåí (C,
(x,y)
∗ );

v) Ïðúñòåía íà ìóëòèïëèêàòîðèòå M íà êîíâîëþöèîííàòa àëãåáðà (C,
(x,y)
∗ ).

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå ïðîâåðèì, ÷å ñëåäâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ñà âëàãàíèÿ.

i) R èëè C ↪→M : α 7→ (Lxα)
x∗

Lx
= [α], α ∈ R èëè α ∈ C;

ii) (C[0, a],
x∗) ↪→M : f 7→ (Lxf)

x∗
Lx

= [f ]y, f ∈ C[0, a];

iii) (C[0, b],
y
∗) ↪→M : g 7→ (Lyg)

y
∗

Ly
= [g]x, g ∈ C[0, b];

iv) (C,
(x,y)
∗ ) ↪→M : u 7→ (LxLyu)

(x,y)
∗

LxLy
= u, u ∈ C;

v) M ↪→M : M 7→ M

I
, êúäåòî I å èäåíòèòåòúò â (C,

(x,y)
∗ ), a M ∈M.

Ðàçãëåæäàìå i ). Ïîíåæå âëàãàíåòî R ↪→ M (èëè C ↪→ M) ñå äåôèíèðà ñ èçîá-
ðàæåíèåòî α 7→ [α], òî îò ñúîòâåòñòâèÿòà

αβ 7→ [αβ] =
αβLx
Lx

=
αLx
Lx

βLx
Lx

= [α][β],

è

α + β 7→ [α + β] =
(α + β)Lx

Lx
=
αLx + βLx

Lx
=
αLx
Lx

+
βLx
Lx

= [α] + [β],

êúäåòî α, β ∈ R (èëè C) ñå âèæäà, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å âëàãàíå íà ïðúñòåíè. Çà
îçíà÷åíèåòî � [ ]� âæ. Äåôèíèöèÿ 4.3.

Ðàçãëåæäàìå ii). Ùå äîêàæåì, ÷å èçîáðàæåíèåòî â ii) å âëàãàíå íà ïðúñòåíè. Íåêà
f, g ∈ C[0, a]

Èìàìå

f + g 7→ (Lx(f + g))
x∗

Lx
= [f + g]y.

Îò äðóãà ñòðàíà

(Lx(f + g))
x∗

Lx
=

(Lxf + Lxg)
x∗

Lx
.

Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà
x∗ ïîëó÷àâàìå.

(Lxf + Lxg)
x∗

Lx
=

(Lxf)
x∗

Lx
+

(Lxg)
x∗

Lx
= [f ]y + [g]y.
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5 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÒÅ
∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Ùå äîêàæåì, ÷å îáðàçà íà ïðîèçâåäåíèå íà äâà åëåìåíòà å ïðîèçâåäåíèå íà îá-
ðàçèòå èì, ò.å. ùå äîêàæåì [f

x∗ g]y = [f ]y[g]y. Èìàìå

(f
x∗ g) 7→ (Lx(f

x∗ g))
x∗

Lx
= [f

x∗ g]y.

Oò äðóãà ñòðàíà

(Lx(f
x∗ g))

x∗
Lx

=

(
(Lxf)

x∗
)

Lx

(
(Lxg)

x∗
)

Lx
= [f ]y[g]y.

Òîâà, ÷å îñòàíàëèòå èçîáðàæåíèÿ ñúùî ñà âëàãàíèÿ ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.
�

Îò ñåãà íàòàòúê ùå ñìÿòàìå, ÷å âñè÷êè òåçè ïðúñòåíè ñà ïîäïðúñòåíè íàM.

5.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3)

Êàêòî ñïîìåíàõìå åëåìåíòèòå Lx è Ly íà M íå ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Âàæíè çà
ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñ îãëåä íà àëãåáðèçàöèÿòà íà ãðàíè÷íèòå çàäà÷è îò
ðàçãëåæäàíèÿ êëàñ ñà àëãåáðè÷íèòå îáðàòíè íà Lx è Ly âM. Îçíà÷àâàìå ãè ñ

Sx =
1

Lx
, Sy =

1

Ly
.

Îïåðàòîðèòå Sx è Sy ñà àëãåáðè÷åñêè àíàëîçè íà îïåðàòîðèòå
∂2

∂x2
è
∂2

∂y2
. Âðúçêàòà

ìåæäó Sx, Sy è
∂2

∂x2
,
∂2

∂y2
ñúîòâåòíî ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.5 Íåêà u ∈ C ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè uxx è uyy â
[0, a]× [0, b]. Òîãàâà

(5.15) uxx = Sxu+ Sx{xΦ{1} − 1}u(0, y)− [Φξ{u(ξ, y)}]x,

(5.16) uyy = Syu+ Sy{yΨ{1} − 1}u(x, 0)− [Ψη{u(x, η)}]y.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâà (5.15) è (5.16) ñà äîêàçàíè â Ãëàâà 3 Òåîðåìà 3.3.
�

Òåîðåìà 5.6 Íåêà u ∈ C è
∂2k

∂x2k
u(x, t) ∈ C(D) çà k = 1, 2, ...,,

∂2k

∂y2k
u(x, t) ∈ C(D) çà

k = 1, 2, ...,. Òîãàâà

(5.17)
∂2k

∂x2k
u = Skxu+

m∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1} ∂
2(k−j)

∂x2(k−j)u(0, y)− Sj−1
x Φξ

{
∂2(k−j)

∂ξ2(k−j)u(ξ, y)

}
,

(5.18)
∂2k

∂y2k
u = Skyu+

m∑
j=1

Sjx{xΨ{1} − 1} ∂
2(k−j)

∂x2(k−j)u(x, 0)− Sj−1
y Ψξ

{
∂2(k−j)

∂ξ2(k−j)u(x, ξ)

}
.
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Äîêàçàòåëñòâî.

Ðàâåíñòâà (5.17) è (5.18) ñà äîêàçàíè â Ãëàâà 3 Òåîðåìà 3.4.
�

Âðúçêèòå (5.17) è (5.18) íè ïîçâîëÿâàò äà àëãåáðèçèðàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1)
- (5.3)

(5.1) P

(
∂2

∂x2

)
u+Q

(
∂2

∂y2

)
u = F (x, y),

(5.2)
∂2j

∂x2j
u(0, y) = ψj(y), Φξ

{
∂2j

∂ξ2j
u(ξ, y)

}
= gj(y), j = 0, 1, ..., degP − 1,

(5.3)
∂2k

∂y2k
u(x, 0) = ϕk(x), Ψη

{
∂2k

∂η2k
u(x, η)

}
= fk(x), k = 0, 1, ..., degQ− 1.

Çà òàçè öåë êàòî èçïîëçâàìå (5.17) è (5.18) è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (5.2) - (5.3)
ïîëó÷àâàìå

∂2k

∂x2k
u = Skxu+

k∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Sj−1
x gk−j(y),(5.19)

∂2k

∂y2k
u = Skyu+

k∑
j=1

Sjx{xΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Sj−1
y fk−j(x).(5.20)

Çàïèñâàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.1) âúâ âèäà

P

(
∂2

∂x2

)
u+Q

(
∂2

∂y2

)
u = bmu+

m∑
k=1

bm−k
∂2k

∂x2k
u+ cnu+

n∑
k=1

cn−k
∂2k

∂y2k
u = F (x, y),

êúäåòî m = degP , n = degQ è b0 6= 0, c0 6= 0.
Êàòî èçïîëçâàìå (5.19), (5.20) ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) ñå ðåäóöèðà äî åäíî

àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå âM:

bmu+
m∑
k=1

bn−k

(
Skxu+

k∑
j=1

Sjx{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Sj−1
x gk−j(y)

)
+

+ cnu+
n∑
k=1

cn−k

(
Skyu+

k∑
j=1

Sjx{xΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Sj−1
y fk−j(x)

)
= F (x, y).

Òóê F (x, y), fj(x), ϕj(t) çà j = 0, 1, ..., degP−1 è gk(t) è ψk(t) çà k = 0, 1, ..., degQ−1
ñà äàäåíè ôóíêöèè. Íà òÿõ ìîæå äà ñå ãëåäà êàòî íà èçâåñòíè åëåìåíòè îò ïðúñòåíà
M. Íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿòà u ãëåäàìå êàòî íà íåèçâåñòåí åëåìåíò îò ïðúñòåíà
M. Çàòîâà çïèñâàìå àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (4.20) îò ïðúñòåíàM âúâ âèäà:
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5 ÄÂÓÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß ÇÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÒÅ
∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

m∑
k=0

bm−kS
k
xu+

n∑
k=0

cn−kS
k
yu = F (x, y) +(5.21)

−
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Sj−1

x gk−j(y)
)
−

−
n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Sj−1

y fk−j(x)
)
,

ò. å.

P (Sx)u+Q(Sy)u = F (x, y) +(5.22)

−
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Sj−1

x gk−j(y)
)
−

−
n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
Sjx{xΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Sj−1

y fk−j(x)
)
.

Êàêàòî îòáåëÿçàõìå â óâîäà ùå ñå ñòðåìèì äà ðåøèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(5.21) âM, à ñëåä òîâà äà èçòúëêóâàìå ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå êàòî ôóíêöèÿ.

Íî ïúðâî ùå ïðåäñàòâèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (5.21) îò M êàòî èíòåãðàëíî
óðàâíåíèå çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u. Óìíîæàâàìå (5.21) ñ Lmx L

n
y . Ïîëó÷àâàìå:

Lny

m∑
k=0

bm−kL
n
xS

k
xu+ Lmx

n∑
k=0

cn−kL
n
yS

k
yu = Lmx L

n
yF (x, y) +

− Lmy

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Lmx S

j
x{xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Lmx Sj−1

x gk−j(y)
)
−

− Lnx

n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
LnyS

j
y{yΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− LnySj−1

y fk−j(x)
)
.

Êàòî èçïîçëâàìå, ÷å LxSx = 1 è LySy = 1 íàìèðàìå

Lny

n∑
k=0

bm−kL
m−k
x u+ Lmx

n∑
k=0

cn−kL
n−k
y u = Lmx L

n
yF (x, y) +

− Lny

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
Lm−jx {xΦ{1} − 1}ψk−j(y)− Lm−j+1

x gk−j(y)
)
−

− Lnx

n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
Ln−jy {yΨ{1} − 1}ϕk−j(x)− Ln−j+1

y fk−j(x)
)
.

Ñåãà èçïîëçâàìå è Lx = [x]y, Lmx = Lm−1
x {x} è Ly = [y]x, Lny = Ln−1

y {y}. Ïîëó÷àâàìå
èíòåãðàëíî óðàâíåíèå çà ôóíêöèÿòà u = u(x, y)
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Lny

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u+ Lmx

n∑
k=0

cn−kL
n−k
y u = LnxL

m
y F (x, y) +(5.23)

− Lny

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
(Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x})ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)
)
−

− Lmx

n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
(Ln−jy {y}Ψ{1} − Ln−j−1

y {y})ϕk−j(x)− Ln−jy {y}fk−j(x)
)
.

Äåôèíèöèÿ 5.4 Ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, a]× [0, b]) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) àêî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (5.23).

Ùå äîêàæåì, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ ñúñ ñúîòâåòíàòà ãëàäêîñò óäîâëåòâîðÿâà èí-
òåãðàëíîòî óðàâíåíèå (5.23) òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (5.2) - (5.3).

Ëåìà 5.3 Íåêà u = u(x, y) ∈ C1([0, a] × [0, b]),
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y) ∈ C(D), êúäåòî m =

degP è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (5.23). Òîãàâà u óäîâëåòâîðÿâà ãðà-
íè÷íèòå óñëîâèÿ (5.2) ïî x.

∂2k

∂x2k
u(0, y) = ψk(y), Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, y)

}
= gk(y),

êúäåòî k = 0, 1, ...,m− 1, m = degP è ψk(y) è gk(y) ñà äàäåíè çà 0 ≤ y ≤ b.

Äîêàçàòåëñòâî.
Íåêà îòäåëíî äà ðàçïèøåì ïî-ïîäðîáíî ñëåäíàòà äâîéíà ñóìà ó÷àñòâàùà â (5.23)

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)
=(5.24)

= bm−1

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ψ0(y)− Lm−1

x {x}g0(y)
)

+

+ bm−2

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ψ1(y)− Lm−1

x {x}g1(y) +

+
(
Lm−2
x {x}Φ{1} − Lm−3

x {x}
)
ψ0(y)− Lm−2

x {x}g0(y)
)

+

+ ... +

+ b1

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ψm−2(y)− Lm−1

x {x}gm−2(y) + ...+

+
(
Lx{x}Φ{1} − {x}

)
ψ0(y)− Lx{x}g0(t)

)
+

+ b0

((
Lm−1
x {x}Φ{1} − Lm−2

x {x}
)
ψm−1(y)− Lm−1

x {x}gm−1(y) + ...+

+
(
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ0(y)− {x}g0(y)

)
.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

1) Ïúðâî ùå äîêàæåì

∂2k−2

∂x2k−2
u(0, y) = ψk(y), k = 0, 1, ...,m− 1.

Ïîëàãàìå x = 0 â (5.23). Èçïîëçâàìå, ÷å (Lxv)(0, y) = 0, çà âñÿêî v = v(x, y) ∈ C1(D).
Îò (5.24) ïîëó÷àâàìå:

Lnyb0u(0, y) = Lnyb0ψ0(y).

Ïðèëàãàìå
∂2n

∂y2n
. Äà îòáåëåæèì, ÷å b0 6= 0, çàùîòî degP ≥ 1.

Íàìèðàìå u(0, y) = ψ0(y).

Äîïóñêàìå, ÷å
∂2k

∂x2k
u(0, y) = ψk(y),

çà k = 0, ...,m− 2. Ùå äîêàæåì ÷å ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà k = m− 1.

Ïðèëàãàìå
∂2m−2

∂x2m−2
êúì (5.23). Ïîíåæå Lx å äåñåí îáðàòåí íà

∂2

∂x2
, ò.å.

∂2

∂x2
Lx = I

èìàìå
∂2m

∂x2m
Lmx = I, êúäåòî I å èäåíòèòåòúò â C. Ïîëó÷àâàìå

Lny
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u+ Lx

n∑
k=0

cn−kL
n−k
y u = LxL

n
yF (x, y) +(5.25)

− Lny
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
(Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x})ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)
)
−

− Lx

n∑
k=1

cn−k

k∑
j=1

(
(Ln−jy {y}Ψ{1} − Ln−j−1

y {y})ϕk−j(x)− Ln−jy {y}fk−j(x)
)
.

Pàçãëåæäàìå ñóìàòà

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u =(5.26)

=
∂2m−2

∂x2m−2

(
bmL

m
x u+ bm−1L

m−1
x u+ ...+ b1Lxu+ b0u

)
=

= bmLxu+ bm−1u(x, y) + ...+ b1
∂2m−4

∂x2m−4
u(x, y) + b0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y).

Ïðè x = 0 îò
∂2k

∂x2k
u(0, y) = ψk(y),

çà k = 0, ...,m− 2 ïîëó÷àâàìå

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u = bm−1ψ0(y) + ...+ b1ψm−2(y) + b0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y).(5.27)
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Êàòî ïðèëîæèì
∂2m−2

∂x2m−2
êúì (5.24), íàìèðàìå

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)
=(5.28)

= bm−1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ0(y)− {x}g0(y)

)
+

+ bm−2

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ1(y)− {x}g1(y)

)
+

+ ... +

+ b1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψm−2(y)− {x}gm−2(y)

)
+

+ b0

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψm−1(y)− {x}gm−1(y)

)
.

Ïðè x = 0 ñå ïîëó÷àâà:

∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)
=(5.29)

= −
(
bm−1ψ0(y) + ...+ b1ψm−2(y) + b0ψm−1(y)

)
.

Ïðè x = 0 oò (5.25), (5.27) è (5.29) íàìèðàìå

Lny

(
bm−1ψ0(y) + ...+ b1ψm−2(y) + b0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y)

)
=

= Lny

(
bm−1ψ0(y) + ...+ b1ψm−2(y) + b0ψm−1(y)

)
.

Ïðèëàãàìå
∂2n

∂y2n
, ïîíåæå b0 6= 0, íàìèðàìå:

∂2m−2

∂x2m−2
u(0, y) = ψm−1(y).

2) Ùå äîêàæåì

Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, y)

}
= gk(y),

êúäåòî k = 0, 1, ...,m− 1, m = degP .
Ïðèëàãàìå ôóíêöèîíàëà Φ êúì (5.23) è èçïîëçâàìå Φx ◦ Lx ≡ 0. Ïîëó÷àâàìå

LnyΦx

{
n∑
k=0

bm−kL
m−k
x u

}
=(5.30)

− LnyΦx

{
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
(Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x})ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)
)}

.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Äà ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñóìè, ó÷àñòâàùè îò äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâî
(5.30).

Ïúðâî çà ñóìàòà îò ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâî (5.30) èìàìå

Φx

{
m∑
k=0

cm−kL
m−k
x u

}
=(5.31)

= Φx

{
bmL

m
x u(x, y) + bm−1L

m−1
x u(x, y) + ...+ b1Lxu(x, y) + b0u(x, y)

}
=

= b0Φx{u(x, y)}.

Äà ðàçãëåäàìå ñóìàòà îò äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâî (5.30). Îò (5.24) ñå âèæäà,
÷å

Φx

{
m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
}
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)}
=(5.32)

= b0Φx

{(
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ0(y)− {x}g0(y)

)}
=

= b0

((
Φx{x}Φ{1} − Φ{1}

)
ψ0(y)− Φx{x}g0(y)

)
= −b0g0(y).

Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñìå èçïîëçâàëè, ÷å Φx{x} = 1. Oò (5.30), (5.31) è (5.32)
íàìèðàìå:

Lnyb0Φx{u(x, y)} = Lnyb0g0(y).

Ïðèëàãàìå
∂2n

∂y2n
, ïîíåæå b0 6= 0, íàìèðàìå:

Φx{u(x, y)} = g0(y).

Äîïóñêàìå, ÷å

Φξ

{
∂2k

∂ξ2k
u(ξ, y)

}
= gk(y),

çà k = 0, 1, ...,m− 2. Ùå äîêàæåì, ÷å å âÿðíî è çà k = m− 1, ò.å.

Φξ

{
∂2m−2

∂ξ2m−2
u(ξ, t)

}
= ψk(t).

Ïðèëàãàìå ôóíêöèîíàëà Φ, êúì (5.25) è êàòî èçïîëçâàìå Φx ◦Lx ≡ 0 ïîëó÷àâàìå

(5.33) LnyΦx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u

}
=

= −LnyΦx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

(
(Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x})ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)
)}

.
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5.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3)

Ùå ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñóìè â (5.33). Ïúðâî ðàçãëåæäàìå ëÿâàòà ñòðàíà
íà ðàâåíñòâî (5.33):

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=0

bm−kL
m−k
x u(x, y)

}
=(5.34)

= Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

(
bmL

m
x u(x, y) + bm−1L

m−1
x u(x, y) + ...+ b1Lu(x, y) + b0u(x, y)

)}
=

= Φx

{
bmLxu(x, y) + bm−1u(x, y) + ...+ b1

∂2m−4

∂x2m−4
u(x, y) + +b0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y)

}
=

= bm−1g0(y) + ...+ b1gm−2(y) + b0
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y).

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ñóìàòà îòäÿñíî íà ðàâåíñòâîòî (5.33). Îò (5.24) ïîëó÷àâàìå:

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)}
=

= Φx

{
bm−1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ0(y)− {x}g0(y)

)
+

+ bm−2

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψ1(y)− {x}g1(y)

)
+

+ ... +

+ b1

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψm−2(y)− {x}gm−2(y)

)
+

+ b0

((
{x}Φ{1} − {1}

)
ψm−1(y)− {x}gm−1(y)

)}
=

= bm−1

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ψ0(y)− Φx{x}g0(y)

)
+

+ bm−2

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ψ1(y)− Φx{x}g1(y)

)
+

+ ... +

+ b1

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ψm−2(y)− Φx{x}gm−2(y)

)
+

+ b0

((
Φx{x}Φ{1} − Φx{1}

)
ψm−1(t)− Φx{x}gm−1(y)

)
.

Ñåãà èçïîëçâàìå, ÷å Φx{x} = 1. Ïîëó÷àâàìå

(5.35)

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2

m∑
k=1

bm−k

k∑
j=1

((
Lm−jx {x}Φ{1} − Lm−j−1

x {x}
)
ψk−j(y)− Lm−jx {x}gk−j(y)

)}
=

= −bm−1g0(y)− bm−2g1(y)− ...− b1gm−2(y)− b0gm−1(y).

Oò (5.33), (5.34) è (5.35) ïîëó÷àâàìå

Lny

(
bm−1g0(y) + bm−2g1(y) + ...+ b1gm−2(y) + b0

∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y)

)
=(5.36)

= −Lny
(
−bm−1g0(y)− bm−2g1(y)− ...− b1gm−2(y)− b0gm−1(y)

)
.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Íàêðàÿ ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂2m

∂y2m
êúì (5.36). Ïîëó÷àâàìå:

Φx

{
∂2m−2

∂x2m−2
u(x, y)

}
= gm−1(y).

�

Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 5.3 å äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 5.4 Íåêà u = u(x, y) ∈ C1([0, a] × [0, b]),
∂2n−2

∂y2n−2
u(x, y) ∈ C(D), êúäåòî n =

degQ è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (5.23). Òîãàâà u óäîâëåòâîðÿâà ãðà-
íè÷íèòå óñëîâèÿ (5.3) ïî y.

∂2k

∂y2k
u(x, 0) = ϕk(x), Ψη

{
∂2k

∂η2k
u(x, η)

}
= fk(x), 0 ≤ x ≤ a,

êúäåòî k = 0, 1, ..., n− 1 è ϕk(x) è fk(x) ñà äàäåíè çà 0 ≤ x ≤ a.

Ùå äîêàæåì, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (5.23)
è å äîñòàòú÷íî ãëàäêà òî òÿ å ðåøåíèå è íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) ò.å. å
êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà (5.1) - (5.3).

Ëåìà 5.5 Íåêà u = u(x, y) ∈ C1([0, a]× [0, b]), å ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

(5.23) ñ íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂2m

∂x2m
u(x, y) ∈ C(D) è

∂2n

∂y2n
u(x, y) ∈ C(D).

Òîãàâà u e êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

Äîêàçàòåëñòâî.

Ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂2m

∂x2m

∂2n

∂y2n
êúì (5.23). Ïîëó÷àâàìå

P

(
∂2

∂x2

)
u+Q

(
∂2

∂y2

)
u = F (x, y).

Ïîíåæå ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà u ïî x è ïî y îò ñúîò-
âåòíèÿ ðåä, òî ñïîðåä Ëåìà 5.3 è Ëåìà 5.4 u óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ
(5.2) - (5.3).
�
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5.6 Teoðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

5.6 Teoðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (5.1) - (5.3).

Çà äà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (5.23) âM òðÿáâà P (Sx) + Q (Sy) äà íå å
äåëèòåë íà íóëàòà â M. Çà òîâà â òàçè ãëàâà ùå èçñëåäâàìå íÿêîè äåëèòåëè è íå
äåëèòåëè íà íóëàòà âM, ñâúðçàíè ñúñ çàäà÷à (5.23).

Äà ïðèïîìíèì, ÷å â Ãëàâà 3 âúâåäîõìå ôóíêöèÿòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
êîÿòî ñå

íàðè÷à ñèíóñîâà èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Φ. Ùå îçíà÷àâàìå ñèíóñîâàòà èíäè-

êàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà Ψ ñ G: G(µ) = Ψη

{
sinµη

η

}
.

Ëåìà 5.6 Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) = 0 è µ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî G(µ) = 0.
Àêî ñúùåñòâóâà äèñïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

P (−λ2) +Q(−µ2) = 0,

òîãàâà
P (Sx) +Q(Sy)

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å çà íåíóëåâèÿ åëåìåíò {sinλx sinµy} íà M å èç-
ïúëíåíî (P (Sx) +Q(Sy)) {sinλx sinµx} = 0. Íàèñòèíà,

(P (Sx) +Q(Sy)) {sinλx sinµy} = P (Sx){sinλx sinµy}+Q(Sy){sinλx sinµy} =

= sinµy P (Sx){sinλx}+ sinλx Q(Sy){sinµy} =
(
P (−λ2) +Q(−µ2)

)
sinλx sinµx = 0.

�

Ïðèìåð.
Íåêà λ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî E(λ) = 0 è µ ∈ C å ÷èñëî, çà êîåòî G(µ) = 0. Àêî

ñúùåñòâóâà äèñïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

λ2 + µ2 = 0,

òîãàâà
Sx + Sy

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.
Íàèñòèíà, çà íåíóëåâèÿò åëåìåíò {sinλx sinµy} íàM å èçïúëíåíî (Sx + Sy) {sinλx sinµy} =

0. Èìàìå

(Sx + Sy) {sinλx sinµy} = Sx{sinλx sinµy}+ Sx{sinλx sinµy} =

= sinµy Sx{sinλx} + sinλx Sy{sinµy}.

Èçïîëçâàìå (5.15) è (5.16) è ïîëó÷àâàìå

sinµy Sx{sinλx} + sinλx Sy{sinµy} =
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= sinµy

(
∂2

∂x2
sinλx+ Φξ{sinλξ}

)
+ sinλx

(
∂2

∂y2
sinµy + Ψη{sinµη}

)
.

Òúé êàòî E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
= 0 è G(µ) = Ψη

{
sinµη

µ

}
= 0, íàìèðàìå

sinµy

(
∂2

∂x2
sinλx+ Φξ{sinλξ}

)
+ sinλx

(
∂2

∂y2
sinµy + Ψη{sinµη}

)
=

= −λ2 sinµy sinλx− µ2 sinµy sinλx = −(λ2 + µ2) sinµy sinλx.

Îò λ2 + µ2 = 0 ïîëó÷àâàìå (Sy + Sx) {sinλx sinµy} = 0.

Ùå äîêàæåì òåîðåìà êîÿòî ðàçãëåæäà âúïðîñà êîãà åëåìåíòúò P (Sx) +Q(Sy) íå
å äåëèòåë íà íóëàòà â M. Îò ôàêòà, ÷å P (Sx) + Q(Sy) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â
M ñëåäâà, ÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (5.22) âM èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå âM, ùå
íàðè÷àìå ñúîòâåòíàòà òåîðåìà, òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1)
- (5.3).

Òåîðåìà 5.7 Íåêà a ∈ supp Φ è degQ ≥ 1. Àêî E(λm) = 0, G(µn) = 0 è P (−λ2
m) +

Q(−µ2
n) 6= 0, çà âñè÷êè m,n = 1, 2, ... òîãàâà åëåìåíòúò P (Sx) +Q(Sy) íå å äåëèòåë

íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî.
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ åëåìåíò íàM ò.å.

íåíóëåâà ìóëèïëèêàòîðíà äðîá
A

B
6= 0, A ∈ M è B ∈ N è (P (Sx) +Q(Sy))

A

B
= 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà (P (Sx)+Q(Sy))A = 0. Ïîíåæå
A

B
6= 0 èìàìå

A 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ u ∈ C òàêàâà, ÷å Av = u 6= 0. Òîãàâà îò
(P (Sx) +Q(Sy))A = 0 ïîëó÷àâàìå

(5.37) (P (Sx) +Q(Sy))u = 0.

Ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å u å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, çàùîòî àêî íàïðèìåð ñúùåñòâóâà
∂k

∂xk
u(x, y) íî íå ñúùåñòâóâà

∂k+1

∂xk+1
u(x, y), òî ñëåä êàòî óìíîæèì (P (Sx)+Q(Sy))u = 0

ñ Lx íàìèðàìå (P (Sx) + Q(Sy))Lxu = 0. Çà ôóíêöèÿòà Lxu ñúùåñòâóâà k + 2 ïðîèç-
âîäíà ïî x.

Íåêà λm å αm - êðàòíà íóëà íà èíäèêàòðèñàòà E(λ) = Φξ

{
sinλξ

λ

}
íà ôóíêöèîíà-

ëà Φ ñúñ ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ ϕm,0(x) è ïðèñúåäèíåíè ôóíêöèè ϕm,i(x), i = 1, ..., αm−1.
Íåêà ϕm(x) e òàêàâà, ÷å (âæ. Ãëàâà 3 (3.17))

ϕm(x) =
1

πi

∫
Γm

sinλx

λE(λ)
dλ.

Óìíîæàâàìå (5.37) ñ ϕm è ïîëó÷àâàìå

(P (Sx) +Q(Sy))ϕmu = 0.
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5.6 Teoðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

Îçíà÷àâàìå

ϕm
x∗ u =

αm−1∑
i=p

am,i(y)ϕm,i(x),

êúäåòî am,p(y) 6= 0 çà íÿêîå p, 0 ≤ p ≤ αm − 1 è íàìèðàìå

(P (Sx) +Q(Sy))
αm−1∑
i=p

am,i(y)ϕm,i(x) = 0.

Óìíîæàâàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ (Sx + λ2
m)

αm−p−1

(P (Sx) +Q(Sy))
αm∑
i=p

am,i(t)
(
Sx + λ2

m

)αm−p−1
ϕm,i = 0.

Èçïîëçâàìå, ÷å (Sx + λ2
m)

σ
ϕm,0 = 0 çà σ ≥ αm è ïîëó÷àâàìå

(P (Sx) +Q(Sy))am,p(y)ϕn,αm−1(x) = 0.

Íî ϕm,αm−1(x) = bm sinλmx è bm 6= 0. Ðàçãëåæäàìå

(P (Sx) +Q(Sy))am,p(y) sinλmx = 0.

Êàòî èçïîëçâàìå E(λm) = 0 è (5.15) (àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 5.6)
ïîëó÷àâàìå

P (Sx)am,p(y) sinλmx = am,p(y)P (−λ2
m) sinλmx.

Îò òóê íàìèðàìå
(P (−λ2

m) +Q(Sy))am,p(y) sinλmx = 0.

Ñëåäîâàòåëíî
(P (−λ2

m) +Q(Sy))am,p(y) = 0.

Òîâà óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à

Q

(
d2

dy2

)
am,p(y) + P (−λ2

n)am,p(y) = 0,

d2k

dy2k
am,p(0) = 0, Ψη

{
d2k

dη2k
am,p(η)

}
= 0, k = 0, 1, ..., degQ− 1.

Ïîíåæå degQ ≥ 1 è P (−λ2
m) + Q(−µ2

n) 6= 0 åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå å am,p(y) ≡ 0 (âæ.
Ëåìà 3.2). Ñëåäîâàòåëíî

ϕm
x∗ u ≡ 0.

çà âñÿêî m. Ïîíåæå a ∈ supp Φ ñïîðåä òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ (âæ. [34] è [36]) ñëåäâà,
÷å u ≡ 0. Òîâà ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî u 6= 0 äîêàçâà òåîðåìàòà.
�
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5.7 Teoðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (5.1) - (5.3). Ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Ñëåä êàòî äîêàçàõìå òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(5.1) - (5.3), òðÿáâà äà èçó÷èì è âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå.

Òóê ñå íàëàãà äà óòî÷íèì çà êàêâî ðåøåíèå ñòàâà äóìà. Àêî ãîâîðèì çà êëàñè-
÷åñêî ðåøåíèå, ùå ñå íàëîæè äà íàëîæèì îãðàíè÷åíèÿ êàêòî íà ôóíêöèîíàëèòå Φ
è Ψ, òàêà è âúðõó ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè.

Òúé êàòî ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) áå ñâåäåíà äî àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(5.22), òî âñÿêî êëàñè÷åñêî ðåøåíèå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà òîâà óðàâíåíèå. Îá-
ðàòíîòî â îáùèÿ ñëó÷àé íå å âÿðíî. Íî ìîæå äà òâúðäèì, ÷å àêî å íàëèöå òåîðåìà
çà åäèíñòâåíîñò, ò.å. àêî åëåìåíòúò P (Sx) + Q(Sy) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â M, òî
àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (5.22) (

P (Sx) +Q(Sy)
)
u = F̃ ,

èìà ðåøåíèå

(5.38) u =
1

P (Sx) +Q(Sy)
F̃

âM, êîåòî ùå íàðè÷àìå ôîðìàëíî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).
Ñëåä òîâà ìîæå äà ãîâîðèì è çà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3)

(âæ. Äåôèíèöèÿ 5.4).
Íàêðàÿ, ôóíêöèÿ u ∈ C(D) êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà êàêòî óðàâíåíèå (5.1), òàêà è

ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (5.2) è (5.3) å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå
íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3).

Òåîðåìà 5.8 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x, y) íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (5.1) - (5.3), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè ψj(y) = 0, gj(y) = 0 çà
j = 0, 1, ..., degP − 1, ϕk(x) = 0, fk(x) = 0 çà k = 0, 1, ..., degQ− 1 è íà äÿñíàòà ÷àñò
F (x, y) = xy íà óðàâíåíèåòî (5.1). Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x, y) =
∂2

∂x2

∂2

∂y2

(
Ω(x, y)

(x,y)
∗ F (x, y)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöè-
ÿòà F (x, y) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ω(x, t) å ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.1) - (5.3) ïðè íóëåâè ãðàíè÷íè ôóíêöèè

è F (x, y) = xy = LxLy =
1

SxSy
è óäîâëåòâîðÿâà àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå âM:

(P (Sx) +Q(Sy))Ω =
1

SxSy
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Aêî P (Sx) +Q(Sy) íå å äåëèòåë íà íóëàòà òî

Ω(x, y) =
1

SxSy(P (Sx) +Q(Sy))

Ùå ïðîâåðèì, ÷å u = u(x, y)

u(x, y) = SxSy{Ω(x, y)}{F (x, y)} =
∂2

∂x2

∂2

∂y2

(
Ω(x, y)

(x,y)
∗ F (x, y)

)
.

å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(P (Sx) +Q(Sy))u = F (x, y).

Èìàìå
(P (Sx) +Q(Sy))u = (P (Sx) +Q(Sy))SxSy{Ω(x, y)}{F (x, y)} =

= (P (Sx) +Q(Sy))SxSy
1

SxSy(P (Sx) +Q(Sy))
{F (x, y)} = {F (x, y)}.

�

5.8 Ïðèìåðè

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà íà ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ
âêëþ÷âàùè ëîêàëíè è íåëîêàëíè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. ×àñò îò ñëåäâàùèòå ïðèìåðè
ñà ðàçãëåäàíè â [93], [92] è [58].

Ïðèìåð 1. Ïî íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå â ïðàâî-
úãúëíèê:

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,(5.39)

u(0, y) = 0 , u(x, 0) = 0,

u(a, y) = 0 , u(x, b) = f(x).

Êàòî èçïîëçâàìå
uxx = Sxu, uyy = Syu− [f(x)]y.

(âæ. (5.15) è (5.16) ) àëãåáðèçèðàìå çàäà÷à (5.39):

(Sx + Sy)u = [f(x)]y.

Ïîíåæå Sx +Sy íå å äåëèòåë íà íóëàòà â ñúîòâåòíèÿ ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå
÷àñòíè (âæ. Òåîðåìà 5.7) òî

u =
1

Sx + Sy
[f(x)]y.

1. Íåêà îçíà÷èì ñ U = U(x, y) ðåøåíèåòî íà (5.39) çà f(x) = {x} = Lx =
1

Sx
.

Èìàìå:

U =
1

Sx(Sx + Sy)
.
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

Ðåøåíèåòî íà (5.39) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f ìîæå äà ïðåäñòàâèì âúâ âèäà:

u =
1

Sx + Sy
[f(x)]y =

Sx
Sx(Sx + Sy)

[f(x)]y =
∂2

∂x2

(
{U(x, y)} x∗ {f(x)}

)
.

Àêî f ∈ C1([0, a]) è f(0) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.14) íàìèðàìå, ÷å ðåøåíèåòî íà
(5.39) å:

u(x, y) =
∂2

∂x2

(
{U(x, y)

x∗ {f(x)}
)

= − 1

2a

(∫ a

0

(
U(x+ a− ξ, y)− U(a− x− ξ, y)

)
f ′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

U(x, y) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

λn

sinhλny

sinhλnb
sinλnx, λn =

nπ

a
,

å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.39) çà f(x) = {x}.

2. Íåêà îçíà÷èì ñ Ω ðåøåíèåòî íà (5.39) çà f(x) = Lx{x} =
1

S2
x

=
x3

6
− a2

6
x. Èìà-

ìå:

Ω =
1

S2
x(Sx + Sy)

.

Ðåøåíèåòî íà (5.39) çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f å:

u =
1

Sx + Sy
[f(x)]y =

S2
x

S2
x(Sx + Sy)

[f(x)]y =
∂4

∂x4

(
{Ω(x, y)} x∗ {f(x)}

)
.

Àêî f ∈ C2([0, a]) è f(0) = f(a) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.15) íàìèðàìå, ÷å ðåøå-
íèåòî íà (5.39) å:

u(x, y) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) = − 1

2a

(∫ a

0

(
Ωx(x+ a− ξ, y)− Ωx(a− x− ξ, y)

)
f ′′(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

Ω(x, y) = 2
∞∑
n=1

(−1)n

λ3
n

sinhλny

sinhλnb
sinλnx, λn =

nπ

a

å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.39) çà f(x) = Lx{x} =
x3

6
− a2x

6
.

Ïðèìåð 2.Ùå ðàçãëåäàìå íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à âêëþ÷âàùà îáîáùåíî óñ-
ëîâèå íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè îò âèäà u(a, y)− u(c, y) = 0:

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,(5.40)

u(0, y) = 0 , u(x, 0) = 0,

u(a, y)− u(c, y) = 0 , u(x, b) = f(x),

êúäåòî 0 < c < a.
Ïðèìåðè âêëþ÷âàùè íåëîêàëíî ãðàíè÷íî óñëîâèå íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè ñà ðàçãëå-
äàíè â [93].
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1. Àêî f ∈ C1([0, a]) è f(0) = 0, òîãàâà êàòî èçïîëçâàìå (3.14) íàìèðàìå, ÷å
ðåøåíèåòî íà (5.40) å:

u(x, y) =
∂2

∂x2
(U

x∗ f(x)) =(5.41)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
U(x+ a− ξ, y)− U(a− x− ξ, y)

)
f ′(x)dξ−

−
∫ c

0

(
U(x+ c− ξ, y)− U(c− x− ξ, y)

)
f ′(x)dξ

)
.

U(x, y) å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.40) çà f(x) = x è

U(x, y) = −2(a− c)
∞∑
n=1

sinhλny

λn(a cos aλn − c cos cλn) sinhλnb
sinλnx−

−2(a− c)
∞∑
n=1

sinhµny

µn(a cos aµn − c cos c µn) sinhµnb
sinµnx,

êúäåòî λn =
(2n− 1)π

a+ c
è µk =

2kπ

a− c
, n, k ∈ N.

2. Àêî f ∈ C2([0, a]) è f(0) = f(a) − f(c) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.15) íàìèðàìå,
÷å ðåøåíèåòî íà (5.40) å:

u(x, y) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) =(5.42)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
Ωx(x+ a− ξ, y)− Ωx(a− x− ξ, y)

)
f ′′(x)dξ−

−
∫ c

0

(
Ωx(x+ c− ξ, y)− Ωx(c− x− ξ, y)

)
f ′′(x)dξ

)
.

Ω(x, y) å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.40) çà f(x) =
x3

6
− a2 + ac+ c2

6
x.

Ω(x, y) = 2(a− c)
∞∑
n=1

sinhλny

λ3
n(a cos aλn − c cos cλn) sinhλnb

sinλnx−

2(a− c)
∞∑
n=1

sinhµny

µ3
n(a cos aµn − c cos c µn) sinhµnb

sinµnx,

êúäåòî λn =
(2n− 1)π

a+ c
è µk =

2kπ

a− c
, n, k ∈ N.

Ïðèìåð 3.
Ùå ðàçãëåäàìå íåëîêàëíà ãðàíè÷íà çàäà÷à âêëþ÷âàùà îáîáùåíî óñëîâèå íà Áè-

öàäçå - Ñàìàðñêè è ïî äâåòå ïðîìåíëèâè x è y îò âèäà ñúîòâåòíî u(a, y)− u(c, y) = 0
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∂2

∂X2
È

∂2

∂Y 2

è
1

b− d
(
u(x, b)− u(y, d)

)
= f(x):

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,(5.43)

u(0, y) = 0 , u(x, 0) = 0,

u(a, y)− u(c, y) = 0 ,
1

b− d
(
u(x, b)− u(y, d)

)
= f(x),

êúäåòî 0 < c < a è 0 < d < b .

Â ïîñëåäíîòî íåëîêàëíî óñëîâèå ñìå ìíîæèëè ñ
1

b− d
çà äà ìîæå ôóíêöèîíàëúò

Ψη{g(η)} =
1

b− d
(g(b)− g(d)) äà å íîðìèðàí òàêà, ÷å: Ψη{η} = 1 (âæ. (3.3)). Ðàçáèðà

ñå òîâà íå å ñúùåñòâåíî îãðàíè÷åíèå.

1. Àêî f ∈ C1([0, a]) è f(0) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.14) íàìèðàìå, ÷å ðåøåíèåòî
íà (5.43) å:

u(x, y) =
∂2

∂x2
(U

x∗ f(x)) =(5.44)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
U(x+ a− ξ, y)− U(a− x− ξ, y)

)
f ′(x)dξ−

−
∫ c

0

(
U(x+ c− ξ, y)− U(c− x− ξ, y)

)
f ′(x)dξ

)
.

U(x, y) å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.43) çà f(x) = x è

U(x, y) = −2(a− c)(b− d)
∞∑
n=1

sinhλny

λn(sinhλn − sinh λn
2

)(a cos aλn − c cos cλn)
sinλnx−

−2(a− c)(b− d)
∞∑
n=1

sinhµny

µn(sinhµn − sinh µn
2

)(a cos aµn − c cos cµn)
sinµnx,

êúäåòî λn =
(2n− 1)π

a+ c
è µk =

2kπ

a− c
, n, k ∈ N.

2. Àêî f ∈ C2([0, a]) è f(0) = f(a) − f(c) = 0, êàòî èçïîëçâàìå (3.15) íàìèðàìå,
÷å ðåøåíèåòî íà (5.43) å:

u(x, y) =
∂4

∂x4
(Ω

x∗ f(x)) =(5.45)

= − 1

2(a− c)

(∫ a

0

(
Ωx(x+ a− ξ, y)− Ωx(a− x− ξ, y)

)
f ′′(x)dξ−

−
∫ c

0

(
Ωx(x+ c− ξ, y)− Ωx(c− x− ξ, y)

)
f ′′(x)dξ

)
.
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Ω(x, y) å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (5.43) çà f(x) =
x3

6
− a2 + ac+ c2

6
x

è

Ω(x, y) = 2(a− c)(b− d)
∞∑
n=1

sinhλny

λ3
n(sinhλn − sinh λn

2
)(a cos aλn − c cos cλn)

sinλnx+

+2(a− c)(b− d)
∞∑
n=1

sinhµny

µ3
n(sinhµn − sinh µn

2
)(a cos aµn − c cos cµn)

sinµnx,

êúäåòî λn =
(2n− 1)π

a+ c
è µk =

2kπ

a− c
, n, k ∈ N.
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6 Ìíîãîìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà îïåðàòîðè-

òå
∂

∂t
,
∂2

∂x2
1

, ...,
∂2

∂x2
n

6.1 Óâîä

Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå îïåðàöèîííèòå ñìÿòàíèÿ çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè îïå-

ðàòîðè
∂

∂t
,
∂2

∂x2
1

, ...,
∂2

∂x2
n

. Öåëòà íà òåçè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ å èçó÷àâàíåòî íà íå-

ëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è çà óðàâíåíèÿ îò âèäà

(6.1) P

(
∂

∂t

)
u−

n∑
j=1

Qj

(
∂2

∂x2
j

)
u = F (x1, ..., xn, t),

â ïðàâîúãúëíà îáëàñò D îò âèäà D = [0, a1]× ...× [0, an]× [0,∞) è ñ ïîëèíîìè P , Qj

íà åäíà ïðîìåíëèâà è degP ≥ 1, degQj ≥ 1 çà j = 1, ..., n.
Çà äà ôîðìóëèðàìå òî÷íèÿ êëàñ çàäà÷è çàäàâàìå n+ 1 ëèíåéíè ôóíêöèîíàëà

χ ∈ (C[0,∞))∗, Φj ∈ (C1[0, aj])
∗ çà j = 1, ..., n.

Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è ñà ñëåäíèòå:
1) �Íà÷àëíè� óñëîâèÿ ñâúðçàíè ñ ïðîìåíëèâàòà t

(6.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x1, ..., xn, τ)

}
= fk(x1, ..., xn), k = 0, 1, ..., degP − 1,

ñ äàäåíè fk(x1, ..., xn) çà 0 ≤ xj ≤ aj, j = 1, ..., n. Èçîáùî, òåçè óñëîâèÿ ñà íåëîêàëíè.

2) Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñâúðçàíè ñ ïðîìåíëèâàòà xj çà j = 1, ..., n ñà:
ëîêàëíè

(6.3)
∂2pj

∂x
2pj
j

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

íåëîêàëíè

(6.4) Φj,ξ

{
∂2pj

∂ξ2pj
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)

}
= hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

ñ äàäåíè ôóíêöèè gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) è hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) çà
j = 1, ..., n, pj = 0, 1, ..., degQj − 1, 0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, ..., n è i 6= j, 0 ≤ t <∞.

È òóê êàêòî ïðè äâóìåðíèòå îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ èäåÿòà å äà ñå ðàçãëåäà
àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå, â íÿêàêúâ ïðúñòåí, ñúîòâåòñòâàùî íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà-
÷àòà. Äà ñå ðåøè òîâà óðàâíåíèå â ïðúñòåíà è ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå äà ñå èíòåð-
ïðåòèðà êàòî ôóíêöèÿ. Ïî-òî÷íî èäåÿòà íà äèðåêòíîòî îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà
ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âèäà (6.1) - (6.4) å äà ñå âúâåäå êîíâîëþöèîííî ïðîèçâåäåíèå

u(x1, ..., xn, t)
(x1,...,xn,t)∗ v(x1, ..., xn, t) â ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè

C = C(D) çà äà ñå ïðåâúðíå â êîíâîëþöèîííà àëãåáðà è òÿ äà ñå ðàçøèðè äî ïðúñ-
òåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè. Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê òîâà ñòàâà ïî ïîäîáåí
íà÷èí, ïî êîèòî îò ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâàò ðàöèîíàëíèòå.



6.2 Ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè

Â òîçè ïðúñòåí îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè çàäà÷àòà (6.1) - (6.4) ñå àëãåáðèçèðà
è ñå ñâåæäà äî åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå îò ïúðâà ñòåïåí îò âèäà

(6.5) [P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)]u = F̃ ,

êúäåòî st è Sxj ñà îñíîâíè åëåìåíòè íà ïðúñòåíà è F̃ ñúùî å åëåìåíò íà ïðúñòå-
íà, âêëþ÷âàù â ñåáå ñè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ. st è Sxj ñà àëãåáðè÷íèòå àíàëîçè íà

äèôåðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè
∂

∂t
è
∂2

∂x2
j

, j = 1, ..., n.

Íåêà P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj) íå å äåëèòåë íà íóëàòà â ïðúñòåíà îò ìóëòèïëèêàòîðíèòå

÷àñòíè. Òîãàâà ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà (6.5) e

u =
1

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

F̃ .

Îñòàâà òî äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ôóíêöèÿ îò C(D), êîÿòî ùå íàðè÷àìå ñëàáî ðå-
øåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4). Àêî ñëàáîòî ðåøåíèå èìà ïðîèçâîäíè îò
äîñòàòú÷íî âèñîê ðåä, òî ñúâïàäà ñ êëàñè÷åñêîòî ðåøåíèå.

Â òàçè ãëàâà å ðåàëèçèðàíà îïèñàíàòà ïðîãðàìà.

6.2 Ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè

Ùå ïðèïîìíèì äåôèíèöèèòå íà äâå åäíîìåðíè êîíâîëþöèè. Îïåðàöèÿòà
t∗ å ðàçãëå-

äàíà â Ãëàâà 2, à îïåðàöèèòå
xj∗ çà j = 1, ..., n, â Ãëàâà 3.

Íåêà ϕ, ψ ∈ C[0,∞) è f, g ∈ C[0, aj]

(6.6) (ϕ
t∗ ψ)(t) = χτ

{∫ t

τ

ϕ(t+ τ − σ)ψ(σ)dσ

}
, â C[0,∞),

è

(6.7) (f
xj∗ g)(xj) = −1

2
Φj,ξ

{∫ ξ

0

h(xj, ζ)dζ

}
, â C[0, aj],

êúäåòî

h(xj, ζ) =

∫ ζ

xj

f(ζ + xj − σ)g(σ)dσ −
∫ ζ

−xj
f(|ζ − xj − σ|)g(|σ|)sgn

(
σ(ζ − xj − σ)

)
dσ.

Êàòî èìàìå ïðåäâèä ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ñ n ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåí-

ëèâè x1, ..., xn è åäíà âðåìåâà t, ùå äåôèíèðàìå ïúðâî k-ìåðíè êîíâîëþöèè
x1,...,xk∗

â C([0, a1] × ... × [0, ak]), k = 2, 3, ..., n. Ùå òúðñèì áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöè-
àòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a1] × ... × [0, ak]) òàêàâà, ÷å àêî u = f1(x1)f2(x2)...fk(xk) è

v = g1(x1)g2(x2)...gk(xk), äà å èçïúëíåíî u
x1,...,xk∗ v = (f1

x1∗ g1)(f2
x2∗ g2)...(fk

xk∗ gk).
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Ñëåä òîâà ùå äåôèíèðàìå (k + 1)-ìåðíè êîíâîëþöèè
x1,...,xk,t∗ â C([0, a1] × ... ×

[0, ak] × [0,∞)), k = 1, 2, 3, ..., n. È òóê ùå èñêàìå âñÿêà îïåðàöèÿ äà å áèëèíåéíà,
êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà â C([0, a1] × ... × [0, ak] × [0,∞)) è òàêàâà, ÷å àêî u =
f1(x1)f2(x2)...fk(xk)ϕ(t) è v = g1(x1)g2(x2)...gk(xk)ψ(t), òîãàâà äà å èçïúëíåíî

u
x1,...,xk,t∗ v = (f1

x1∗ g1)(f2
x2∗ g2)...(fk

xk∗ gk)(ϕ
t∗ ψ).

Òàêèâà ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè
x1,...,xk∗ ùå äåôèíèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî â ïðîñ-

òðàíñòâàòà C1 = C[0, a1], Ck = C([0, a1] × ... × [0, ak]), k = 2, 3, ..., n è
x1,...,xk,t∗ â

C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)), k = 1, 2, ..., n. Çà öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî íà íåïðåêúñíà-
òèòå ôóíêöèè â D = [0, a1] × ... × [0, an] × [0,∞) ùå èçïîëçâàìå êðàòêîòî îçíà÷åíèå

C := C(D) è ùå îçíà÷àâàìå ïúëíàòà êîíâîëþöèÿ ñ
x1,...,xn,t∗ . Â ïî-àáñòðàêòíà ôîðìà

ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè ñà ðàçãëåæäàíè îò Áîæèíîâ â [34].

Äåôèíèöèÿ 6.1 Çà u, v ∈ C[0, a1] äåôèíèðàìå êîíâîëþöèîííîòî ïðîèçâåäåíèå u
x1∗

v ÷ðåç (6.7). Íåêà u, v ∈ Ck := C([0, a1]× ...× [0, ak]), k = 2, ..., n. Òîãàâà

(6.8) u(x1, ..., xk)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk) = −1

2
Φk,ξ

{∫ ξ

0

hk−1(x1, ..., xk, ζ)dζ

}
ñ

hk−1(x1, ..., xk, ζ) =

∫ ζ

xk

u(x1, ..., xk−1, ξ + xk − η)
x1,...,xk−1∗ v(x1, ..., xk−1, η)dη−

−
∫ ξ

−xk
u(x1, ..., xk−1, |ξ − xk − η|)

x1,...,xk−1∗ v(x1, ..., xk−1, |η|)sgnη(ξ − xk − η)dη.

Òàçè äåôèíèöèÿ å k-ìåðåí àíàëîã íà Äåôèíèöèÿ 5.1 íà êîíâîëþöèÿòà
x,y
∗ èçðàçåíà

ñ ðàâåíñòâà (5.8) èëè (5.9).

Äåôèíèöèÿ 6.2 Íåêà u, v ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)). Òîãàâà

(u
x1,...,xk,t∗ v)(x1, ..., xk, t) =(6.9)

= χτ

{∫ t

τ

u(x1, ..., xk, t+ τ − σ)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk, σ)dσ

}
,

k = 1, 2, ..., n.

Òàçè äåôèíèöèÿ å k-ìåðåí àíàëîã íà Äåôèíèöèÿ 4.1 íà êîíâîëþöèÿòà
x,t
∗ .

Ùå îïèøåì îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìíîãîìåðíèòå êîíâîëþöèè
(x1,...xk,t)∗ è

(x1,...xk)
∗ êî-

èòî ñà ñúùåñòâåíî âàæíè çà èçãðàæäàíå íà ìíîãîìåðíè îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ çà

îïåðàòîðèòå
∂

∂t
è
∂2

∂x2
k

, k = 1, ..., n.
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Ëåìà 6.1 Íåêà pk−1(x1, ..., xk−1), qk−1(x1, ..., xk−1) ∈ C([0, a1]×...×[0, ak−1]) è uk(xk), vk(xk) ∈
C[0, ak] çà k = 2, ..., n. Òîãàâà

{pk−1(x1, ..., xk−1)uk(xk)}
x1,...,xk∗ {qk−1(x1, ..., xk−1)vk(xk)} =(6.10)

=
(
{pk−1(x1, ..., xk−1)}

x1,...,xk−1∗ {qk−1(x1, ..., xk−1)}
)(
{uk(xk)}

xk∗ {vk(xk)}
)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò (6.8), ïîëó÷àâàìå

{pk−1(x1, ..., xk−1)uk(xk)}
x1,...,xk∗ {qk−1(x1, ..., xk−1)vk(xk)} =

= (pk−1

x1,...,xk−1∗ qk−1)(x1, ..., xk−1)

(
−1

2

)
Φ̃k,ξ

{∫ ξ

xk

uk(ξ + xk − η)vk(η)dη−

−
∫ ξ

−xk
uk(|ξ − xk − η|)vk(|η|) sgn(η(ξ − xk − η))dη

}
=

= (pk−1

x1,...,xk−1∗ qk−1)(x1, ..., xk−1)(uk
xk∗ vk)(xk).

�

Ëåìà 6.2 Íåêà pk(x1, ..., xk), qk(x1, ..., xk) ∈ C([0, a1]×...×[0, ak]) è ϕ(t), ψ(t) ∈ C[0,∞)
çà k = 1, 2, ..., n. Òîãàâà

{pk(x1, ..., xk)ϕ(t)}
x1,...,xk,t∗ {qk(x1, ..., xk)ψ(t)} =(6.11)

= (pk
x1,...,xk∗ qk)(x1, ..., xk)(ϕ

t∗ ψ)(t).

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 6.1. Îò
(6.9) ïîëó÷àâàìå

{pk(x1, ..., xk)ϕ(t)}
x1,...,xk,t∗ {qk(x1, ..., xk)ψ(t)} =

= χτ

{∫ t

τ

{pk(x1, ..., xk)ϕ(t+ τ − σ)}
x1,...,xk∗ {qk(x1, ..., xk)ψ(σ)}dσ

}
=

= {pk(x1, ..., xk)}
x1,...,xk∗ {qk(x1, ..., xk)}χτ

{∫ t

τ

ϕ(t+ τ − σ)ψ(σ)dσ

}
=

= (pk
x1,...,xk∗ qk)(x1, ..., xk)(ϕ

t∗ ψ)(t).

�

Òåîðåìà 6.1 Íåêà f1(x1), g1(x1) ∈ C[0, a1], ..., fk(xk), gk(xk) ∈ C[0, ak] è ϕ(t), ψ(t) ∈
C[0,∞). Òîãàâà

(6.12) (f1...fk)
x1,...,xk∗ (g1...gk) = (f1

x1∗ g1)...(fk
xk∗ gk)

è

(6.13) (f1...fkϕ)
x1,...,xk,t∗ (g1...gkψ) = (f1

x1∗ g1)...(fk
xk∗ gk)(ϕ

t∗ ψ).
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Äîêàçàòåëñòâî.Ùå èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ ñïðÿìî áðîÿ k íà ôóíêöèèòå. Íåêà k = 1
(6.12) å òðèâèàëíî èçïúëíåíî. Îò Ëåìà 6.1, èìàìå

(f1...fk)
x1,...,xk∗ (g1...gk) = ((f1...fk−1)fk)

x1,...,xk∗ ((g1...gk−1)gk) =

=
(

(f1...fk−1)
x1,...,xk−1∗ (g1...gk−1)

)
(fk

xk∗ gk).

Íî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷àâàìå

(f1...fk−1)
x1,...,xk−1∗ (g1...gk−1) = (f1

x1∗ g1)...(fk−1

xk−1∗ gk−1)

è ñëåäîâàòåëíî
(f1...fk)

x1,...,xk∗ (g1...gk) = (f1
x1∗ g1)...(fk

xk∗ gk).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà (6.13) ñëåäâà âåäíàãà îò äîêàçàíîòî ðàâåíñòâî (6.12) è Ëåìà 6.2.
�

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà

Ëåìà 6.3 Oïåðàöèèòå
(x1,...,xk)
∗ è

(x1,...,xk,t)∗ çà k = 1, ..., n ñà áèëèíåéíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëèòå χ è Φj, j = 1, ..., n äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.
�

Ëåìà 6.4 Íåêà f1(x1) ∈ C[0, a1],..., fk(xk) ∈ C[0, ak], ϕ ∈ C[0,∞), v ∈ C([0, a1]× ...×
[0, ak]), è w ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)). Òîãàâà

(6.14) f1
x1∗ (f2

x2∗ ...(fk
xk∗ v)...) = (f1f2...fk)

x1,...,xk∗ v

è

(6.15) f1
x1∗ (f2

x2∗ ...(fk
xk∗ (ϕ

t∗ w))...) = (f1f2...fkϕ)
x1,...,xk,t∗ w.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì ñàìî (6.14). Äîêàçàòåëñòâîòî íà (6.15) å àíàëîãè÷íî.
Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî ôóíêöèÿòà v = v(x1, ..., xk) å îò âèäà v =

v(x1, ..., xk) = g1(x1)...gk(xk) çà gj(x) ∈ C[0, aj], j = 1, ..., k. Òîãàâà îçíà÷àâàéêè äÿñíà-
òà ñòðàíà íà (6.14) ñ A íàìèðàìå

A = f1(x1)
x1∗ (f2(x2)

x2∗ ...(fk(xk)
xk∗ v(x1, x2, ..., xk))...) =

= f1(x1)
x1∗ (f2(x2)

x2∗ ...(fk(xk)
xk∗ g1(x1)g2(x2)...gk(xk))...) =

= f1(x1)
x1∗ (f2(x2)

x2∗ ...(fk(xk)
xk∗ gk(xk))g1(x1)...gk−1(xk−1))...) =

= (f1(x1)
x1∗ g1(x1))...(fk(xk)

xk∗ gk(xk)).

Îò Òåîðåìà 6.1 ïîëó÷àâàìå

A = (f1(x1)f2(x2)...fk(xk))
x1,...,xk∗ (g1(x1)g2(x2)...gk(xk)) =

= (f1(x1)f2(x2)...fk(xk))
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk).
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Íî ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ v(x1, ..., xk) ∈
C([0, a1]× ...× [0, ak]) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå
x1, ..., xk, ò. å. ÷ðåç ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå xn1

1 ...x
nk
k çà k = 1, 2, ..., n è

nk = 0, 1, 2, .... Ïîíåæå ôóíêöèÿòà xn1
1 ...x

nk
k å îò âèäà g1(x1)...gk(xk) òî îò äîêàçàíîòî

ïî-ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x1,...,xk)
∗ ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.

�

Ñ Lxk îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà äè-

ôåðåíöèðàíåòî
∂2

∂x2
k

îïðåäåëåí ñ óñëîâèÿòà (Lxku)(0) = 0 è Φk,xk{Lxku(xk)} = 0 çà

k = 1, ..., n. (âæ. Òåîðåìà 3.1 îò Ãëàâà 3)

Lxku(xk) =

∫ xk

0

(xk − ξ)u(ξ)dξ − xkΦk,ξ

{∫ ξ

0

(ξ − η)u(η)dη

}
.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å Lxk ñå èçðàçÿâà ÷ðåç êîíâîëþöèÿòà (6.7) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Lxk = {xk}
xk∗ .

Íÿêîé îò ñâîéñòâàòà íà òîçè îïåðàòîð ðàçãëåäàõìå â Ãëàâà 3.

Ñ lt îçíà÷àâàìå äåñíèÿ îáðàòåí îïåðàòîð íà îïåðàòîðà
∂

∂t
, îïðåäåëåí ñ ôóíêöèî-

íàëà χ (âæ. (2.6))

ltu(t) =

∫ t

0

u(τ)dτ − χτ
{∫ τ

0

u(σ)dσ

}
.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å lt ñå èçðàçÿâà ÷ðåç êîíâîëþöèÿòà (6.6) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lt = {1} t∗ .

Íÿêîé îò ñâîéñòâàòà íà òîçè îïåðàòîð ðàçãëåäàõìå â Ãëàâà 2.

Òåîðåìà 6.2 Íåêà u, v ∈ Ck = C([0, a1]× ...× [0, ak]), k = 1, ..., n. Òîãàâà îïåðàöèÿòà

u(x1, ..., xk)
x1,...,xk∗ v(x1, ..., xk),

äåôèíèðàíà ñ (6.8) å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â Ck =
C([0, a1]× ...× [0, ak]), çà êîÿòî

(6.16) Lx1 ...Lxku(x1, ..., xk) = {x1...xk}
x1,...,xk∗ u(x1, ..., xk).

Äîêàçàòåëñòâî.

Ïúðâî ùå äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà u
x1,...,xk∗ v = v

x1,...,xk∗ u è àñîöèàòèâíîñòòà
(u

x1,...,xk∗ v)
x1,...,xk∗ w = u

x1,...,xk∗ (v
x1,...,xk∗ w) íà

x1,...,xk∗ çà ôóíêöèè îò âèäà u(x1, ..., xk) =
u1(x)...un(xk), v(x1, ..., xk) = v1(x)...vk(xk), w(x1, ..., xk) = w1(x)...wk(xk), à ïîñëå ùå
èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]).
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Äà äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà íà
(x1,...,xk)
∗ . Îò Òåîðåìà 6.1 è êîìóòàòèâíîñòòà íà

xj∗
çà j = 1, ..., k èìàìå

u
(x1,...,xk)
∗ v = {u1...uk}

(x1,...,xk)
∗ {v1...vk} = (u1

x1∗ v1)...(uk
xk∗ vk) = (v1

x1∗ u1)...(vk
xk∗ uk) =

= {v1...vn}
(x1,...,xk)
∗ {u1...uk} = v

(x1,...,xk)
∗ u.

Äà äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x1,...,xk)
∗ . Îò Òåîðåìà 6.1 è àñîöèàòèâíîñòòà íà

xj∗
çà j = 1, ..., k èìàìå(

u
(x1,...,xk)
∗ v

)
(x1,...,xk)
∗ w =

(
{u1...uk}

(x1,...,xk)
∗ {v1...vk}

)
(x1,...,xk)
∗ {w1...wk} =

=
{

(u1
x1∗ v1)...(uk

xk∗ vk)
}

(x1,...,xk)
∗ {w1...wk} =

=
(

(u1
x1∗ v1)

x1∗ w1

)
...
(

(uk
xk∗ vk)

xk∗ wk
)

=
(
u1

x1∗ (v1
x1∗ w1)

)
...
(
uk

xk∗ (vk
xk∗ wk)

)
=

= {u1...uk}
(x1,...,xk)
∗

{
(v1

x1∗ w1)...(vk
xk∗ wk)

}
=

= {u1...uk}
(x1,...,xk)
∗

(
{v1...vk}

(x1,...,xk)
∗ {w1...wk}

)
= u

(x1,...,xk)
∗

(
v

(x1,...,xk)
∗ w

)
.

Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ u(x1, ..., xk) ∈
C([0, a1]× ...× [0, ak]) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå
x1, ..., xn, ò. å. ÷ðåç ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå xp11 , ..., x

pk
k çà p1, ..., pk =

0, 1, 2, .... Ïîíåæå ôóíêöèÿòà xp11 ...x
pk
n å îò âèäà u1(x1)...uk(xk) òî îò äîêàçàíîòî ïî-

ãîðå è áèëèíåéíîñòòà íà
(x1,...,xk)
∗ ñëåäâà êîìóòàòèâíîñòòà è àñîöèàòèâíîñòòà íà

(x1,...,xk)
∗

â C([0, a1]× ...× [0, ak]).

Ùå äîêàæåì (6.16). Íåêà u ∈ C([0, a1]× ...× [0, ak]). Îò Lxj = {xj}
xj∗ çà j = 1, ..., k

è Ëåìà 6.4 ðàâåíñòâî (6.14) ïîëó÷àâàìå:

Lx1 ...Lxku = Lx1 ...Lxk−1
(Lxku) = Lx1 ...Lxk−1

(
{xk}

xk∗ u
)

=

= {x1}
x1∗
(
...{xk−1}

xn−1∗
(
{xk}

xk∗ u
)
...
)

= {x1...xk}
(x1,...,xk)
∗ u.

�

Òåîðåìà 6.3 Íåêà u, v ∈ C([0, a1]×...×[0, ak]×[0,∞)), k = 1, ..., n. Òîãàâà îïåðàöèÿòà

u(x1, ..., xk, t)
x1,...,xk,t∗ v(x1, ..., xk, t),

äåôèíèðàíà ñ (6.9) å áèëèíåéíà, êîìóòàòèâíà è àñîöèàòèâíà îïåðàöèÿ â C([0, a1]×
...× [0, ak]× [0,∞)), çà êîÿòî

(6.17) ltLx1 ...Lxku(x1, ..., xk, t) = {x1...xk}
x1,...,xk,t∗ u(x1, ..., xk, t).
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6.2 Ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè

Áåëåæêà. Òóê ôóíêöèÿòà {x1...xk} å ðàçãëåæäàíà êàòî ôóíêöèÿ îò C([0, a1]× ...×
[0, ak]× [0,∞)).
Äîêàçàòåëñòâî.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ìîæå äà ñòàíå ïî íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà
äîêàçàòåëñòâîòî íà ïðåäíàòà Òåîðåìà 6.2. Íî çà ðàçíîîáðàçèå ùå ïðèâåäåì ìàëêî
ïî-ðàçëè÷íî äîêàçàòåëñòâî.

Ïúðâî ùå äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà u
x1,...,xk,t∗ v = v

x1,...,xk,t∗ u è àñîöèàòèâíîñòòà

(u
x1,...,xk,t∗ v)

x1,...,xk,t∗ w = u
x1,...,xk,t∗ (v

x1,...,xk,t∗ w) íà
x1,...,xk,t∗ çà ôóíêöèè îò âèäà u =

U(x1, ..., xk)α(t), v = V (x1, ..., xk)β(t) and w = W (x1, ..., xk)γ(t), à ïîñëå ùå èçïîëçâàìå
òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) çà äà äîêàæåì òåîðåìàòà çà ïðîèçâîëíè
ôóíêöèè îò C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)).

Ùå äîêàæåì êîìóòàòèâíîñòòà íà
(x1,...,xk,t)∗ . Îò Òåîðåìà 6.1 è êîìóòàòèâíîñòòà íà

xj∗ çà j = 1, ..., k èìàìå

u
(x1,...,xk,t)∗ v = {U(x1, ..., xk)α(t)}

(x1,...,xk,t)∗ {V (x1, ..., xk)β(t)} =

=

(
{U(x1, ..., xk)}

(x1,...,xk)
∗ {V (x1, ..., xk)}

)(
{α(t)}

(t)
∗ {β(t)}

)
=

=

(
{V (x1, ..., xk)}

(x1,...,xk)
∗ {U(x1, ..., xk)}

)(
{β(t)}

(t)
∗ {α(t)}

)
=

=

(
{V (x1, ..., xk)β(t)}

(x1,...,xk,t)∗ {U(x1, ..., xk)α(t)}
)

= v
(x1,...,xk,t)∗ u.

Ùå äîêàæåì àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x1,...,xk,t)∗ . Îò Ëåìà 6.2 ïîëó÷àâàìå

(u
x1,...,xk,t∗ v)

x1,...,xk,t∗ w =
((
U

x1,...,xk∗ V
)
x1,...,xk∗ W

)
((α

t∗ β)
t∗ γ)

è
u
x1,...,xk,t∗ (v

x1,...,xk,t∗ w) =
(
U

x1,...,xk∗
(
V

x1,...,xk∗ W
))

(α
t∗ (β

t∗ γ))

Îò àñîöèàòèâíîñòòà íà
x1,...,xk∗ è

t∗ ñëåäâà àñîöèàòèâíîñòòà íà
x1,...,xk,t∗ çà ôóíêöèè îò

âèäà u = U(x1, ..., xk)α(t), v = V (x1, ..., xk)β(t) and w = W (x1, ..., xk)γ(t). Èçïîëçâàéêè
òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) çà àïðîêñèìèðàíå íà ôóíêöèè ñëåäâà

êîìóòàòèâíîñòòà è àñîöèàòèâíîñòòà íà
(x1,...,xk)
∗ çà ôóíêöèè îò C([0, a1]× ...× [0, ak]×

[0,∞))

Ùå äîêàæåì (6.17). Íåêà u ∈ C([0, a1] × ... × [0, ak] × [0,∞)). Îò lt = {1} t∗ è
Lxj = {xj}

xj∗ çà j = 1, ..., k è Ëåìà 6.4 ðàâåíñòâî (6.15) ïîëó÷àâàìå:

ltLx1 ...Lxku = Lx1 ...Lxk−1
(Lxku) = ltLx1 ...Lxk−1

(
{xk}

xk∗ u
)

=

= {1} t∗
(
{x1}

x1∗
(
...{xk−1}

xn−1∗
(
{xk}

xk∗ u
)
...
))

= {x1...xk}
(x1,...,xk,t)∗ u.

�
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6 ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß

Áåëåæêà.Èçáèðàéêè ïðîèçâîëíè k îò ïðîìåíëèâèòå x1, x2, ..., xn, ò.å. xi1 , xi2 , ..., xik

çà 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n, ìîæå äà äåôèíèðàìå êîíâîëþöèèòå
xi1 ,...,xik∗ è

xi1 ,...,xik ,t∗
ñúîòâåòíî â C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]) è C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]× [0,∞)) ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïî

êîéòî äåôèíèðàõìå êîíâîëþöèèòå
x1,...,xk∗ è

x1,...,xk,t∗ ñúîòâåòíî â C([0, a1]× ...× [0, ak])
è C([0, a1]× ...× [0, ak]× [0,∞)).

Ìîæå äà ñå äîêàæå è:

Òåîðåìà 6.4 Íåêà

U1(xi1 , xi2 , ..., xik), V1(xi1 , xi2 , ..., xik) ∈ C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]),

U2(xik+1
, ..., xik+m), V2(xik+1

, ..., xik+m) ∈ C([0, aik+1
]× ...× [0, aik+m ]),

êúäåòî k +m ≤ n. Òîãàâà

{
U1(xi1 , ..., xik)U2(xik+1

, ..., xik+m)
} (xi1 ,...,xik+m )

∗
{
V1(xi1 , ..., xik)V2(xik+1

, ..., xik+m)
}

=

=

(
{U1(xi1 , ..., xik)}

(xi1 ,...,xik )

∗ {V1(xi1 , ..., xik)}
)
×

×
({

U2(xik+1
, ..., xik+m)

} (xik+1
,...,xik+m )

∗
{
V2(xik+1

, ..., xik+m)
})

.

Òàçè òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å àëãåáðàòà (C(D),
(x1,...,xn)
∗ ) å ãðàäóèðàíà.

6.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a1]× ...× [0, an]× [0,∞)),
(x1,...,xn,t)∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â Ïàðàãðàôè 2.3 è 3.2 �Äèðåêòåí àëãåáðè÷åí ïîäõîä�
ñúîòâåòíî íà Ãëàâè 2 è 3 ùå ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî C = C([0, a1]× ...× [0, an]×
[0,∞)) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â [0, a1] × ... × [0, an] × [0,∞) ñ äâåòå îïåðàöèè:
ñúáèðàíå ” + ” è óìíîæåíèå êàòî âìåñòî �ñòàíäàðòíîòî�, �ïîòî÷êîâî� óìíîæåíèå íà
ôóíêöèè, îçíà÷àâàíî ñ ”.” è u(x1, ..., xn, t)v(x1, ..., xn, t), ùå ðàçãëåæäàìå ìíîãîìåð-

íàòà êîíâîëþöèÿ
(x1,...,xn,t)∗ , çàäàäåíà ñ (4.7). Ïðîñòðàíñòâîòî C ñ îïåðàöèèòå ” + ” è

(x1,...,xn,t)∗ å ïðúñòåí, à ñúùî è àëãåáðà íàä R .

Ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêàòîðèòå íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x1,...,xn,t)∗

). Ïúðâî ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà ìóëòèïëèêàòîð íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà.

Äåôèíèöèÿ 6.3 Ëèíååí îïåðàòîð M : C → C ñå íàðè÷à ìóëòèïëèêàòîð íà êîí-

âîëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x1,...,xn,t)∗ ) àêî ðàâåíñòâîòî

(6.18) M(u
(x1,...,xn,t)∗ v) = (Mu)

(x1,...,xn,t)∗ v

å èçïúëíåíî çà âñè÷êè u, v ∈ C.
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6.3 Ìóëòèïëèêàòîðè íà (C([0, a1]× ...× [0, an]× [0,∞)),
(x1,...,xn,t)∗ )

Ïðîñò ïðèìåð íà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,
(x1,...,xn,t)∗ ñà êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè

u
(x1,...,xn,t)∗ , êúäåòî u ∈ C. Äðóã òðèâèàëåí ïðèìåð íà ìóëòèïëèêàòîðè íà (C,

(x1,...,xn,t)∗ )
ñà ÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè.

Äåôèíèöèÿ 6.4 Íåêà u ∈ C è λ ∈ R (èëè C). Îïåðàòîðúò [λ] : C → C, [λ]u = {λu}
ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð íà àëãåáðàòà (C,

(x1,...,xn,t)∗ ).

Çà ÷èñëîâèòå ìóëòèïëèêàòîðè å èçïúëíåíî [λ][µ] = [λµ]. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
äàâà îñíîâàíèå çà íàèìåíîâàíèåòî ÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð. ×èñëîâèòå ìóëòèïëèêà-
òîðè îáðàçóâàò ïðúñòåí, èçîìîðôåí íà R (èëè C).

Íå òîëêîâà òðèâèàëíè ïðèìåðè íà ìóëòèïëèêàòîðè ñà ñëåäâàùèòå îïåðàòîðè:

i) Àêî f = f(xj) ∈ C[0, aj], j = 1, ..., n, òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð f
xj∗

â (C[0, aj],
xj∗) ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C(D)

òàêà, ÷å (
f
xj∗
)
{u(x1, ..., xn, t)} = {f(xj)}

xj∗ {u(x1, ..., xn, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâèòå x1, ..., xj−1, xj+1, ..., t ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòðè.Ùå èçïîëçâàìå

îçíà÷åíèåòî [f ]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t := {f}
xj∗ ;

ii) Àêî ϕ = ϕ(t) ∈ C[0,∞), òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð ϕ
t∗ â (C[0,∞),

t∗)
ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C(D) òàêà, ÷å(

ϕ
t∗
)
{u(x1, ..., xn, t)} = {ϕ(t)} t∗ {u(x1, ..., x2, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâèòå x1, ..., xn ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòðè. Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷å-

íèåòî [ϕ]x1,...,xn := {ϕ(t)} t∗;

iii) ÀêîG = G(xi1 ...xik) ∈ C([0, ai1 ]×...×[0, aik ]), òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð

G
(xi1 ...xik )

∗ â (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ],
(xi1 ...xik )

∗ ) ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî îïåðàòîð
â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C(D) òàêà, ÷å(

G
(xi1 ...xik )

∗
)
{u(x1, ..., xn, t)} = {G}

(xi1 ...xik )

∗ {u(x1, ..., x2, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâèòå xik+1
...xin , t ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòðè. Ùå èçïîëçâàìå îçíà-

÷åíèåòî [G]xik+1
...xin ,t

:= {G}
(xi1 ...xik )

∗ ;

iv) ÀêîG = G(xi1 ...xik) ∈ C([0, ai1 ]×...×[0, aik ]), òîãàâà êîíâîëþöèîííèÿò îïåðàòîð

F
xi1 ...xtk ,t∗ â (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]× [0,∞)),

(xi1 ...xik ,t)∗ ) ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî
îïåðàòîð â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî C(D) òàêà, ÷å(

F
(xi1 ...xik ,t)∗

)
{u(x1, ..., xn, t)} = {F}

(xi1 ...xik ,t)∗ {u(x1, ..., x2, t)}.

Òóê íà ïðîìåíëèâèòå xik+1
...xin ñå ãëåäà êàòî íà ïàðàìåòðè. Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷å-

íèåòî [F ]xik+1
...xin

:= {F}
(xi1 ...xik ,t)∗ ;
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6 ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÈ ÑÌßÒÀÍÈß

Â iii) è iv) 1 ≤ i1 < i1 < ... < ik ≤ n, k = 1, ..., n.

Ùå íàðè÷àìå òåçè îïåðàòîðè ÷àñòíè ÷èñëîâè îïåðàòîðè ñïðÿìî îòñúñòâàùèòå
ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 6.5 Êîíâîëþöèîííèòå îïåðàòîðè i) - iv) ñà ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâî-

ëþöèîííàòà àëãåáðà (C,
(x1,...,xn,t)∗ ).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîíåæå äîêàçàòåëñòâàòà çà âñè÷êè îïåðàòîðè i) - iv) ñà ñõîäíè,
ùå äîêàæåì ñàìî çà åäèí îò òÿõ. Íåêà íàïðèìåð äà äîêàæåì, ÷å îïåðàòîðúò ii) å
ìóëòèïëèêàòîð. Íåêà ϕ = ϕ(t) ∈ C[0,∞). Ùå äîêàæåì, ÷å [ϕ]t(v∗w) = {[ϕ]tv}∗w èëè

êîåòî å ñúùîòî ϕ
t∗ (v ∗w) = (ϕ

t∗ v) ∗w, çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè v, w ∈ C(D). Ïúðâî
ùå äîêàæåì òîâà ðàâåíñòâî çà ôóíêöèè îò âèäà v(x1, ..., xn, t) = v1(x1)...vn(xn)vn+1(t),
w(x1, ..., xn, t) = w1(x1)...wn(xn)wn+1(t). Êàòî èçïîëçâàìå Òåîðåìà 6.1 ïîëó÷àâàìå

ϕ
t∗ (v ∗ w) = ϕ

t∗ (v1...vn+1 ∗ w1...wn+1) =

= ϕ
t∗
(

(v1...vn
x1,...,xn∗ w1...wn)(vn+1

t∗ wn+1)
)

Ïîíåæå çà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà (C[0,∞),
t∗) ôóíêöèÿòà {v1...vn

x1...xn∗ w1...wn} å
÷èñëîâ ìóëòèïëèêàòîð íàìèðàìå

ϕ
t∗
(

(v1...vn
x1,...,xn∗ w1...wn)(vn+1

t∗ wn+1)
)

=

= (v1...vn
x1,...,xn∗ w1...wn)

(
(ϕ

t∗ vn+1)
t∗ wn+1

)
= (ϕ

t∗ v) ∗ w.

Ñëåäîâàòåëíî

ϕ
t∗ (v ∗ w) = (ϕ

t∗ v) ∗ w.

Íî ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ñòîóí - Âàéåðùðàñ (âæ. [17]) âñÿêà ôóíêöèÿ v(x1, ..., xn, t) ∈
C(D) ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ñ ïîëèíîìè íà ïðîìåíëèâèòå x1, ..., xk, ò. å.
÷ðåç ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå xn1

1 ...x
nk
k çà k = 1, 2, ..., n è nk = 0, 1, 2, ....

Ïîíåæå ôóíêöèÿòà xn1
1 ...x

nk
k å îò âèäà g1(x1)...gk(xk) òî îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå è áè-

ëèíåéíîñòòà íà
(x1,...,xn,t)∗ ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.

Äîêàçàòåëñòâîòî çà äðóãèòå îïåðàòîðè ñå ïðàâè àíàëîãè÷íî: Ïúðâî ñå äîêàçâà
çà ôóíêöèè îò âèäà g1(x1)...gk(xk) è ñëåä òîâà ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà Ñòîóí -
Âàéåðùðàñ.
�

6.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x1,...,xn,t)∗ )

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â Ãëàâè 2 è 3 ùå âúâåäåì ïðúñòåíà íà ìóëòèïëèêà-

òîðèòå íà (C,
(x1,...,xn,t)∗ ) è ïðúñòåíà íà ìóòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìóëòèïëèêàòîðè íà êîíâîëþöèîííàòà àëãåáðà

(C,
(x1,...,xn,t)∗ ) å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí (âæ. [72]). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ M. Îáèêíîâåíî,

â M èìà åëåìåíòè, êîèòî ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íî â M èìà è åëåìåíòè, êîèòî íå
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6.4 Ïðúñòåí íà ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè íà (C,
(x1,...,xn,t)∗ )

ñà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íàïðèìåð òàêèâà åëåìåíòè ñà: ìóëòèïëèêàòîðèòå {xj}
xj∗ è

{1} t∗ ò. å. îïåðàòîðèòå Lxj = [x]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t è lt = [1]x1,...,xn . Ïîðàäè Òåîðåìà 6.5
èìàìå [x]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t, [1]x1,...,xn ∈M.

Îçíà÷àâàìå ñ N ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåíóëåâè íåäåëèòåëè íà íóëàòà â M.
Ìíîæåñòâîòî N å ìóëòèïëèêàòèâíî ïîäìíîæåñòâî íà M, ò. å. îò p, q ∈ N ñëåäâà, ÷å
pq ∈ N.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí íà íà÷èíà ïî êîéòî îò ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ñå ïîëó÷àâà
ïðúñòåíúò íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, òàêà è îò ïðúñòåíà M ùå ïîëó÷èì ïðúñòåíà íà
ìóëòèïëèêàòîðíèòå ÷àñòíè. Íî â �çíàìåíàòåë� ìîæå äà ñòîè ñàìî íåíóëåâ íåäåëèòåë
íà íóëàòà.

Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåæäàìå ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè îò âèäà
M

N
, êúäåòî M ∈ M

è N ∈ N. Òå ñå âúâåæäàò ïî ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà îò îáùàòà àëãåáðà, íàðå÷åíà
"ëîêàëèçàöèÿ"(âæ. Ëåíã [71], ñòð. 53).

Â ìíîæåñòâîòî M×N âúâåæäàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò �∼� òàêàâà, ÷å

(M,N) ∼ (M1, N1)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
MN1 = NM1.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äðîáè îçíà÷àâàìå ñM = N−1M.M å êîìóòàòèâåí ïðúñ-
òåí.

Òåîðåìà 6.6 Â ïðúñòåíàM ñå ñúäúðæàò ïîäïðúñòåíè, èçîìîðôíè íà:
i) Îñíîâíîòî ïîëå (R èëè C);

Êîíâîëþöèîííèòå ïðúñòåíè:

ii) (C[0,∞),
t∗);

iii) (C[0, aj],
xj∗), j = 1, ..., n;

iv) (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]),
xi1 ,...,xik∗ ), i1 < i2 < ... < ik, k = 1, ..., n;

v) (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]× [0,∞)),
xi1 ,...,xik ,t∗ ), i1 < i2 < ... < ik, k = 1, ..., n;

vi) (C,
(x1,...,xn,t)∗ ).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðîâåðèì, ÷å ñëåäâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ñà âëàãàíèÿ:

i) R èëè C ↪→M : α 7→ (Lxα)
x∗

Lx
= [α], α ∈ R èëè α ∈ C ;

ii) (C[0,∞),
t∗) ↪→M : ϕ 7→ (ltϕ)

t∗
lt

= [ϕ]x1,...,xn ;

iii) (C[0, aj],
xj∗) ↪→M : f 7→

(Lxjf)
xj∗

Lxj
= [f ]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t;

iv) (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]),
xi1 ,...,xik∗ ) ↪→M :

G 7→
(Lxi1 ...LxikG)

xi1 ,...,xik∗
Lxi1 ...Lxik

= [G]xik+1
,...,xin ,t

;
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v) (C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]× [0,∞)),
xi1 ,...,xik ,t∗ ) ↪→M :

F 7→
(ltLxi1 ...LxikF )

xi1 ,...,xik ,t∗
ltLxi1 ...Lxik

= [F ]xik+1
,...,xin

;

vi) (C,
(x1,...,xn,t)∗ ) ↪→M : u 7→ u

(x1,...,xn,t)∗
I

.

Äà ðàçãëåäàìå v). Ùå äîêàæåì, ÷å èçîáðàæåíèåòî â v) å âëàãàíå íà ïðúñòåíè.
Íåêà F1, F2 ∈ C([0, ai1 ]× ...× [0, aik ]× [0,∞)). Èìàìå

F1 + F2 7→
(ltLxi1 ...Lxik (F1 + F2))

xi1 ,...,xik ,t∗
ltLxi1 ...Lxik

= [F1 + F2]xik+1
,...,xin

.

Îò äðóãà ñòðàíà

(ltLxi1 ...Lxik (F1 + F2))
xi1 ,...,xik ,t∗

ltLxi1 ...Lxik
=

(ltLxi1 ...LxikF1 + ltLxi1 ...LxikF2)
xi1 ,...,xik ,t∗

ltLxi1 ...Lxik
.

Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà
x∗ ïîëó÷àâàìå.

(ltLxi1 ...LxikF1 + ltLxi1 ...LxikF2)
xi1 ,...,xik ,t∗

ltLxi1 ...Lxik
=

=
(ltLxi1 ...LxikF1)

xi1 ,...,xik ,t∗
ltLxi1 ...Lxik

+
(ltLxi1 ...LxikF2)

xi1 ,...,xik ,t∗
ltLxi1 ...Lxik

=

= [F1]xik+1
,...,xin

+ [F2]xik+1
,...,xin

.

Ùå äîêàæåì, ÷å îáðàçúò íà ïðîèçâåäåíèå íà äâà åëåìåíòà e ïðîèçâåäåíèå íà
îáðàçèòå èì, ò.å. ùå äîêàæåì

[F1

xi1 ,...,xik ,t∗ F2]xik+1
,...,xin

= [F1]xik+1
,...,xin

[F2]xik+1
,...,xin

.

Èìàìå

(F1

xi1 ,...,xik ,t∗ F2) 7→
(ltLxi1 ...Lxik (F1

xi1 ,...,xik ,t∗ F2))
xi1 ,...,xik ,t∗

ltLxi1 ...Lxik
= [F1

xi1 ,...,xik ,t∗ F2]xik+1
,...,xin

.

Oò äðóãà ñòðàíà

(ltLxi1 ...Lxik (F1

xi1 ,...,xik ,t∗ F2))
xi1 ,...,xik ,t∗

ltLxi1 ...Lxik
=

=

(
(ltLxi1 ...LxikF1)

xi1 ,...,xik ,t∗
)

ltLxi1 ...Lxik

(
(ltLxi1 ...LxikF2)

xi1 ,...,xik ,t∗
)

ltLxi1 ...Lxik
=
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= [F1]xik+1
,...,xin

[F2]xik+1
,...,xin

.

Òîâà, ÷å îñòàíàëèòå èçîáðàæåíèÿ ñúùî ñà âëàãàíèÿ, ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.
�

Îò ñåãà íàòàòúê ùå ñìÿòàìå, ÷å âñè÷êè òåçè ïðúñòåíè ñà ïîäïðúñòåíè íàM.

Çàðàäè òîâà ìîæå äà ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ðàçëè÷íè îáåêòè: ÷èñëà, ôóíêöèè ñ ðàç-
ëè÷åí áðîé ïðîìåíëèâè, ìóëòèïëèêàòîðè è ìóëòèïëèêàòîðíè äðîáè, êàòî åëåìåíòè
íà åäíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìàM.

6.5 Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4)

Âàæíè çà ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñ îãëåä íà àëãåáðèçàöèÿòà íà ãðàíè÷íèòå
çàäà÷è îò ðàçãëåæäàíèÿ êëàñ ñà àëãåáðè÷íèòå îáðàòíè íà lt, Lxj , j = 1, 2, ..., n âM
(êàêòî ñïîìåíàõìå â ïî-ãîðå òå íå ñà äåëèòåëè íà íóëàòà âM). Îçíà÷àâàìå ãè ñ

st =
1

lt
, Sxj =

1

Lxj
, j = 1, 2, ..., n.

Îïåðàòîðèòå st è Sxj ñà àëãåáðè÷åñêè àíàëîçè íà îïåðàòîðèòå
∂

∂t
,
∂2

∂x2
j

. Âðúçêàòà

ìåæäó st, Sxj è
∂

∂t
,
∂2

∂x2
j

ñúîòâåòíî ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.7 Íåêà u ∈ C(D) ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ut è
uxjxj â D. Òîãàâà

∂2u

∂x2
j

= Sxju+ Sxj{(xjΦj{1} − 1)u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t)} −(6.19)

−[Φj,ξ{u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)}]xj ,

∂u

∂t
= stu− [χτ{u(x1, ..., xn, τ)}]t.(6.20)

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâî (6.19) å äîêàçàí â Ãëàâà 3 Òåîðåìà 6.20, à ðàâåíñòâî
(4.15) å äîêàçàíî â Ãëàâa 2 - Òåîðåìà 2.3.
�

Òåîðåìà 6.8 Íåêà u ∈ C è
∂n

∂tn
u(x1, ..., xn, t) ∈ C(D) çà n = 1, 2, ...,

∂2m

∂x2m
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t) ∈ C(D) çà m = 1, 2, ...,. Òîãàâà

∂2m

∂x2m
j

u = Smxju+

+
m∑
k=1

Skxj

{
(xjΦj{1} − 1)

∂2(m−k)

∂x
2(m−k)
j

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t)

}
−(6.21)

−Sk−1
xj

Φj,ξ

{
∂2(m−k)

∂ξ2(m−k)
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)

}
,
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(6.22)
∂r

∂tr
u = srtu−

r∑
k=1

sr−kt χτ

{
∂k−1

∂τ k−1
u(x1, ..., xn, τ)

}
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàâåíñòâî (6.21) å äîêàçàíî â Ãëàâà 3, Òåîðåìà 3.4, à ðàâåíñòâî
(6.22) å äîêàçàíî â Ãëàâà 2, Ñëåäñòâèå 2.1.
�

Âðúçêèòå (6.21) è (2.14) íè ïîçâîëÿâàò äà àëãåáðèçèðàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1)
- (6.4):

(6.1) P

(
∂

∂t

)
u−

n∑
j=1

Qj

(
∂2

∂x2
j

)
u = F (x1, ..., xn, t),

(6.2) χτ

{
∂k

∂τ k
u(x1, ..., xn, τ)

}
= fk(x1, ..., xn), k = 0, 1, ..., degP − 1,

(6.3)
∂2pj

∂x
2pj
j

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

(6.4) Φj,ξ

{
∂2pj

∂ξ2pj
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)

}
= hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

pj = 0, 1, ..., degQj − 1, j = 1, 2, ..., n.

Çà òàçè öåë êàòî èçïîëçâàìå (6.21) è (2.14) è îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (6.2) - (6.4)
ïîëó÷àâàìå

∂2m

∂x2m
j

u = Smxju+
m∑
k=1

Skxj {(xjΦj{1} − 1)gj,m−k(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t)} −(6.23)

−Sk−1
xj

hj,m−k(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

∂r

∂tr
u = srtu−

r∑
k=1

sn−kt fk−1(x1, ..., xn).(6.24)

Àíàëîãè÷íî íà ðàçãëåæäàíèÿòà â Ãëàâà 4.5 �Àëãåáðè÷åí åêâèâàëåíò íà ãðàíè÷íà-
òà çàäà÷à (4.1) - (4.3)� è òóê çàïèñâàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (6.1) âúâ âèäà:

P

(
∂

∂t

)
u−

n∑
j=1

Qj

(
∂2

∂x2
j

)
u =

bru+
r∑

k=1

br−k
∂k

∂tk
u−

n∑
j=1

(
cj,mju+

mj∑
k=1

cj,mj−k
∂2k

∂x2k
u

)
= F (x1, ..., xn, t),

êúäåòî

P (λ) =
r∑

k=0

br−kλ
k = b0λ

r + b1λ
r−1 + ...br−1λ+ br, b0, ..., br ∈ R,

Qj(µ) =

mj∑
p=0

cj,mj−pµ
p = cj,0µ

mj + cj,1µ
mj−1 + ...cj,mj−1µ+ cj,mj ,
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cj,0, ..., cj,mj ∈ R çà mj = degQj è j = 1, ..., n.
Êàòî èçïîëçâàìå (6.23), (6.24) ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ñå ðåäóöèðà äî åäíî

àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå âM:

(6.25)

bru+
r∑

k=1

br−k

(
skt u−

k∑
p=1

sk−pt fp−1

)
−

−
n∑
j=1

(
cj,mju+

mj∑
k=1

cj,mj−k

(
Skxju+

k∑
p=1

Spxj {(xjΦj{1} − 1)gj,k−p} − Sp−1
xj

hj,k−p

))
= F.

Òóê

F = F (x1, ..., xn, t), fk = fp(x1, ..., xn), k = 0, 1, ..., degP − 1,

gj,pj = gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t), hj,pj = hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

çà pj = 0, 1, ..., degQj − 1, j = 1, ..., n ñà äàäåíè ôóíêöèè. Íà òÿõ ìîæå äà ñå ãëåäà
êàòî íà èçâåñòíè åëåìåíòè îò ïðúñòåíàM. Íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u ãëåäàìå êàòî
íà íåèçâåñòåí åëåìåíò îò ïðúñòåíà M. Çàòîâà çàïèñâàìå àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(6.25) îò ïðúñòåíàM âúâ âèäà:

P (st)u−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
u = F +

r∑
k=1

br−k

k∑
p=1

sk−pt fp−1 +(6.26)

+
n∑
j=1

mj∑
k=1

cj,mj−k

k∑
p=1

(
Spxj {(xjΦj{1} − 1)gj,k−p} − Sp−1

xj
hj,k−p

)
.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â óâîäà ùå ñå ñòðåìèì äà ðåøèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(6.26) âM, à ñëåä òîâà äà èçòúëêóâàìå ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå êàòî ôóíêöèÿ.

Íî ïúðâî ùå ïðåäñòàâèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (6.26) îò M êàòî èíòåãðàëíî
óðàâíåíèå çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u. Çà òàçè öåë óìíîæàâàìå (6.26) ñ Lm1

x1
...Lmnxn l

r
t ,

êúäåòî r = degP , m1 = degQ1, ..., mn = degQn. Ïîëó÷àâàìå:

Lm1
x1
...Lmnxn P (lrt st)u−

n∑
j=1

Lm1
x1
...Lmj−1

xj−1
Lmj+1
xj+1

...Lmnxn l
r
tQj

(
Lmjxj Sxj

)
u =

= Lm1
x1
...Lmnxn l

r
tF + Lm1

x1
...Lmnxn

r∑
k=1

br−k

k∑
p=1

lrt s
k−p
t fp−1 +

+
n∑
j=1

Lm1
x1
...Lmj−1

xj−1
Lmj+1
xj+1

...Lmnxn

mj∑
k=1

cj,mj−k

k∑
p=1

(
Lmjxj S

p
xj
{(xjΦj{1} − 1)gj,k−p} − Lmjxj S

p−1
xj

hj,k−p

)
.

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å LxjSxj = 1, ltst = 1, Lxj = [xj]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t, L
k
xj

= Lk−1
xj
{xj} è
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lt = [1]x1,...,xn , l
k
t = lk−1

t {1} íàìèðàìå

(6.27)

Lm1
x1
...Lmnxn P̃ (lt)u−

n∑
j=1

Lm1
x1
...Lmj−1

xj−1
Lmj+1
xj+1

...Lmnxn l
r
t Q̃j

(
Lxj
)
u =

= Lm1
x1
...Lmnxn l

r
tF + Lm1

x1
...Lmnxn

r∑
k=1

br−k

k∑
p=1

lr−k+p−1
t {1}fp−1 +

+
n∑
j=1

Lm1
x1
...Lmj−1

xj−1
Lmj+1
xj+1

...Lmnxn l
r
t

mj∑
k=1

cj,mj−k

k∑
p=1

({
(Lmj−pxj

{xj}Φj{1} − Lmj−p−1
xj

{xj})gj,k−p
}
−

−Lmj−pxj
{xj}hj,k−p

)
,

êúäåòî ïîëèíîìèòå P̃ è Q̃j ñå îïðåäåëÿò ñ ðàâåíñòâàòà:

P̃ (µ) = µrP

(
1

µ

)
, Q̃j(λ) = λmjQj

(
1

λ

)
è r = degP , mj = degQj, j = 1, ..., n.

Äåôèíèöèÿ 6.5 Ôóíêöèÿ u ∈ C1(D) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (6.1) - (6.4), àêî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (6.27).

Ëåìà 6.5 Íåêà u = u(x1, ..., xn, t) ∈ C1(D),
∂r−1

∂tr−1
u(x1, ..., xn, t) ∈ C(D), êúäåòî r =

degP è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (6.27). Òîãàâà u óäîâëåòâîðÿâà ãðà-
íè÷íèòå óñëîâèÿ (6.2) ïî t:

χτ

{
∂k

∂τ k
u(x1, ..., xn, τ)

}
= fk(x1, ..., xn), k = 0, 1, ..., degP − 1,

çà 0 ≤ xj ≤ aj, j = 1, ..., n.

Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.3.
�

Ëåìà 6.6 Íåêà u = u(x1, ..., xn, t) ∈ C1(D),
∂2mj−2

∂x
2mj−2
xj

u(x1, ..., xn, t) ∈ C(D), êúäåòî

mj = degQj è u óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (6.27). Òîãàâà u óäîâëåòâî-
ðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (6.3) è (6.4) ïî xj:

∂2pj

∂x
2pj
j

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

Φj,ξ

{
∂2pj

∂ξ2pj
u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)

}
= hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

êúäåòî pj = 0, 1, ..., degQj − 1, j = 1, 2, ..., n.
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Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.4.
�

Ëåìà 6.7 Íåêà u = u(x1, ..., xn, t) ∈ C1(D), å ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

(6.27) ñ íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂r

∂tr
u(x1, ..., xn, t) ∈ C(D) è

∂2mj

∂x
2mj
j

u(x1, ..., xn, t) ∈ C(D).

Òîãàâà u e êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4).

Äîêàçàòåëñòâî.

Ïðèëàãàìå îïåðàòîðà
∂r

∂tr
∂2m1

∂x2m1
1

...
∂2mn

∂x2mn
n

, êúäåòî r = degP , m1 = degQ1, ...,mn =

degQn êúì (6.27). Ïîëó÷àâàìå

P

(
∂

∂t

)
u−

n∑
j=1

Qj

(
∂2

∂x2
j

)
u = F (x1, ..., xn, t).

Ïîíåæå ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà u ïî t è ïî x1, ..., xn
îò ñúîòâåòíèÿ ðåä, òî ñïîðåä Ëåìà 6.5 è Ëåìà 6.6 u óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ (6.2), (6.3) è (6.4).
�

6.6 Teoðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (6.1) - (6.4)

Çà äà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (6.26) âM òðÿáâà P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
äà

íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM. Çà òîâà â òàçè ãëàâà ùå èçñëåäâàìå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ,

ïðè êîèòî P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å â Ãëàâà 2 âúâåäîõìå öÿëàòà ôóíêöèÿ G(λ) = χτ{eτλ} êî-
ÿòî ñå íàðè÷à èíäèêàòðèñà íà ôóíêöèîíàëà χ. Â Ãëàâà 3 âúâåäîõìå ôóíêöèÿòà

Ej(λj) = Φj,ξ

{
sinλjξ

λj

}
, j = 1, 2, ..., n êîÿòî ñå íàðè÷à ñèíóñîâà èíäèêàòðèñà íà ôóí-

êöèîíàëà Φj.

Áåëåæêà. Â Ãëàâà 2 îçíà÷àâàõìå èíäèêàòðèñàòà íà ôóíêöèîíàëà χ ñ
E(λ) = χτ{eτλ}.

Ëåñíî ñå íàìèðà äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ïðè êîåòî
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
å äåëèòåë íà íóëàòà

âM.
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Ëåìà 6.8 Íåêà λj, j = 1, ..., n, ñà ÷èñëà çà êîèòî Ej(λj) = 0. Àêî ñúùåñòâóâà äèñ-
ïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

n∑
j=1

Qj(−λ2
j) = 0,

òîãàâà
n∑
j=1

Qj(Sxj)

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî.
Oò (6.19), êàòî èçïîëçâàìå Ej(λj) = 0 ïîëó÷àâàìå Sxj{sinλjxj} = −(λj)

2 sinλjxj,
j = 1, 2, ..., n. Íàìèðàìå(

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
{sinλ1x1... sinλnxn} =

=

(
n∑
j=1

Qj

(
−(λj)

2
))

sinλ1x1... sinλnxn = 0.

�

Ëåñíî ñå íàìèðà è äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ïðè êîåòî P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
å äåëèòåë

íà íóëàòà âM.

Ëåìà 6.9 Íåêà µ, λj ∈ C, j = 1, ..., n ñà ÷èñëà çà êîèòî G(µ) = 0 è Ej(λj) = 0. Àêî
ñúùåñòâóâà äèñïåðñèîííà çàâèñèìîñò îò âèäà

P (µ)−
n∑
j=1

Qj

(
−(λj)

2
)

= 0,

òîãàâà

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ïðåäíàòà Ëåìà 6.8, ïîëó÷àâàìå(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
{eµmt sinλ1x1... sinλnxn} =

=

(
P (µ)−

n∑
j=1

Qj

(
−(λj)

2
))

eµt sinλ1x1... sinλnxn = 0.

�
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Ñåãà ùå òúðñèì äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ êîãà åëåìåíòúò P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
íå å äå-

ëèòåë íà íóëàòà âM. Ïîíåæå îò òîâà, ÷å P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà

âM ñëåäâà, ÷å àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (6.26) âM èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå âM, ùå
íàðè÷àìå ñúîòâåòíàòà òåîðåìà, òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà
çàäà÷à (6.1) - (6.4).

Òåîðåìà 6.9 Íåêà aj ∈ supp Φj, j = 1, ..., n è degP ≥ 1. Àêî

P (µm)−
n∑
j=1

Qj

(
−(λ

(kj)
j )2

)
6= 0,

çà k1, k2, ..., kn ∈ N, òîãàâà åëåìåíòúò

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

Äîêàçàòåëñòâî.

Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ åëåìåíò íàM ò.å.

íåíóëåâà ìóëòèïëèêàòîðíà äðîá
A

B
6= 0,A ∈M èB ∈ N è

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
A

B
= 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
A = 0. Ïîíåæå

A

B
6= 0

èìàìå A 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ u ∈ C òàêàâà, ÷å Av = u 6= 0. Òîãàâà îò
A 6= 0 è (

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
A = 0

ïîëó÷àâàìå

(6.28)

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
u = 0.

Ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å u å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, çàùîòî àêî íàïðèìåð ñúùåñòâó-

âà
∂k

∂xkj
u(x1, ..., xn, t) íî íå ñúùåñòâóâà

∂k+1

∂xk+1
j

u(x1, ..., xn, t), òî ñëåä êàòî óìíîæèì(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
u = 0 ñ Lxj íàìèðàìå

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
Lxju = 0. Çà ôóí-

êöèÿòà Lxju ñúùåñòâóâà k + 2 ïðîèçâîäíà ïî xj.
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Íåêà λ(k)
j , j = 1, ..., n, çà k ∈ N, å α(k)

j - êðàòíà íóëà íà èíäèêàòðèñàòà Ej(λj) =

Φj,ξ

{
sinλjξ

λj

}
íà ôóíêöèîíàëà Φj ñúñ ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ sinλ

(k)
j xj è α

(k)
j − 1 ïðèñú-

åäèíåíè ôóíêöèè

ϕ
(j)
k,q =

(
Sxj + (λ

(k)
j )2

)q
ϕ

(j)
k,0, 1 ≤ q ≤ α

(k)
j − 1,

êúäåòî

ϕ
(j)
k,0(xj) =

1

πi

∫
Γ
(k)
j

sinλxj
λEj(λ)

dλ

è Γ
(k)
j å ïðîñò êîíòóð â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ñúäúðæàù ñàìî íóëàòà λ(k)

j íà Ej(λj)
è íèêîÿ äðóãà íóëà íà Ej(λj) (âæ. Äèìîâñêè è Ïåòðîâà [50], p.94). Äà îáúðíåì âíè-
ìàíèå, ÷å ϕ(j)

k,α
(k)
j −1

(xj) = b
(k)
j sinλ

(k)
j xj çà b

(k)
j 6= 0. Ñúîòâåòíîòî α(k)

j -ìåðíî ñîáñòâåíî
ïðîñòðàíñòâî å

E (j)

λ
(k)
j

= span{ϕ(j)
k,q(xj), q = 0, 1, ..., α

(k)
j − 1}, k = 1, 2, ....

Ñïåêòðàëíèÿò ïðîåêòîð P (j)

λ
(k)
j

: C[0, aj] → E (j)

λ
(k)
j

ñå äåôèíèðà ñ P (j)

λ
(k)
j

{f} = f
xj∗ ϕ(j)

k,0,

k = 1, 2, ... (âæ. Äèìîâñêè [45], ñòð. 165).

Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ [34], ïîíåæå aj ∈ suppΦj, ñëåäâà, ÷å ïðîåêòîðèòå
P

(j)

λ
(k)
j

îáðàçóâàò òîòàëíà ñèñòåìà â C[0, aj], ò.å. àêî P
(j)

λ
(k)
j

{f} = 0, k = 1, 2, ..., ñëåäâà

f ≡ 0. (Çà êðàòêî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Áîæèíîâ âæ. Äèìîâñêè è Ïåòðîâà
[50] ñòð. 97-98). Îçíà÷àâàìå

uk1,...,kn(x1, ..., xn, t) =(6.29)

= u(x1, ..., xn, t)
x1∗ ϕ(1)

k1,0
(x1)

x2∗ ϕ(2)
k2,0

(x2)
x3∗ ... xn∗ ϕ(n)

kn,0
(xn).

Îò (2.14) ñëåäâà

(6.30)

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
uk1,...,kn = 0.

Ùå äîêàæåì, ÷å òîâà óðàâíåíèå èìà ñàìî íóëåâîòî ðåøåíèå uk1,...,kn ≡ 0 â

E (1)

λ
(k1)
1

⊗ ...⊗ E (n)

λ
(kn)
n

⊗ C[0,∞).

Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî ò.å. ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâî ðåøåíèå

uk1,...,kn ∈ E
(1)

λ
(k1)
1

⊗ ...⊗ E (n)

λ
(kn)
n

⊗ C[0,∞)

íà (6.30).
uk1,...,kn òðÿáâà äà èìà âèäà

uk1,...,kn(x1, ..., xn, t) =

α
(1)
k1
−1∑

j1=p1

...

α
(n)
kn
−1∑

jn=pn

A
(k1,...,kn)
j1,...,jn

(t)ϕ
(1)
k1,j1

(x1)...ϕ
(n)
kn,jn

(xn),

166
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êúäåòî A(k1,...,kn)
p1,...,pn (t) 6= 0 çà íÿêîè p1, ..., pn, 0 ≤ p1 ≤ α

(1)
k1
− 1, ..., 0 ≤ pn ≤ α

(n)
kn
− 1.

Óìíîæàâàìå (6.30) ñúñ ñëåäíèÿ åëåìåíò îòM:

(6.31)
[
Sx1 + (λ

(k1)
1 )2

]α(1)
k1
−p1−1

...
[
Sxn + (λ(kn)

n )2
]α(n)

kn
−pn−1

.

Ïîíåæå
[
Sxj + (λ

(kj)
j )2

]qj
ϕ

(j)
kj ,0

(xj) = 0, çà qj ≥ α
(j)
kj

íàìèðàìå

[
P (st) +

n∑
j=1

Qj(Sxj)

]
A(k1,...,kn)
p1,...,pn

(t)ϕ
(1)

k1,α
(1)
k1
−1

(x1)...ϕ
(n)

kn,α
(n)
kn
−1

(xn) = 0.

Íî ϕ(j)

kj ,α
(j)
kj
−1

(xj) = b
(kj)
j sinλ

(kj)
j xj çà b

(kj)
j 6= 0, j = 1, ..., n. Ïîëó÷àâàìå

[
P (st) +

n∑
j=1

Qj(Sxj)

]
A(k1,...,kn)
p1,...,pn

(t) sinλ
(k1)
1 x1... sinλ

(kn)
n xn = 0.

Òîâà óðàâíåíèå çà A(k1,...,kn)
p1,...,pn (t) å åêâèâàëåíòíî íà íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à

P

(
d

dt

)
A(k1,...,kn)
p1,...,pn

(t) +
n∑
j=1

Qj

(
−(λ

(kj)
j )2

)
A(k1,...,kn)
p1,...,pn

(t) = 0,

χτ

{
dm

dτm
A(k1,...,kn)
p1,...,pn

(τ)

}
= 0, m = 0, 1, ..., degP − 1.

Ïîíåæå degP ≥ 1 è

P (µm)−
n∑
j=1

Qj

(
−(λ

(kj)
j )2

)
6= 0,

îò Ñëåäñòâèå 2.3 ïîëó÷àâàìå, ÷å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå å A(k1,...,kn)
p1,...,pn (t) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëíî,

uk1,...,kn(x1, ..., xn, t) ≡ 0

çà âñè÷êè k1, ..., kn ∈ N. Ïîíåæå aj ∈ suppΦj, j = 1, 2, ..., n ñïîðåä òåîðåìàòà íà
Áîæèíîâ (âæ. [34] è [36]) ñëåäâà, ÷å u(x1, ..., xn, t) ≡ 0. Òîâà ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà,
÷å

[P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)] íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM.

�

Ñëåäñòâèå 6.1 Íåêà aj ∈ supp Φj, j = 1, ..., n è degP ≥ 1. Àêî P (µm)−
n∑
j=1

Qj

(
−(λ

(kj)
j )2

)
6=

0, j = 1, ..., n, çà âñè÷êè m, k1, k2, ..., kn ∈ N, Òîãàâà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4)
èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëñòâî. Õîìîãåííàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ñå ðåäóöèðà äî àëãåá-
ðè÷íîòî óðàâíåíèå (

P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj)

)
u = 0

âM. Ïîíåæå P (st)−
n∑
j=1

Qj(Sxj) íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM, îò òóê ñëåäâà u ≡ 0.

�

6.7 Teoðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà-
÷à (6.1) - (6.4). Ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

Ñëåä êàòî äîêàçàõìå òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(6.1) - (6.4), òðÿáâà äà èçó÷èì è âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå.

Òóê ñå íàëàãà äà óòî÷íèì çà êàêâî ðåøåíèå ñòàâà äóìà. Àêî ãîâîðèì çà êëàñè-
÷åñêî ðåøåíèå, ùå òðÿáâà äà íàëîæèì îãðàíè÷åíèÿ êàêòî íà ôóíêöèîíàëèòå χ è Φj,
j = 1, ..., n, òàêà è íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè.

Òúé êàòî ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) áå ñâåäåíà äî àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå
(6.26), òî âñÿêî êëàñè÷åñêî ðåøåíèå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà òîâà óðàâíåíèå. Îáðàò-
íîòî â îáùèÿ ñëó÷àé íå å âÿðíî. Íî ìîæå äà òâúðäèì, ÷å àêî å íàëèöå òåîðåìà çà

åäèíñòâåíîñò, ò.å. àêî åëåìåíòúò P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà âM, òî

àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå (6.26) âM(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

u = F̃ ,

èìà ðåøåíèå

(6.32) u =
1

P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
) F̃

âM, êîåòî ùå íàðè÷àìå ôîðìàëíî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4).

Ñëåä òîâà ìîæå äà ãîâîðèì è çà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4)
(âæ. Äåôèíèöèÿ 6.5).

Íàêðàÿ, ôóíêöèÿ u ∈ C(D) êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà êàêòî óðàâíåíèå (6.1), òàêà è
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (6.2), (6.3) è (6.4) å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà (óñëîâíà) òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå
íà ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4).

Òåîðåìà 6.10 Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñëàáî ðåøåíèå Ω(x1, ..., xn, t) íà ãðàíè÷íà-
òà çàäà÷à (6.1) - (6.4), ïðè ñïåöèàëåí èçáîð íà ãðàíè÷íèòå ôóíêöèè

fk(x1, ..., xn) = 0, çà k = 0, 1, ..., degP − 1,
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6.7 Teoðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4).
Ðàçøèðåí ïðèíöèï íà Äþàìåë.

gj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) = 0, hj,pj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) = 0

çà pj = 0, 1, ..., degQj − 1, j = 1, 2, ..., n è íà äÿñíàòà ÷àñò F (x1, ..., xn, t) = x1...xn íà
óðàâíåíèåòî (6.1).

Toãàâà ôóíêöèÿòà

u(x1, ..., xn, t) =
∂2

∂x2
1

...
∂2

∂x2
n

∂

∂t

(
Ω(x1, ..., xn, t)

(x1,...,xn,t)∗ F (x1, ..., xn, t)

)
e ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöè-
ÿòà F (x1, ..., xn, t) è õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ω = Ω(x1, ..., xn, t) å ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) ïðè íóëåâè ãðàíè÷-

íè ôóíêöèè è F (x1, ..., xn, t) = x1...xn = Lx1 ...Lxnlt =
1

Sx1 ...Sxnst
. Òîãàâà Ω óäîâëåòâî-

ðÿâà àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå âM:(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

Ω =
1

Sx1 ...Sxnst
.

Aêî P (st)−
n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)
íå å äåëèòåë íà íóëàòà òî ðåøåíèåòî âM å

(6.33) Ω =
1

Sx1 ...Sxnst

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)) .

Ùå ïðîâåðèì, ÷å u = u(x1, ..., xn, t)

u(x1, ..., xn, t) = Sx1 ...Sxnst{Ω(x1, ..., xn, t)}{F (x1, ..., xn, t)} =

=
∂2

∂x2
1

...
∂2

∂x2
n

∂

∂t

(
Ω(x1, ..., xn, t)

(x1,...,xn,t)∗ F (x1, ..., xn, t)

)
.

å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

u = F (x1, ..., xn, t).

Èìàìå (
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

u =

=

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

Sx1 ...Sxnst{Ω(x1, ..., xn, t)}{F (x1, ..., xn, t)} =

=

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
))

Sx1 ...Sxnst
1

Sx1 ...Sxnst

(
P (st)−

n∑
j=1

Qj

(
Sxj
)){F (x1, ..., xn, t)} =

= {F (x1, ..., xn, t)}.
�
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7 Ìíîãîìåðíî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå åäèí ÷àñòåí ñëó÷àé íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (6.1) - (6.4) â êîéòî å
âúçìîæíî ïîëó÷àâàíåòî íà ðåøåíèåòî â çàòâîðåí âèä, êàòî ìíîãîìåðíàòà çàäà÷à ñå
ñâåæäà äî åäíîìåðíè çàäà÷è. Ãîëÿìà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè
â [56] è [57] .

Ðàçãëåæäàìå ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà:

∂

∂t
u− ∂2

∂x2
1

u− ...− ∂2

∂x2
n

u = F (x1, ..., xn, t), u = u(x1, ..., xn, t),(7.1)

u(x1, ..., xn, 0) = f(x1, ..., xn),

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = hj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),

j = 1, 2, ..., n.

Çà äà íàìåðèì òî÷íî ðåøåíèå ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà:

∂

∂t
u− ∂2

∂x2
1

u− ...− ∂2

∂x2
n

u = 0,(7.2)

u(x1, ..., xn, 0) = f1(x1)...fn(xn),(7.3)

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0,(7.4)

Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = 0, j = 1, 2, ..., n.(7.5)

Äà ïðèïîìíè, ÷å u = u(x1, ..., xn, t) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(7.2) - (7.5) àêî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (âæ. Äåôèíèöèÿ 6.5)

Lx1 ...Lxnu−
n∑
j=1

Lx1 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnlt u =

= Lx1 ...Lxnf1(x1)...fn(x1).

Òàçè ìíîãîìåðíà çàäà÷à, ùå ñâåäåì äî ñëåäíèòå n - íà áðîé åäíîìåðíè çàäà÷è.

∂

∂t
vj −

∂2

∂x2
j

vj = 0, vj = vj(xj, t),(7.6)

vj(xj, 0) = fj(xj),(7.7)

vj(0, t) = 0, Φj,ξ {vj(ξ, t)} = 0, j = 1, 2, ..., n.(7.8)



vj = vj(xj, t) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå íà åäíîìåðíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à (7.6) -
(7.8) àêî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

Lxjvj − lt vj = Lxjfj(xj).

Ëåìà 7.1 Íåêà vj(xj, t) ∈ C1([0, aj]× [0,∞)), j = 1, ..., n å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à (7.6) - (7.8). Òîãàâà u(x1, ..., xn, t) = v1(x1, t)...vn(xn, t) ∈ C(D) å ñëàáî
ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.2) - (7.5).

Çàáåëåæêà Àêî vj(xj, t), j = 1, ..., n, å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à (7.6) - (7.8), òîãàâà u(x1, ..., xn, t) = v1(x1, t)...vn(xn, t) å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà
ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.2) - (7.5).

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå äîêàæåì òàçè ëåìà ïî èíäóêöèÿ. Çà n = 1 íÿìà êàêâî äà ñå äîêàçâà. Äîïóñêà-

ìå, ÷å ëåìàòà å âÿðíà ïðè n−1, ùå äîêàæåì, ÷å å èçïúëíåíà è çà n. Ùå äîêàæåì íåùî
ïîâå÷å. Íåêà u = v(x1, t)w(x2, ..., xn, t) è v = v(x1, t), å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà
çàäà÷à:

∂

∂t
v − ∂2

∂x2
1

v = 0,(7.9)

v(x1, 0) = f(x1),(7.10)

v(0, t) = 0, Φ1,ξ {v(ξ, t)} = 0, p = 0, 1, ..., degQ1 − 1.(7.11)

w = w(x2, ..., xn, t) å ñëàáî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à:

∂

∂t
w − ∂2

∂x2
2

w − ...− ∂2

∂x2
n

w = 0,(7.12)

w(x2, ..., xn, 0) = g(x2, ..., xn),(7.13)

w(x2, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0,(7.14)

Φj,ξ {w(x2, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = 0,(7.15)

j = 2, 3, ..., n.

Èìàìå

(7.16) Lx1v = lt v + Lx1f(x1),

è

(7.17) Lx2 ...Lxnw = lt

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw + Lx2 ...Lxng(x2, ..., xn).
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Ùå äîêàæåì, ÷å å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî:

Lx1Lx2 ...Lxnvw −
n∑
j=1

Lx1Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnlt vw =(7.18)

= Lx1Lx2 ...Lxnfg.

Äà ðàçãëåäàìå îòäåëíî ñóìàòà ó÷àñòâàùà â (7.18). Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å v = v(x1, t)
å ôóíêöèÿ ñàìî íà x1 è íà t, à w = w(x2, ..., xn, t) å ôóíêöèÿ ñàìî íà x2, ..., xn è íà t
íàìèðàìå:

n∑
j=1

Lx1Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnlt vw =(7.19)

= lt (vLx2 ...Lxnw) + lt

(
(Lx1v)

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxn w

)
.

Çàìåñòâàìå (7.19) â (7.18). Ïîëó÷àâàìå:

(Lx1v) (Lx2 ...Lxnw)− lt (v (Lx2 ...Lxnw))−(7.20)

−lt

(
(Lx1v)

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxn w

)
= (Lx1f) (Lx2 ...Lxng) .

Ñåãà çàìåñòâàìå (7.16) è (7.17) â (7.20). Íàìèðàìå

(ltv + Lx1f)

(
lt

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw + Lx2 ...Lxng

)
−

−lt

(
v

(
lt

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxn w + Lx2 ...Lxng

))
−

−lt

(
(ltv + Lx1f)

(
n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw

))
= (Lx1f) (Lx2 ...Lxng) .

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å f è g íå çàâèñÿò îò t è ñëåä ñúêðàùàâàíå ïîëó÷àâàìå:

(ltv)

(
lt

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw

)
− lt

(
v

(
lt

n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw

))
−

−lt

(
(ltv)

(
n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw

))
= 0.

Íåêà îçíà÷èì

W =
n∑
j=2

Lx2 ...Lxj−1
Lxj+1

...Lxnw.

Òðÿáâà äà äîêàæåì:

(ltv) (ltW )− lt (v (ltW ))− lt ((ltv)W ) = 0.
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Îò äåôèíèöèÿòà íà lt âåäíàãà ñëåäâà:

(ltv)(ltW ) − lt(v(ltW )) − lt(W (ltv)) =

=
(∫ t

0

v(x1, τ)dτ
)(∫ t

0

W (x2, ..., xn, τ)dτ
)
−

−
∫ t

0

v(x1, τ)
(∫ τ

0

W (x2, ..., xn, θ)dθ
)
dτ −

∫ t

0

W (x2, ..., xn, τ)
(∫ τ

0

v(x1, θ)dθ
)
dτ = 0.

�

Äà ðàçãëåäàìå ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà:

∂

∂t
u− ∂2

∂x2
1

u− ...− ∂2

∂x2
n

u = F (x1, ..., xn, t),(7.21)

u(x1, ..., xn, 0) = f(x1, ..., xn),(7.22)

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = gj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),(7.23)

Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = hj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t),(7.24)

j = 1, 2, ..., n.

Àêî st − S1 − ...− Sn íå å äåëèòåë íà íóëàòà ôîðìàëíîòî ðåøåíèå íà ãðàíè÷íàòà
çàäà÷à (7.21) - (7.24) å

(7.25) u =
1

st − S1 − ...− Sn

(
F + [f ]t +

n∑
j=1

(
Sj(xjΦj{1} − 1)[gj]xj − [hj]xj

))
.

Ùå èíòåðïðåòèðàìå òîâà ôîðìàëíî ðåøåíèå.

1. Ðàçãëåæäàìå çàäàòà

∂

∂t
u− ∂2

∂x2
1

u− ...− ∂2

∂x2
n

u = 0,(7.26)

u(x1, ..., xn, 0) = x1...xn,

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0, Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = 0,

j = 1, 2, ..., n.

Íåêà îçíà÷èì ôîðìàëíîòî ðåøåíèåòî íà òàçè çàäà÷à ñ Ω. Îò (7.25) çà F ≡ gj ≡ hj ≡
0, j = 1, 2, ..., n, f = x1...xn, íàìèðàìå

Ω =
1

st − Sx1 − ...− Sxn
[x1...xn]t =(7.27)

=
1

st − Sx1 − ...− Sxn
Lx1 ...Lxn =

1

Sx1 ...Sxn(st − Sx1 − ...− Sxn)
.
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Ùå èçïîëçâàìå Ëåìà 7.1 çà äà ïðåäñòàâèì ðåøåíèåòî Ω íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(7.26) êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà n - åäíîìåðíè ãðàíè÷íàòà çàäà÷à. Çà òàçè
öåë ðàçãëåæäàìå çàäà÷èòå:

∂vj
∂t
− ∂2vj
∂x2

j

= 0,(7.28)

vj(xj, 0) = xj,

vj(0, t) = 0, Φj,ξ{vj(ξ, t)} = 0, j = 1, ..., n.

Íåêà îçíà÷èì ôîðìàëíîòî ðåøåíèå, àêî ñúùåñòâóâà, íà âñÿêà åäíà îò òàçè çàäà÷à
ñúîòâåòíî ñ Ωj, j = 1, ..., n.

Ωj =
1

st − Sxj
[xj]x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t =

1

Sxj(st − Sxj)
.

Òåîðåìà 7.1 Íåêà Ωj =
1

Sxj(st − Sxj)
, j = 1, ..., n, ñà ñëàáè ðåøåíèÿ íà ãðàíè÷íèòå

çàäà÷è (7.28). Òîãàâà

Ω =
1

Sx1 ...Sxn(st − Sx1 − ...− Sxn)
=

n∏
j=1

Ωj(xj, t),

êúäåòî
n∏
j=1

å îáèêíîâåíîòî ïðîèçâåäåíèå, å ñëàáî ðåøåíèå íà (7.26).

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà âåäíàãà îò Òåîðåìà 7.1.
�

Ùå èíòåðïðåòèðàìå (7.25) çà ïðîèçâîëíè F , f è hj, j = 1, ..., n. Áåç çàãóáà íà
îáùíîñò ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å gj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) ≡ 0. Ôîðìàëíîòî ðåøåíèå
(7.25) íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.21) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà:

u = Sx1 ...Sxn

(
1

Sx1 ...Sxn(st − Sx1 − ...− Sxn)
F +(7.29)

+
1

Sx1 ...Sxn(st − Sx1 − ...− Sxn)
[f ]t −

−
n∑
j=1

( 1

Sx1 ...Sxn(st − Sx1 − ...− Sxn)
[hj]xj

))
.

Êàòî ôóíêöèÿ ðåøåíèåòî èìà âèäà

(7.30) u =
∂2

∂x2
1

...
∂2

∂x2
n

(
Ω

(x1,...,xn,t)∗ F + Ω
x1,...,xn∗ f −

n∑
j=1

(
Ω

x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t∗ hj

))
,

ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöèèòå F , f and hj.

2.Ùå äàäåì äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ íà ðåøåíèåòî (7.25) íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.21)
- (7.24).
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Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

∂

∂t
u− ∂2

∂x2
1

u− ...− ∂2

∂x2
n

u = 0,(7.31)

u(x1, ..., xn, 0) = f(x1, ..., xn),

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0, Φj,ξ {u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)} = 0,

j = 1, 2, ..., n,

çà

f(x1, ..., xn) = Lx1{x1}...Lxn{xn} =
1

S2
x1
...S2

xn

=(7.32)

=
(x3

1

6
− x1

6
Φ1,ξ{ξ3}

)
...
(x3

n

6
− xn

6
Φn,ξ{ξ3}

)
.

Îçíà÷àâàìå íåéíîòî ñëàáî ðåøåíèå, àêî ñúùåñòâóâà ñ W = W (x1, ..., xn, t). Îò (7.25)
çà F ≡ gj ≡ hj ≡ 0, j = 1, 2, ..., n è f çàäàäåíà ñ (7.32) íàìèðàìå ñëåäíîòî àëãåáðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå íà ôîðìàëíîòî ðåøåíèåW = W (x1, ..., xn, t) íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.31)

W =
1

st − Sx1 − ...− Sxn

[(x3
1

6
− x1

6
Φ1,ξ{ξ3}

)
...
(x3

n

6
− xn

6
Φn,ξ{ξ3}

)]
t

=(7.33)

=
1

st − Sx1 − ...− Sxn
Lx1{x1}...Lxn{xn} =

1

S2
x1
...S2

xn(st − Sx1 − ...− Sxn)
.

Ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìà 7.1 çà äà ïðåäñòàâèì ðåøåíèåòîW íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à
(7.31) êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà n - åäíîìåðíè ãðàíè÷íàòà çàäà÷à. Çà òàçè
öåë ðàçãëåæäàìå çàäà÷èòå:

∂wj
∂t
− ∂2wj

∂x2
j

= 0,(7.34)

wj(xj, 0) =
x3
j

6
− xj

6
Φj,ξ{ξ3},

wj(0, t) = 0, Φj,ξ{vj(ξ, t)} = 0, j = 1, ..., n.

Íåêà îçíà÷èì ôîðìàëíîòî ðåøåíèå, àêî ñúùåñòâóâà, íà âñÿêà åäíà îò òàçè çàäà÷à
ñúîòâåòíî ñ Wj, j = 1, ..., n.

Wj =
1

st − Sxj

[
x3
j

6
− xj

6
Φj,ξ{ξ3}

]
x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t

=
1

S2
xj

(st − Sxj)
.

Òåîðåìà 7.2 Íåêà Wj =
1

S2
xj

(st − Sxj)
, j = 1, ..., n, ñà ñëàáè ðåøåíèÿ íà ãðàíè÷íèòå

çàäà÷è (7.34). Òîãàâà

W =
1

S2
x1
...S2

xn(st − Sx1 − ...− Sxn)
=

n∏
j=1

wj(xj, t),

êúäåòî
n∏
j=1

å îáèêíîâåíîòî ïðîèçâåäåíèå, å ñëàáî ðåøåíèå íà (7.26).
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà âåäíàãà îò Òåîðåìà 7.1.
�

Ïî-íàòàòúê áåç çàãóáà íà îáùíîñò ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å gj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t) ≡
0. Ôîðìàëíîòî ðåøåíèå (7.25) íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.21) - (7.24) çà ïðîèçâîëíè
F (x1, ..., xn, t), f(x1, ..., xn) and hj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn, t), j = 1, ..., n ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè âúâ âèäà:

u = S2
x1
...S2

xn

(
1

S2
x1
...S2

xn(st − Sx1 − ...− Sxn)
F +(7.35)

+
1

S2
x1
...S2

xn(st − Sx1 − ...− Sxn)
[f ]t −

−
n∑
j=1

( 1

S2
x1
...S2

xn(st − Sx1 − ...− Sxn)
[hj]xj

))
.

Êàòî ôóíêöèÿ òî èìà âèäà

(7.36) u =
∂4

∂x4
1

...
∂4

∂x4
n

(
W

(x1,...,xn,t)∗ F +W
x1,...,xn∗ f −

n∑
j=1

(
W

x1,...,xj−1,xj+1,...,xn,t∗ hj

))
.

Ïðè äîñòàòú÷íà ãëàäêîñò íà ôóíêöèèòå F , f è hj òîâà ðåøåíèå å ñëàáî èëè êëàñè-
÷åñêî.
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7.1 Ïðèìåðè

7.1 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 1. Ðàçãëåæäàìå íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à

ut − ux1x1 − ...− uxnxn = 0, 0 < xj < aj, 0 < t,(7.37)

u(x1, ..., xn, 0) = f(x1, ..., xn),

u(x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xn, t) = 0,∫ aj

0

u(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn, t)dξ = 0,

êúäåòî j = 1, ..., n.
Çà äà íàìåðèì òî÷íî ðåøåíèå íà (7.37) ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà åäíîìåðíà ãðàíè÷-

íà çàäà÷à:

∂vj
∂t
− ∂2vj
∂x2

j

= 0,

vj(xj, 0) = fj(xj),

vj(0, t) = 0,

∫ aj

0

vj(ξ, t)dξ = 0, j = 1, ..., n.

Â òîçè ñëó÷àé Φj,ξ{f(ξ)} =
2

aj

∫ aj

0

f(ξ)dξ, j = 1, ..., n.

Ñëàáîòî ðåøåíèå íà òàçè ãðàíè÷íà çàäà÷à çà

fj(xj) =
(x3

j

6
− xj

6
Φj,ξ{ξ3}

)
=
x3
j

6
−
a2
j xj

12

å

Hj(xj, t) = −1

2

∞∑
k=1

(( a3
j

k3π3
+

2aj
kπ

t
)

sin
2kπ

aj
xj −

a2
j

k2π2
x cos

2kπ

aj
xj

)
.

Òåîðåìà 7.3 Íåêà f ∈ C(D) å òàêàâà, ÷å fxj , j = 1, ..., n ñà íåïðåêúñíàòè è∫ aj

0

f(x1, ..., xj−1, ξ, xj+1, ..., xn)dξ = 0,

j = 1, ..., n. Òîãàâà

(7.38) u =
∂4

∂x4
1

...
∂4

∂x4
n

(
H1

x1∗ ...
xn−1∗

(
Hn

xn∗ f
))

å ñëàáî ðåøåíèå íà (7.37). Àêî ïðåäïîëîæèì äîïúëíèòåëíî, ÷å f èìà íåïðåêúñíàòè
âòîðè ïðîèçâîäíè fxjxj , j = 1, ..., n òîãàâà (7.38) å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà (7.37).
Àêî f(x1, ..., xn) = f1(x1)...fn(xn), òîãàâà ðåøåíèåòî íà (7.37) å:

(7.39) u =
n∏
j=1

∂4

∂x4
j

(
Hj

xj∗ fj
)

=
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=
n∏
j=1

1

a2
j

(∫ aj

0

f ′j(ξ)
(
Hj,xj(aj + xj − ξ, t)−Hj,xj(aj − xj − ξ, t)

)
dξ−

−
∫ xj

0

f ′j(ξ)
(
Hj,xj(ξ + aj + xj, t) +Hj,xj(aj + xj − ξ, t)− 2Hj,xj(xj − ξ, t)

)
dξ

)
,

êúäåòî Hj,xj =
∂

∂xj
Hj.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà âåäíàãà îò Òåîðåìà 7.1.
�

Ïðèìåð 2. Ðàçãëåæäàìå íåëîêàëíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à

ut − uxx − uyy − uzz = 0, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c, 0 < t,(7.40)

u(x, y, z, 0) = f1(x)f2(y)f3(z),

u(0, y, z, t) = 0, u(a, y, z, t) = 0,

u(x, 0, z, t) = 0, u(x, b, z, t)− u(x, d, z, t) = 0, 0 < d < b,

u(x, y, 0, t) = 0,

∫ c

0

u(x, y, ξ, t)dξ = 0.

Çà äà íàìåðèì òî÷íî ðåøåíèå íà (7.40) ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå òðè åäíîìåðíè
ãðàíè÷íè çàäà÷è (âæ. ïàðàãðàô 4.8 Ïðèìåðè):

∂v1

∂t
− ∂2v1

∂x2
= 0,

v1(x, 0) = f1(x),

v1(0, t) = 0, v1(a, t) = 0.

Â òîçè ñëó÷àé Φ1,ξ{f(ξ)} =
1

a
f(a).

∂v2

∂t
− ∂2v2

∂y2
= 0,

v2(y, 0) = f2(y),

v2(0, t) = 0, v2(b, t)− v2(d, t) = 0.

Â òîçè ñëó÷àé Φ2,ξ{f(ξ)} =
1

b− d
(f(b)− f(d)).

∂v3

∂t
− ∂2v3

∂z2
= 0,

v3(z, 0) = f3(z),

v3(0, t) = 0,

∫ c

0

v3(ξ, t)dξ = 0.

Â òîçè ñëó÷àé Φ3,ξ{f(ξ)} =
2

c2

∫ c

0

f(ξ)dξ.
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7.1 Ïðèìåðè

Íåêà f1 ∈ C1(0, a), f2 ∈ C1(0, b), f3 ∈ C(0, c) è f1(0) = f2(0) = f3(0) = 0, òîãàâà
ðåøåíèÿòà íà ñúîòâåòíèòå åäíîìåðíè çàäà÷è ñà:

v1(x, t) =
∂2

∂x2

(
U1

x∗ f1(x)
)

=

= − 1

2a

(∫ a

0

(
U1(x+ a− ξ, t)− U1(a− x− ξ, t)

)
f ′1(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

U1(x, t) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

λn
e−λ

2
nt sinλnx, λn =

nπ

a
.

v2(y, t) =
∂2

∂y2
(U2

y
∗ f2(y)) =

= − 1

2(b− d)

(∫ b

0

(
U2(y + b− ξ, t)− U2(b− y − ξ, t)

)
f ′2(ξ)dξ−

−
∫ d

0

(
U2(y + d− ξ, t)− U2(d− y − ξ, t)

)
f ′2(ξ)dξ

)
,

êúäåòî U2(y, t) e

U2(y, t) = −2(b− d)
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

λn(b cos bλn − d cos d λn)
sinλny −

−2(b− d)
∞∑
n=1

e−µ
2
nt

µn(b cos bµn − d cos d µn)
sinµny

ïðè λn è µn ïðîñòè êîðåíè íà èíäèêàòðèñèòå.

v3(z, t) =
∂2

∂x2
(U3

z∗ f3(z)) =(7.41)

=
1

c2

(∫ c

0

(
U3(c+ z − ξ, t)− U3(c− z − ξ, t)

)
f3(ξ)dξ −

−
∫ x

0

(
U3(ξ + c+ z, t) + U3(c+ z − ξ, t)− 2U3(z − ξ, t)

)
f(ξ)dξ

)
,

êúäåòî

U3(z, t) = 2
∞∑
n=1

e−λ
2
nt

(
2λnt sinλnz − λnz cosλnx

)
,

λn =
2nπ

c
.

Ðåøåíèåòî u = u(x, y, z, t) íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à (7.40) å

u(x, y, z, t) = v1(x, t)v2(y, t)v3(z, t).
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8 Àâòîðñêà ñïðàâêà è àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå îò

äèñåðòàöèÿòà

Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ìîãàò äà ñå ôîð-
ìóëèðàò òàêà:

� Èçñëåäâàí å ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé âúçíèêâàù ïðè íåëîêàëíè çàäà÷è íà Êîøè
ïðè íàé-îáù ôóíêèîíàë.

� Èçãðàäåíî å îïåðàöèîííî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî
d2

dx2
. ×àñòè÷íî å èçñëåäâàí ðåçîíàíñíèÿò ñëó÷àé ïðè íåëîêàëíè ãðàíè÷íè çàäà÷è

ñâúðçàíè ñ îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî îïðåäåëåí ñ åäíî ëîêàëíî
óñëîâèå è åäíî íåëîêàëíî.

� Ðàçãëåäàíî å îáîáùåíèå íà çàäà÷àòà íà Áèöàäçå - Ñàìàðñêè.

� Âúâåäåíè ñà è ñà èçñëåäâàíè ìíîãîìåðíè êîíâîëþöèè ñâúðàçàíè ñ îïåðàòîðà çà
äèôåðåíöèðàíå è ñ îïåðàòîðà çà êâàäðàòà íà äèôåðåíöèðàíåòî. Èçãðàäåíî å îïåðà-

öèîííî ñìÿòàíå çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
∂

∂t
,
∂2

∂x2
1

, ...,
∂2

∂x2
n

.

� Èçðàçåíî å ðåøåíèåòî íà n-ìåðíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà ÷ðåç ðå-
øåíèÿòà íà n åäíîìåðíè óðàâíåíèÿ íà òîïëîïðîâîäíîñòòà.

Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà

Ðåçóëòàòèòå ïî òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà:

1.MASSEE, International Congress on Mathematics, MICOM 2009, 16 - 20 September,
2009, Ohrid, Republic of Macedonia.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Exact solutions of the Bitsadze - Samarski problem.

2. Ïðîëåòíàòà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ �ÑÓ. Ñâ. Êë. Îõðèäñêè�, ìàðò 2009 ã.
Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Òî÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Áèòöàäçå - Ñàìàð-

ñêè.

3. International Conference �GFTA' 2010� (Geometric Function Theory and Applications),
So�a, 27-31 August 2010, IMI-BAS.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Åxplicit solutions of nonlocal boundary value problems
containing a Bitsadze-Samarskii condition.

4. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Àëáåíà - 2010.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Explicit solution of Bitsadze-Samarskii problem.
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5. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Àëáåíà - 2010.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Nonlocal boundary value problems for two-dimensional

potential equation on a rectangle.

6. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Áîðîâåö - 2011.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Three-dimensional operational calculi for nonlocal

evolution boundary value problems.

7. International Conference �Transform Methods & Special Functions '2011�, 20 - 23
October 2011, So�a - Bulgaria.

I. Dimovski, Yu. Tsankov, Exact solutions of nonlocal BVPs for the multidimensional
heat equation.

8. Îò÷åòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÈÌÈ-ÁÀÍ, Ñåêöèÿ Àíàëèç, Ãåîìåòðèÿ è Òîïîëîãèÿ
(2011).

Þ. Öàíêîâ, Ðåçîíàíñíè òðåïòåíèÿ íà ïðàâîúãúëíà ìåìáðàíà ïðè íåëîêàëíî ãðà-
íè÷íî óñëîâèå.

9. Êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, Áîðîâåö - 2012.
Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Åxact solutions of nonlocal boundary value problems

for one- and two-dimensional heat equation.

10. 18th International Conference on Applications of Computer Algebra-ACA 2012,
June 25 - 28, So�a, Bulgaria.

Yulian Tsankov, Exact Solution of Local and Nonlocal BVPs for the Laplace Equation
in a Rectangle.

11. MechAM2012-Contemporary Problems of Mechanics and Applied Mathematics,
September 3-6, 2012, Novi Sad, Serbia.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Operational calculi for multivariate evolution boundary
value problems.

12. �Complex Analysis and Applications '13�, International Memorial Conference for
the 100th Anniversary of Acad. Ljubomir Iliev, 31 Oct.-2 Nov. 2013.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Resonance Cases for Nonlocal Cauchy Problems.

Ñëåäâàùèòå ñúâìåñòíè äîêëàäè ñà èçíåñåíè îò ïðîô. Èâàí Äèìîâñêè:

1. Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà� ñúâìåñòíî çàñåäàíèå ñ Îáùèÿ ñåìèíàð ïî àíàëèç,
ÈÌÈ - ÁÀÍ, 17 þíè 2011 ã.

Ivan Dimovski, Yulian Tsankov, Ïðúñòåíè îò ìóëòèïëèêàòîðíè ÷àñòíè, ñâúðçàíè ñ
ìíîãîìåðíè ãðàíè÷íè çàäà÷è.

2. AMEE '11, 37th International Conference, 8-13 June 2011, Sozopol - Bulgaria.
Dimovski, I. H., Tsankov Y. Ts. Multi-dimensional Operational Calculi for Linear

Nonlocal Boundary Value Problems.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà

Íîìåðàöèÿòà íà ñòàòèèòå ñúîòâåòñòâà íà íîìåðàöèÿòà èì â ëèòåðàòóðàòà êúì
äèñåðòàöèÿòà.

181



8 ÀÂÒÎÐÑÊÀ ÑÏÐÀÂÊÀ È ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÍÀ ÐÅÇÓËÒÀÒÈÒÅ ÎÒ
ÄÈÑÅÐÒÀÖÈßÒÀ

[56] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Exact solutions of nonlocal BVPs for the multidimensional
heat equations. Mathematica Balkanica (New Ser.), Vol. 26, Fasc. 1-2, 2012, pp. 89-102.

[57] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Operational calculi for multidimensional nonlocal
evolution boundary value problems. Proc. of the 37th Internat. Conf. �Applications of
Mathematics in Engineering and Economics (AMEE '11)�, In:AIP Conference Proceedings,
Volume 1410, 2011, pp. 167-180.

[58] Dimovski I. H., Tsankov Y. T. Explicit solution of Bitsadze-Samarskii problem.
Mathematics and Math. Education, Proc. 39 Spring Conf. UBM, 2010, pp. 114-122.

[92] Tsankov Y. T. Åxplicit solutions of nonlocal boundary value problems containing
a Bitsadze-Samarskii constraints. Fractional Calculus and Applied Analysis. Volume 13,
No 4, 2010, pp. 435-446.

[93] Tsankov Y. T. Exact solution of local and nonlocal BVPs for the Laplace equation
in a rectangle, Lecture Notes in Comput. Sci., Vol. 8372, Berlin, Heidelberg, Springer,
2014, pp 190-200.

[94] Tsankov Y. T. Explicit solution of a nonlocal boundary value problem for heat
equation, Comptes rendus de l'Acad�emie bulgare des Sciences. Vol. 66, No 7, 2013, pp.
941-950.

Îò òåçè 6 ïóáëèêàöèè: 3 ñà â ðåöåíçèðàíè ïåðèîäè÷íè ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â
ñâåòîâíàòà ìðåæà, åäíî îò êîèòî å ñ èìïàêò-ôàêòîð (ÄÁÀÍ, ÈÔ = 0.211 çà 2012);
2 ñà â ðåöåíçèðàíè ñáîðíèöè íà ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè (èíäåêñèðàíè â Scopus
è èìàùè SJR-ðàíãîâå, ñúîòâåòíî â ñåðèèòå: American Institute of Physics, SJR = 0.161
(2012); Lecture Notes in Computer Sciences, SJR = 0.33 (2012)); 1 - â ñáîðíèê (ðåöåí-
çèðàí) ñ òðóäîâå íà ÑÌÁ.

Âñè÷êèòå ïóáëèêàöèè ñà íà àíãëèéñêè åçèê, äâå îò òÿõ ñà ñàìîñòîÿòåëíè.

Ðåäèöà îò ðåçóëòàòèòå ïî äèñåðòöàèîííèÿ òðóä è îò èçáðîåíèòå ïóáëèêàöèè ñà
çàëåãíàëè â ðàáîòíèòå ïðîãðàìè íà íÿêîëêî íàó÷íî-èçñëåäîâàòåëñêè ïðîåêòà, â êî-
èòî äîêòîðàíúò å ó÷àñòâàë â ïåðèîäà íà äîêòîðàíòóðàòà: åäèí ïðîåêò ïî ëèíèÿ íà
ÔÍÈ - ÌÎÌÍ (ÄÈÄ 02-25/ 2009-2013), åäèí - ïî äâóñòðàííî ñúòðóäíè÷åñòâî ìåæäó
ÁÀÍ è Ñðúáñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå è èçêóñòâàòà (2012-2014), è íÿêîëêî ÍÈÏ
êúì ÔÌÈ íà ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� : äîãîâîð �Ãåîìåòðè÷íè ñòðóêòóðè íà èí-
öèäåíòíîñò� � 192 îò 2010; � 174 îò 2011; � 109 îò 2012; � 100 îò 2013; 2014 (îùå
íÿìà íîìåð).
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðúò èçêàçâà ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò è äúëáîêà ïðèçíàòåëíîñò íà íàó÷íèÿ ñè
êîíñóëòàíò ÷ë. êîð. ïðîô. äìí Èâàí Äèìîâñêè çà ïëîäîòâîðíèòå îáñúæäàíèÿ,
âñåñòðàííàòà ïîìîù è òúðïåíèåòî ïðè ïîäãîòîâêàòà íà äèñåðòàöèÿòà.

Ñúðäå÷íî áëàãîäàðÿ íà ïðîô. äìí Íèêîëàé Áîæèíîâ çà êîíñóëòàöèèòå è
ïðåïîðú÷àíàòà ëèòåðàòóðà ïî äèñåðòàöèÿòà.

Èçêàçâàì áëàãîäàðíîñò íà êîëåãèòå îò ñåêöèÿ �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ�
êúì Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà ïðè ÁÀÍ çà ïîäêðåïàòà, îòçèâ÷èâîñò-
òà è âíèìàíèåòî êîåòî ïðîÿâèõà ïðè ðàáîòàòà ìè íàä äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.
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