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Óâîä

Çà ðîæäåíà äàòà íà òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî ìîæå äà ñå ñ÷èòà èçëèçàíåòî

íà êëàñè÷åñêàòà ñòàòèÿ [178] íà Øåíîí ïðåç 1948 ãîäèíà. Øóìîçàùèòíèòå êîäî-

âå ñà áèëè ðàçðàáîòåíè çà äà îòêðèâàò è êîðèãèðàò ãðåøêèòå, êîèòî ñå ïîÿâÿâàò

ïðè ïðåäàâàíåòî íà äèñêðåòíà èíôîðìàöèÿ ïî êîìóíèêàöèîííè êàíàëè èëè ïðè

íåéíîòî ñúõðàíÿâàíå íà ðàçëè÷íè íîñèòåëè. Öåëòà íà êîäèðàíåòî å äà ñå äîáà-

âè äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ êúì äàííèòå òàêà, ÷å äà èìà âúçìîæíîñò äà áúäå

âúçñòàíîâåíî îðèãèíàëíîòî ñúîáùåíèå, àêî ñà âúçíèêíàëè íå ïîâå÷å îò ïðåäâà-

ðèòåëíî î÷àêâàí áðîé ãðåøêè. Íà ñúâðåìåííèÿ åòàï, òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî å

ñàìîñòîÿòåëíà äèñöèïëèíà, êîÿòî èçïîëçâà ðåçóëòàòè îò ðàçëè÷íè îáëàñòè íà ìà-

òåìàòèêàòà êàòî àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ, êîìáèíàòîðèêà, äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà. Òîâà

ïîçâîëÿâà ñúçäàâàíåòî íà êîäîâå ñ äîáðè øóìîçàùèòíè õàðàêòåðèñòèêè.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðàêòè÷åñêîòî ïðèëîæåíèå íà øóìîçàùèòíèòå êîäîâå è

íà êîäîâåòå çà îïòè÷íè êîìóíèêàöèè å íåîáõîäèìî íå ñàìî äà ñå ïîêàæå ñúùåñò-

âóâàíåòî íà êîä ñ îïðåäåëåíè õàðàêòåðèñòèêè, íî è äà ñå êîíñòðóèðà ñàìèÿ êîä.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà ñúùî ïúëíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà êîäîâå ñúñ çàäàäåíè ïà-

ðàìåòðè, êàêòî è îïðåäåëÿíåòî íà òåõíèòå îñíîâíè õàðàêòåðèñòèêè. Òàêà ñòàâà

âúçìîæåí èçáîðà íà íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà âñÿêà êîíêðåòíà ñèòóàöèÿ êîä. Îñîáåíî

àêòóàëíè è èíòåðåñíè ñà òåçè ðåçóëòàòè â ïîñëåäíèòå ãîäèíè, êîãàòî âñå ïî-÷åñòî

ñå ïðàâÿò ñîôòóåðíè ðåàëèçàöèè íà êîäèðàíåòî è äåêîäèðàíåòî è òîâà ïîçâîëÿâà

äà áúäå èçáðàí íàé-òî÷íî îòãîâàðÿùèÿ íà èçèñêâàíèÿòà íà êîíêðåòíîòî ïðèëîæå-

íèå êîä.

Â îãðîìíàòà ÷àñò îò ñëó÷àèòå, èçïîëçâàíåòî íà ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêè ïîäõîäè

çà ðåøàâàíåòî íà òåçè çàäà÷è íå ìîæå äà äîâåäå äî òúðñåíèÿ ðåçóëòàò. Åäíà âúç-

ìîæíîñò çà ðåøàâàíåòî íà òàêúâ òèï çàäà÷è å èçïîëçâàíåòî íà êîìïþòúð, êîåòî å

ñâúðçàíî ñ âúçìîæíîñòèòå ìó äà èçâúðøâà àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè èëè äà ñúïîñ-

òàâÿ äàííè è â çàâèñèìîñò îò ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò äà ïðåäïðèåìà åäíî èëè äðóãî

ïðîäúëæåíèå íà ðàáîòàòà, à ñúùî è äà ñúõðàíÿâà, îáðàáîòâà è ïðåäîñòàâÿ çà èç-

ïîëçóâàíå â íàé-ðàçíîîáðàçåí âèä îãðîìíè îáåìè îò äàííè. Äèðåêòíàòà èì àòàêà

ñ êîìïþòúð îáà÷å ïîçâîëÿâà äà ñå ïîëó÷àò ðåøåíèÿ ñàìî çà îãðàíè÷åíè ïî îáåì

âõîäíè äàííè, çà êîèòî å íåâúçìîæíî òå äà áúäàò ïîëó÷åíè ðú÷íî. Ïðè÷èíàòà çà

òîâà å âúâ ôàêòà, ÷å åêñïîíåíöèàëíî íàðàñòâàùàòà èì òðóäíîñò áúðçî ñòîïÿâà

ïðåäèìñòâîòî íà êîìïþòúðà äà ðàáîòè ìíîãîêðàòíî ïî-áúðçî îò ÷îâåêà è äà ïîì-

íè ãîëåìè êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèÿ. Çà ïî-ãîëåìè âõîäíè äàííè ñå íàëàãà çà âñÿêà

îòäåëíà çàäà÷à äà ñå ïðîâåæäàò ïðåäâàðèòåëíè ìàòåìàòè÷åñêè èçñëåäâàíèÿ, êî-

èòî ìàêàð äà íå ðåøàâàò äèðåêòíî âúïðîñà, ñèëíî ñúêðàùàâàò âúçìîæíîñòèòå,
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êîèòî òðÿáâà äà ñå èçñëåäâàò ñ êîìïþòúð. Äðóãà âúçìîæíîñò å ðàçðàáîòâàíåòî íà

âñå ïî-áúðçè è èêîíîìè÷íè íà ïàìåò ïðîãðàìè, êîåòî èçèñêâà îòëè÷íîòî ïîçíà-

âàíå è óìåëîòî èçïîëçâàíå íà ñâîéñòâàòà íà èçñëåäâàíèòå ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè

è âúçìîæíîñòèòå íà êîìïþòúðà. Òàêà ñå îôîðìÿ åäíà âñå ïî-óñïåøíà õèáðèäíà

ìàòåìàòèêî-êîìïþòúðíà ñòðàòåãèÿ, ñ ïîìîùòà íà êîÿòî áÿõà ðåøåíè íÿêîè òðóä-

íè àëãîðèòìè÷íî ðàçðåøèìè çàäà÷è â ðàçëè÷íè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà. Ùå

ñïîìåíåì ïîñòðîÿâàíåòî íà íÿêîè îðòîãîíàëíè ëàòèíñêè êâàäðàòè, äîêàçàòåëñò-

âîòî çà íåñúùåñòâóâàíå íà êðàéíà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà îò ðåä 10, äîêàçàòåëñòâîòî

íà òåîðåìàòà çà ÷åòèðèòå öâÿòà.

Ó íàñ ñúùî ñå èçïîëçâà ïîäîáíà ñòðàòåãèÿ. Â ïîñëåäíèòå 30-èíà ãîäèíè ãðóïà

áúëãàðñêè ñïåöèàëèñòè îò ðàçëè÷íè íàó÷íè èíñòèòóòè è âèñøè ó÷åáíè çàâåäåíèÿ,

îáåäèíåíè â ñåìèíàðà ïî
”
Àëãåáðè÷íà è êîìáèíàòîðíà òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî“,

ïîëó÷èõà âàæíè ðåçóëòàòè ñ ïîìîùòà íà ìàòåìàòèêî-êîìïþòúðíè ìåòîäè çà ðå-

øàâàíå íà çàäà÷è îò îáëàñòòà íà òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî.

Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å èçñëåäâàíåòî è ïðåäñòàâÿíåòî íà êëàñîâå øó-

ìîçàùèòíè êîäîâå èìàùè äîáðè õàðàêòåðèñòèêè ïî îòíîøåíèå íà îòêðèâàíå è

êîðèãèðàíå íà ãðåøêè, êàêòî è íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå è ñâúðçàíèòå ñ

òÿõ êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè. Äà ñå íàïðàâÿò êëàñèôèêàöèè íà íÿêîè êëàñîâå îò

íàé-øèðîêî èçïîëçâàíèòå â ïðàêòèêàòà êîäîâå è äà ñå îïðåäåëÿò òåõíè îñíîâíè

õàðàêòåðèñòèêè, ñâúðçàíè ñ âúçìîæíîñòèòå èì çà êîíòðîë íà ãðåøêè. Äà ñå ðàç-

ðàáîòè óäîáíà çà èçïîëçâàíåòî íà òåçè äàííè ïðîöåäóðà, êîÿòî äà ïîçâîëè èçáîðà

íà íàé-ïîäõîäÿù è åôåêòèâåí çà âñÿêî êîíêðåòíî ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå êîä.

Íàðåä ñ òîâà, äà áúäàò ðåøåíè îòâîðåíè ïðîáëåìè îò òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî.

0.1 Îáçîð íà íÿêîè èçâåñòíè ðåçóëòàòè

Ìíîæåñòâîòî îò ðåäèöè ñ ðàâíè äúëæèíè (êîäîâè äóìè) îò áóêâè íà àçáóêàòà
L = {a1, a2, . . . , as} ñå íàðè÷à áëîêîâ êîä èëè ïðîñòî êîä íàä àçáóêàòà L, äúëæèíàòà
n íà êîäîâèòå äóìè - áëîêîâà äúëæèíà, à áðîÿ íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè â êîäîâàòà
äóìà - òåãëî íà êîäîâàòà äóìà. Êîãàòî âñè÷êè êîäîâè äóìè íà åäèí áëîêîâ êîä

èìàò åäíî è ñúùî òåãëî, êîäúò ñå íàðè÷à êîíñòàíòíî-òåãëîâåí.
Ðàçñòîÿíèå ïî Õåìèíã ìåæäó äâå äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà L ñå äåôè-

íèðà êàòî áðîÿ íà ïîçèöèèòå, â êîèòî òåçè äâå äóìè ñå ðàçëè÷àâàò, à ïîä ðàçñòîÿ-
íèå íà äóìà ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà L äî êîä ñå ðàçáèðà íàé-ìàëêîòî Õåìèíãîâî
ðàçñòîÿíèå íà äóìàòà äî êîäîâà äóìà. Ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà êîäà ñå íàðè÷à
ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå ðàçëè÷íè êîäîâè äóìè.
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Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîä å íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî R òàêîâà, ÷å êúëáàòà

ñ ðàäèóñ R, îïèñàíè îêîëî êîäîâèòå äóìè, ïîêðèâàò öÿëîòî n-ìåðíî âåêòîðíî ïðîñ-

òðàíñòâî íàä GF (q). Ðàäèóñúò íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà å ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò
íà ðàäèóñà e íà êúëáàòà, îïèñàíè îêîëî êîäîâèòå äóìè òàêà, ÷å òåçè êúëáà äà íÿ-

ìàò îáùè òî÷êè. Åäíà ñðàâíèòåëíî ïðîñòà äîëíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå

R å ñëåäíàòà: R ≥ e. Êîäîâåòå, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò òàçè ãðàíèöà ñ ðàâåíñòâî, ñå

íàðè÷àò ñúâúðøåíè, à òåçè, çà êîèòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íàäâèøàâà ñ 1 ðàäèóñà
íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà - êâàçè-ñúâúðøåíè.

Íàé-÷åñòî çà àçáóêà L ñå âçåìàò åëåìåíòèòå íà íÿêîå êðàéíî ïîëå GF (q). Àêî

äóìèòå íà åäèí êîä îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò k íàä ïîëåòî

GF (q), êîäúò ñå íàðè÷à q-è÷åí ëèíååí êîä ñ ðàçìåðíîñò k. Ëèíååí êîä ñ äúëæèíà

n, ðàçìåðíîñò k è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d íàä ïîëå ñ q åëåìåíòà ùå îçíà÷àâàìå

ñ [n, k, d]q. Òåçè êîäîâå, ïîðàäè ÿñíàòà ñè ìàòåìàòè÷åñêà ñòðóêòóðà, èìàò åôåê-

òèâíè êîäèðàùè è äåêîäèðàùè àëãîðèòìè, êîåòî ãè ïðàâè ïðåäïî÷èòàíè çà ìíîãî

ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, òåçè êîäîâå èìàò âðúçêè ñ äðóãè êëà-

ñè÷åñêè ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè êàòî ãðóïè, ãðàôè, êîìáèíàòîðíè äèçàéíè, êðàéíè

ãåîìåòðèè è äðóãè, òàêà ÷å òÿõíîòî èçñëåäâàíå ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ è îò ÷èñòî

òåîðåòè÷íà ãëåäíà òî÷êà.

Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå å îñíîâåí ïàðàìåòúð íà êîäà. Àêî êîäúò ñå èçïîëçâà

çà ïîïðàâÿíå íà ãðåøêè è ñå äåêîäèðà ïî ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå,

ðàäèóñúò ìó íà ïîêðèòèå å ìàêñèìàëíîòî òåãëî íà êîðèãèðóåì âåêòîð-ãðåøêà, à

àêî ñå èçïîëçâà çà êîìïðåñèðàíå íà äàííè, å ìÿðêà çà ìàêñèìàëíîòî èì èçêðèâÿ-

âàíå. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íè äàâà ìÿðêà è çà òîâà äàëè åäèí êîä å ìàêñèìàëåí

(êúì íåãî äà íå ìîãàò äà ñå ïðèáàâÿò îùå êîäîâè äóìè áåç äà ñå íàìàëè ìèíèìàë-

íîòî ìó ðàçñòîÿíèå), êîåòî å âúçìîæíî ñàìî àêî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå å ñòðîãî

ïî- ìàëúê îò ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäà.

Èíòåðåñúò êúì ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íàðàñòâà çíà÷èòåëíî ñëåä 1980 ãîäèíà

è âå÷å èìà íàòðóïàíè çíà÷èòåëíî êîëè÷åñòâî èçñëåäâàíèÿ ïî òîçè âúïðîñ. Â èç-

ëÿçëàòà ïðåç 1997 ãîäèíà êíèãà
”
Covering Codes“ [47] ñà öèòèðàíè 714 ðàáîòè, à

àâòîðèòå ïîääúðæàò ïîñòîÿííî äîïúëâàù ñå ñïèñúê â Èíòåðíåò. Âúïðåêè òîâà, å

èçâåñòíî ñðàâíèòåëíî ìàëêî çà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà

îñíîâíè ôàìèëèè êîäîâå è â [48] êàòî îòâîðåí ïðîáëåì å ïîñòàâåíî îïðåäåëÿíåòî

íà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà êëàñîâå êîäîâå.

Ðåäèöà àâòîðè ñà èçïîëçâàëè êîìïþòúð çà ðåøàâàíåòî íà òîçè ïðîáëåì. Ðàäè-

óñèòå íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè, íå íàäìèíàâàùè 31,

ñà ïðåñìåòíàòè îò Downie è Sloane [75], à íà òåçè ñ äúëæèíè 33, 35 è 39 îò Âåëèêîâà

è Ìàíåâ [192]. Ïî-êúñíî Dougherty è Janwa [74] ïðåñìÿòàò ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå
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íà âñè÷êè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè, íå íàäìèíàâàùè 64 è ðàçìåðíîñòè äî 28.

Â [193] å äàäåí íà÷èí çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà íÿêîè äâîè÷íè ñà-

ìîäîïúëíèòåëíè êîäîâå è å ïîëó÷åíà åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà òàêèâà êîäîâå. Â [194]

ñà ðàçãëåäàíè äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíà n = u.v, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò

ïðè ñëåäíîòî ðàçëàãàíå íà ïîëèíîìà xuv − 1 = (x− 1)
(
xu − 1

x− 1

)(
xv − 1

x− 1

)
f1(x) è u

è v ñà äâå âçàèìíî ïðîñòè íå÷åòíè ÷èñëà. Çà äâà îò òåçè êîäîâå ñà äàäåíè ãîðíè

è äîëíè ãðàíèöè, à çà îñòàíàëèòå ñà ïðåñìåòíàòè òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ðàäèóñèòå

èì íà ïîêðèòèå. Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå, äîñòèãàùè

ãðàíèöàòà íà Griesmer, ñà èçñëåäâàíè îò Busschbach, Gerretzen è Tilborg [37] è

Äîäóíåêîâ [67].

Çà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà íå äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå å èçâåñòíî ìàëêî.

Èçâåñòíè ñà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà êîäîâåòå íà Ðèä-Ñîëîìîí è íà íÿêîè Á×Õ

êîäîâå ñ êîíñòðóêòèâíî ðàçñòîÿíèå íàé-ìíîãî 3 [48]. Âåëèêîâà [2] å ïðåñìåòíàëà

ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà êîäîâåòå íàä GF (4) ñ äúëæèíà íå íàäìèíàâàùà 15.

Ôóíêöèÿòà tq[n, k] ñå äåôèíèðà êàòî ìèíèìàëíèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëè-

íåéíèÿ êîä C, êîãàòî C ñå èçìåíÿ â ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè [n, k] êîäîâå íàä GF (q)

çà ôèêñèðàíè n, k è q.

Òàçè ôóíêöèÿ å øèðîêî èçñëåäâàíà çà êîäîâå íàä GF (2) è ñà ïîëó÷åíè ìíîãî

ðåçóëòàòè. Cohen, Karpovsky, Mattson, Jr. è Schatz [48] è Graham è Sloane [103] ñà

îïðåäåëèëè ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ ñòîéíîñòèòå íà t2[n, 1], t2[n, 2],

t2[n, 3], t2[n, 4], t2[n, 5] çà âñÿêî n è ñà ïîñòðîèëè òàáëèöà ñ ãðàíèöè çà t2[n, k] çà

n ≤ 32 â ïúðâàòà ðàáîòà è çà n ≤ 64 - âúâ âòîðàòà. Âñè÷êè ðåçóëòàòè çà ôóíêöèÿòà

t2[n, k], ïîëó÷åíè ñëåä òåçè äâå ðàáîòè, ñà îáîáùåíè â Òàáëèöà 7.1 îò [47].

Ãðàíèöè è òî÷íè ñòîéíîñòè çà ôóíêöèÿòà t3[n, k] ñà äàäåíè â òàáëèöà II îò

[11], à çà t4[n, 2] â [195].

Îñíîâíà ìÿðêà çà âúçìîæíîñòèòå çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà

åäèí øóìîçàùèòåí êîä å íåãîâîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå. Îò òåîðèÿòà íà êîäè-

ðàíåòî å èçâåñòíî, ÷å êîä ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d îòêðèâà äî d− 1 è êîðèãèðà

äî t =

⌊
d− 1

2

⌋
ãðåøêè. Ñëåäîâàòåëíî ïðè ôèêñèðàíà äúëæèíà n, íàé-äîáúð ùå

å êîäúò ñ ìàêñèìàëíîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå dmax. Äîñòàòú÷íî ëè å îáà÷å äà

óñïååì äà êîíñòðóèðàìå åäèí êîä ñ äúëæèíà n è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå dmax è äà

ñìå ñèãóðíè, ÷å òîâà ùå å íàé-ïîäõîäÿùèÿ èçáîð? Îêàçâà ñå, ÷å òîâà íå å òàêà,

çàùîòî èìà è äðóãè âàæíè ìåðêè çà âúçìîæíîñòèòå çà êîíòðîë íà ãðåøêè íà åäèí

øóìîçàùèòåí êîä. Òîâà ñà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà Pue è âåðîÿòíîñòòà

çà êîðåêòíî äåêîäèðàíå Pcorr.

ßñíî å, ÷å êîãàòî èñêàìå äà èçáåðåì [n, k, d] êîä çà êîíêðåòíî ïðèëîæåíèå,
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íàé-äîáðèÿò èçáîð ùå áúäå êîä ñ ìèíèìàëíà âåðîÿòíîñò çà íåîòêðèòà ãðåøêà Pue
(îïòèìàëåí êîä) èëè ñ ìàêñèìàëíà âåðîÿòíîñò çà êîðåêòíî äåêîäèðàíå Pcorr. Ìíîãî

÷åñòî îáà÷å âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà ε íà êîìóíèêàöèîííèÿ êàíàë íå å ôèêñèðàíà

âåëè÷èíà, ò.å. òÿ ìîæå äà ñå ïðîìåíÿ ïî âðåìå íà ïðåäàâàíåòî íà äàííè. Òîãàâà

êîä, êîéòî å îïòèìàëåí çà ε′ 6= ε, ìîæå äà íå å îïòèìàëåí çà p. Â òàêúâ ñëó÷àé

å óäà÷íî äà èìàìå êðèòåðèé, ñïîðåä êîéòî äà îïðåäåëÿìå äîêîëêî äàäåí êîä å

ïîäõîäÿù çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè.

Ùå êàçâàìå, ÷å åäèí êîä C å t-ïîäõîäÿù (èëè ñàìî ïîäõîäÿù, êîãàòî êîäúò ñå

èçïîëçâà ñàìî çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè) àêî ôóíêöèÿòà Pue å ìîíîòîííà â öåëèÿ

èíòåðâàë [0, q−1
q

] [132]. Äèñêðåòíè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ åäèí [n, k, d]q êîä äà áúäå

t-ïîäõîäÿù ñà ïðåäñòàâåíè â ðàáîòèòå íà Äîäóíåêîâà, Äîäóíåêîâ è Íèêîëîâà [3,

70, 71].

Ïîñî÷åíèòå êðèòåðèè è âåðîÿòíîñòèòå Pue è Pcorr çàâèñÿò îò òåãëîâîòî ðàç-

ïðåäåëåíèå íà êîäîâèòå äóìè, íà äóìèòå â ñúñåäíèòå êëàñîâå è íà òåãëàòà íà

ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà êîäà. Çà ñúæàëåíèå, òåçè ðàçïðåäåëåíèÿ ñà îïðå-

äåëåíè ñàìî çà ìíîãî ìàëúê áðîé êîäîâå. Èçâåñòíè ñà òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ

íà êîäîâèòå äóìè íà ñúâúðøåíèòå êîäîâå [145] (êîäîâåòå ñ ïîâòîðåíèå è òåõíèòå

äóàëíè, êîäîâåòå íà Õåìèíã è ñèìïëåêñ êîäîâåòå, êîäîâåòå íà Golay), íà êîäîâå-

òå íà Reed-Muller îò ïúðâè è âòîðè ðåä [145], íà íÿêîè òåõíè ïîäêîäîâå [123], íà

êîðèãèðàùèòå äî 3 ãðåøêè Á×Õ êîäîâå [141], íà ÌÄÐ êîäîâåòå [168], íà ÌÄÌ êî-

äîâåòå [84, 85, 163], íà ïî÷òè ÌÄÐ êîäîâåòå [61, 68, 84]. Òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ

íà ñúîòâåòíèòå äâîè÷íè êîäîâå íà íÿêîè êîäîâå íà Reed -Solomon ñà èçñëåäâàíè

â [116, 125, 135, 170, 173, 174]

Ïðåç 1978 ã. Berlecamp, McEliece and Van Tilborg [14] ïîêàçâàò, ÷å îïðåäåëÿ-

íåòî íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîä å NP-òðóäíà çàäà÷à, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å

îïðåäåëÿíåòî íà òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà êîä å NP-òðóäåí ïðîáëåì. Ïðåç 1984

ãîäèíà McLoughlin [154] ïîêàçâà, ÷å çàäà÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà ãîðíà ãðàíèöà çà

ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä å
∏

2-ïúëíà, à îòòóê ñëåäâà, ÷å è îïðåäåëÿ-

íåòî íà òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà äóìèòå â ñúñåäíèòå êëàñîâå è íà ëèäåðèòå

íà ñúñåäíè êëàñîâå ñà ñúùî èç÷èñëèòåëíî òðóäíè çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëíî îïðåäå-

ëÿíåòî íà òåçè òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ çà êîíêðåòíè êëàñîâå êîäîâå å èíòåðåñíà,

êàêòî îò ïðàêòè÷åñêà, òàêà è îò èçñëåäîâàòåëñêà ãëåäíà òî÷êà, çàäà÷à. Îñíîâíèòå

ðåçóëòàòè îò èçñëåäâàíèÿòà ïî òîçè ïðîáëåì ñà ñúáðàíè â
”
Handbook on Coding

Theory“ [169] è â ìîíîãðàôèèòå
”
Covering Codes“ [47],

”
Error detecting codes“ [132]

è
”
Codes for error detection“ [134].

Ëèíåéíèÿò [n, k] êîä C ñå íàðè÷à öèêëè÷åí, àêî çà âñÿêà êîäîâà äóìà c =

(c0, c1, . . . , cn−1), êîÿòî ïðèíàäëåæè íà C, äóìàòà c′ = (cn−1, c0, . . . , cn−2) ñúùî ïðè-
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íàäëåæè íà òîçè êîä. Àêî ðàçãëåäàìå êîäîâèòå äóìè îò C, ÷èèòî ïúðâè j èí-

ôîðìàöèîííè êîîðäèíàòè ñà 0 è èçòðèåì òåçè êîîðäèíàòè îò êîäîâèòå äóìè, ùå

ïîëó÷èì [n − j, k − j] êîä. Òåçè êîäîâå íàðè÷àìå ñêúñåíè öèêëè÷íè (CRC) êîäî-

âå. CRC êîäîâåòå íå ñà öèêëè÷íè êîäîâå â îáùèÿ ñëó÷àé, íî èìàò ïîíå ñúùèòå

âúçìîæíîñòè çà êîíòðîë íà ãðåøêè, êàêòî è öèêëè÷íèÿ êîä, îò êîéòî ñà ïîëó-

÷åíè. CRC êîäîâåòå îòêðèâàò âñÿêà åäèíè÷íà ãðåøêà è âñè÷êè ãðóïè îò ãðåøêè

ñ äúëæèíà äî áðîÿ íà ïðîâåðî÷íèòå èì ñèìâîëè. Òîâà, êàêòî è èçêëþ÷èòåëíî

áúðçèòå è ëåñíè çà èìïëåìåíòèðàíå êîäèðàùè è äåêîäèðàùè àëãîðèòìè, ïðàâÿò

CRC êîäîâåòå èçêëþ÷èòåëíî ïîïóëÿðíè çà ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå. Òîâà å ïðè-

÷èíàòà è íÿêîè CRC êîäîâå äà áúäàò ñòàíäàðòèçèðàíè. Â ìîìåíòà ñà èçâåñòíè 27

ñòàíäàðòèçèðàíè êîäà ñ îò 1 äî 64 ïðîâåðî÷íè áèòà.

CRC êîäîâåòå ñà áèëè îáåêò íà ìíîãî èçñëåäâàíèÿ: [39, 40, 92, 93, 128, 132,

134, 136, 155, 172, 202, 203, 204] è äð. Çà ñúæàëåíèå, òå ïîêàçâàò, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò

ñòàíäàðòèçèðàíèòå êîäîâå ñà ñ ïî-ëîøî ïîâåäåíèå â ñðàâíåíèå ñ íÿêîè íå ñòàíäàð-

òèçèðàíè CRC êîäîâå. Îñíîâíàòà ïðè÷èíà çà òîâà å, ÷å íÿìà ïóáëèêóâàíè äîñòà-

òú÷íî äàííè, çà äà ìîæå äà ñå ïîäáåðå íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà êîíêðåòíî ïðàêòè÷åñêî

ïðèëîæåíèå. Òàçè ëèïñà ñòàâà îñîáåíî îñåçàåìà â ïîñëåäíèòå ãîäèíè, êîãàòî ñîô-

òóåðíèòå èìïëåìåíòàöèè íà êîäèðàíåòî è äåêîäèðàíåòî ñà ïðåîáëàäàâàùè. È àêî

ïðåäè íàëè÷èåòî íà åâòèí ÷èï, êîéòî äà ïðàâè òîâà, å áèë åäèí îò ìîòèâèòå äà ñå

èçáåðå ñòàíäàðòèçèðàí êîä, ñåãà êàðòèíàòà å ïðîìåíåíà. À è âñå ïî-íàðàñòâàùîòî

äîáàâÿíå íà êîìïþòúðíî óïðàâëåíèå êúì íàé-ðàçíîîáðàçíè óðåäè è ìåõàíèçìè å

ñâúðçàíî è ñ ïðèëàãàíåòî íà íÿêàêúâ CRC êîä. Ñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàíåòî íà òåã-

ëîâèíòå ñïåêòðè íà CRC êîäîâåòå å îñîáåíî èíòåðåñíà çàäà÷à, êàêòî ñ òåîðåòè÷íî

òàêà è ñ ïðàêòè÷åñêî çíà÷åíèå. Äðóã âàæåí ïðîáëåì å ïðåäëàãàíåòî íà ïðîöåäó-

ðà, êîÿòî äà ïîçâîëè íà ïîòðåáèòåëèòå åôåêòèâåí èçáîð íà íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà

êîíêðåòíîòî ïðèëîæåíèå êîä.

Ñâîéñòâîòî íîðìàëèçèðàíîñò è ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà (amalgamated direct

sum ADS) íà äâîè÷íè êîäîâå ñà âúâåäåíè â [103], çà äà ïîìîãíàò ïðè êîíñòðóèðà-

íåòî íà
”
ïîêðèâàùè êîäîâå“, ò.å. êîäîâå ñ ìàëêè ðàäèóñè íà ïîêðèòèå â ñðàâíåíèå

ñ äðóãèòå ñúñ ñúùàòà äúëæèíà è ðàçìåðíîñò. Ïîäõîäúò èçèñêâà ó÷àñòâàùèòå â

ñìåñåíàòà äèðåêòíà ñóìà êîäîâå äà ñà íîðìàëèçèðàíè. Åäíî ñâîéñòâî íà êîäà, êî-

åòî íå ñå óñòàíîâÿâà ëåñíî. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñà ïðàâåíè èçñëåäâàíèÿ îò ðàçëè÷íè

àâòîðè [47, 48, 49, 50, 103, 115, 119, 130], çà äà ñå îòãîâîðè íà âúïðîñà: êîè êîäîâå

ñà íîðìàëèçèðàíè. Äî òîçè ìîìåíò å èçâåñòíî, ÷å íîðìàëèçèðàíè ñà êîäîâåòå ñ

n ≤ 15 èëè k ≤ 5 èëè d ≤ 4 èëè R ≤ 3 èëè d ≥ 2R− 1 èëè n− k ≤ 9.

Åäíà îò îñíîâíèòå òåõíèêè â ñúâðåìåííèòå âèñîêîñêîðîñòíè îïòè÷íè êîìó-

íèêàöèè, êîÿòî ïîçâîëÿâà íà ìíîãî ïîòðåáèòåëè åäíîâðåìåííî äà èçïîëçâàò åäíà
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è ñúùà ïðåíîñíà ñðåäà, å optical code division multiple accesses (OCDMA) òåõíè-

êàòà. OCDMA ðàáîòè àñèíõðîííî, áåç öåíòðàëèçèðàí êîíòðîë è ïðè íåÿ íÿìà

êîíôëèêò ìåæäó ïðåäàâàíèòå ïàêåòè ñ èíôîðìàöèÿ. Èìàìå N íà áðîé äâîéêè,

êîèòî ñè êîìóíèêèðàò ïðåç îïòè÷íàòà ìðåæà. Çà äà ñå èçïðàòè èíôîðìàöèÿ îò

ïîòðåáèòåëÿ j äî ïîòðåáèòåëÿ k, êúì èíôîðìàöèÿòà íà j ñå äîáàâÿ äîïúëíèòåëíà

êîäîâà ïîñëåäîâàòåëíîñò, êîÿòî ïîçâîëÿâà íà k äà îòäåëè ïðåäíàçíà÷åíàòà çà íåãî

èíôîðìàöèÿ îò öåëèÿ èíôîðìàöèîíåí ïîòîê, ïðèñòèãàù ïðè ïðèåìíèêà. Çà öåëòà

å íåîáõîäèìî äà ñå ðàçðàáîòÿò êîäîâè ïîñëåäîâàòåëíîñòè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò

ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:

1) âñÿêà ïîñëåäîâàòåëíîñò òðÿáâà äà áúäå ëåñíî ðàçëè÷èìà îò âñè÷êè äðóãè

ïîñëåäîâàòåëíîñòè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè íåéíîòî öèêëè÷íî çàâúðòàíå;

2) âñÿêà ïîñëåäîâàòåëíîñò òðÿáâà äà áúäå ëåñíî ðàçëè÷èìà îò âñè÷êè äðóãè

ïîñëåäîâàòåëíîñòè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè öèêëè÷íîòî çàâúðòàíå íà îñòàíàëèòå

èçïîëçâàíè ïîñëåäîâàòåëíîñòè èëè îò íÿêîå òÿõíî öèêëè÷íî çàâúðòàíå.

Åäíî ðåøåíèå íà òîçè ïðîáëåì ñà ïðåäëîæåíèòå ïðåç 1989 ãîäèíà îò Salehi

[175] îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå (Optical Orthogonal Codes - OOC). Îïòè÷íè-

ÿò îðòîãîíàëåí êîä å êîíñòàíòíî-òåãëîâåí áëîêîâ êîä, ò.å. ìíîæåñòâî îò äâîè÷íè

ïîñëåäîâàòåëíîñòè (êîäîâè äóìè) ñ äúëæèíà v è òåãëî k, êîèòî èìàò ñïåöèàë-

íè àâòîêîðåëàöèîííè è êðîñêîðåëàöèîííè ñâîéñòâà. Ïî-òî÷íî, íèñêèòå ñòîéíîñòè

íà àâòîêîðåëàöèÿòà ïîçâîëÿâàò äà ñå óäîâëåòâîðè ïúðâîòî óñëîâèå, à íà êðîñ-

êîðåëàöèÿòà - âòîðîòî. Îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå èìàò ñúùî ïðèëîæåíèÿ

â ìîáèëíèòå ðàäèî êîìóíèêàöèè, êîìóíèêàöèèòå íà áàçàòà íà ðàçïðúñíàò ñïåê-

òúð, äèçàéí íà ñèãíàëè çà ðàäàðè è ñîíàðè, êîíñòðóèðàíå íà ïîñëåäîâàòåëíîñòè

çà àêòèâíè M ïîòðåáèòåëÿ èçìåæäó T â êàíàëè ñ êîëèçèè è áåç îáðàòíà âðúç-

êà [17, 46, 53]. Òåçè êîäîâå ñà øèðîêî èçñëåäâàíè è ñà èçâåñòíè ðàçëè÷íè òåõíè

êîíñòðóêöèè [34, 35, 45, 46, 89, 157, 206]. Âñè÷êè èçáðîåíè èçñëåäâàíèÿ îñòàâÿò

îòâîðåí âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå çà ïàðàìåò-

ðèòå, çà êîèòî íÿìà êîíñòðóêöèè è äîêàçàòåëñòâà çà íåñúùåñòâóâàíåòî èì, êàêòî

è çà ïîëó÷àâàíåòî íà êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà òÿõ.

0.2 Ñòðóêòóðà íà èçëîæåíèåòî

Ðàáîòàòà ñúäúðæà, îñâåí íàñòîÿùèÿ óâîä, ñåäåì ãëàâè è ïðèëîæåíèå.

Â ãëàâà 1 ñà âúâåäåíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è òâúðäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà êîäè-

ðàíåòî, êîèòî ñà èçïîëçâàíè ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî. Äàäåíè ñà ãîðíè è äîëíè

ãðàíèöè çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîä è çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà tq[n, k].
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Â ãëàâà 2 ñà ðàçãëåäàíè ïàðàìåòðèòå, îïðåäåëÿùè âúçìîæíîñòèòå çà îòêðè-

âàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè, íà ëèíååí êîä.

Ïúðâèÿò ðàçäåë ïðåäñòàâÿ òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè, ñïîðåä êîèòî ìèíèìàëíîòî

ðàçñòîÿíèå, ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå, òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà êîäà, íà ñúñåä-

íèòå ìó êëàñîâå è íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ñà ïàðàìåòðèòå îïðåäåëÿùè

ïîâåäåíèåòî íà åäèí ëèíååí êîä ïðè îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè.

Ðàçäåë 2.2 å ïîñâåòåí íà ñëîæíîñòòà íà çàäà÷èòå çà ïðåñìÿòàíå íà ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå, ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå íà êîä. Äåôèíèðàíè ñà

êëàñîâåòå íà ñëîæíîñò P, NP êàêòî è éåðàðõèÿòà íà çàäà÷èòå ðåøàâàíè çà ïîëè-

íîìíî âðåìå. Ïîêàçàíî å, ÷å çàäà÷èòå çà îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå íà êîäîâåòå,

îáåêò íà èçñëåäâàíå â äèñåðòàöèÿòà, ñà NP-òðóäíè.

Ìåòîäèòå çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå è íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

íà ëèíååí êîä, èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà ðàçãëåäàíè â ðàçäåë 2.3. Îïèñà-

íè ñà è îñîáåíîñòèòå íà ïðîãðàìíàòà èì ðåàëèçàöèÿ, êîÿòî å íàïðàâåíà íà åçèêà

Ñ++. Ïðåäñòàâåíèòå â òîçè ðàçäåë ìåòîäè ñà îáùè è ðàáîòÿò çà âñÿêàêâè ëèíåé-

íè êîäîâå. Ñïåöèôè÷íè àëãîðèòìè è òåõíèòå ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè, èçïîëçâàíè

çà ðåøàâàíåòî íà êîíêðåòíè çàäà÷è, ñà îïèñàíè â ñëåäâàùèòå ãëàâè, êúäåòî ñå

ðàçãëåæäàò è ðåøåíèòå ñ òÿõíà ïîìîù çàäà÷è.

Â 2.3.1 ñà äàäåíè àëãîðèòìè çà åôåêòèâíî ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî ðàç-

ïðåäåëåíèå (êîåòî âêëþ÷âà è îïðåäåëÿíåòî íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå) íà q-

è÷åí ëèíååí êîä áàçèðàíè íà êîäà íà Grey. Çà ðàçëèêà îò äðóãè àëãîðèòìè (âèæ

[105, 151, 177, 200]), ðàçðàáîòåíè çà öèêëè÷íè êîäîâå, òåçè ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò

çà âñåêè ëèíååí êîä áåç äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ êúì ñòðóêòóðàòà ìó îñâåí ëè-

íåéíîñò. Òå ïðåñìÿòàò öÿëîòî òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå íà êîäà, à íå ñàìî ïúðâèòå

íÿêîëêî òåãëà, êàêòî å â [12].

Òðèòå îñíîâíè ìåòîäà çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà êîä, èçïîëç-

âàíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà äàäåíè â 2.3.2. Òå ñúùî ñå áàçèðàò ñàìî íà ëèíåéíîñòòà

íà êîäîâåòå è íå îò÷èòàò äðóãè ñïåöèôè÷íè îñîáåíîñòè íà ñòðóêòóðàòà íà êîäà.

Îïèñàíè ñà îñîáåíîñòèòå íà òåõíèòå êîìïþòúðíè èìïëåìåíòàöèè è å ïðåñìåòíàòà

ñëîæíîñòòà èì ïî âðåìå è ïàìåò. Ïúðâèÿò è âòîðèÿò îò òåçè ìåòîäè ìîãàò äà ñå

èçïîëçâàò è çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè

êëàñîâå è íà òåãëàòà íà âåêòîðèòå â ñàìèòå ñúñåäíè êëàñîâå.

Â êðàÿ íà ðàçäåëà ñà êîìåíòèðàíè íà÷èíèòå çà ïðîâåðêà íà êîðåêòíîñòòà íà

ïîëó÷åíèòå, ñ ðàçðàáîòåíèòå â äèñåðòàöèÿòà ïðîãðàìíè ñðåäñòâà, ðåçóëòàòè.

Â ãëàâà 3 ñà îïðåäåëåíè ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà íÿêîè êëàñîâå ëèíåéíè

êîäîâå.

Â ðàçäåë 3.1 ñà ïðåñìåòíàòè ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè òðîè÷íè íå-
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ãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ ÷åòíè äúëæèíè äî 26. Íàïðàâåíà å êëàñèôèêàöèÿ íà òåçè

êîäîâå êàòî ñà èçïîëçâàíè íÿêîè òåõíè àëãåáðè÷íè ñâîéñòâà è ñïåöèàëíî ðàçðà-

áîòåí çà òîâà ñîôòóåð. Çà 22 îò êîäîâåòå ñà èçïîëçâàíè ðàçëè÷íè ìàòåìàòè÷åñêè

ñúîáðàæåíèÿ, çà äà áúäàò îïðåäåëåíè ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå, à çà îñòàíàëèòå

- êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 3.1.1 â ïðèëî-

æåíèåòî. Ïðåñìåòíàòè ñà è ìèíèìàëíèòå ðàçñòîÿíèÿ è òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ

íà òåçè êîäîâå. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè âîäÿò äî çàòâàðÿíå íà 7 îò îòâîðåíèòå ñëó-

÷àè çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà t3[n, k], à çà äðóãè òðè ñà ïîäîáðåíè ãîðíèòå

ãðàíèöè.

Ñèñòåìàòè÷íî èçñëåäâàíå íà âúçìîæíèòå ïàðàìåòðè íà äâîè÷íè è òðîè÷íè

êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìàëêè ðàçìåðíîñòè å íàïðàâåíî â ðàçäåë 3.2. Ïúð-

âî å ïðåäñòàâåí ñïèñúê îò áåçêðàéíè ôàìèëèè îò êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå, êîé-

òî âêëþ÷âà âñè÷êè èçâåñòíè äâîè÷íè, òðîè÷íè è ÷åòâúðòè÷íè êîäîâå. Ñëåä òî-

âà ñà äàäåíè èçâåñòíèòå íè ñïîðàäè÷íè ïðèìåðè íà äâîè÷íè è òðîè÷íè êâàçè-

ñúâúðøåíè êîäîâå. Êëàñèôèöèðàíè ñà âñè÷êè äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñòè äî 9 è âñè÷êè òðîè÷íè ñ ðàçìåðíîñòè äî 6. Ïîëó÷åíè ñà è ÷àñòè÷íè

êëàñèôèêàöèè çà êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 14. Äàäåíè ñà íîâè ïðèìåðè íà êâàçè-

ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò 5 è òàêà å äàäåí îòãîâîð

íà ïîñòàâåíèÿ îò Etzion è Mounits â [81] îòâîðåí âúïðîñ äà ñå íàìåðÿò íîâè òàêèâà

êîäîâå èëè äà ñå äîêàæå, ÷å èçâåñòíèòå äî òîãàâà ñà åäèíñòâåíè.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å çà âñÿêà ðàçìåðíîñò èìà ñàìî íÿêîëêî

âúçìîæíè äúëæèíè, çà êîèòî ñúùåñòâóâàò êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå. Çà íÿêîè ïà-

ðàìåòðè ñà íàìåðåíè ñòîòèöè è äîðè õèëÿäè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå, êîåòî ïî-

êàçâà, ÷å óñëîâèåòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå äà ïðåâèøàâà ñ åäíî ðàäèóñà íà ñôåðè÷-

íàòà îïàêîâêà íå å òîëêîâà ðåñòðèêòèâíà õàðàêòåðèñòèêà íà êîäà. Èçñëåäâàíåòî

ïîñòàâÿ è äâà îòâîðåíè âúïðîñà ñâúðçàíè ñúñ ñúùåñòâóâàíåòî íà äðóãè êâàçè-

ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò 8, îñâåí äâîè÷íèòå êîäîâå

ñ ïîâòîðåíèå, è çà ãîðíà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êâàçè-ñúâúðøåí

êîä.

Â ñëåäâàùèòå òðè ðàçäåëà îò äèñåðòàöèÿòà ñà îïðåäåëåíè íÿêîè ñòîéíîñòè

íà ôóíêöèÿòà t2[n, k].

Â ðàçäåë 3.3 å èçïîëçâàíà êëàñèôèêàöèÿ íà êîäîâå ñúñ çàäàäåíè ïàðàìåòðè

çà äà ñå äîêàæå íåñúùåñòâóâàíåòî èì. Ïúðâî ñà îïðåäåëåíè âúçìîæíèòå ñòîé-

íîñòè íà äóàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäîâåòå, êîèòî ùå ñå êëàñèôèöèðàò. Ñëåä òîâà

å èçïîëçâàíî êîìïþòúðíî òúðñåíå çà êîäîâå ñ ôèêñèðàíè äúëæèíà, ðàçìåðíîñò,

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ êîä. Òîâà å íàïðàâåíî

çà êîäîâå ñ ïàðàìåòðè îòãîâàðÿùè íà ïúðâèòå 6 îòâîðåíè ñëó÷àÿ çà ñòîéíîñòè íà
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t2[n, k] è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ðàâåí íà äîëíàòà ãðàíèöà çà òåçè ñòîéíîñòè. Îêàçà

ñå, ÷å êîäîâå ñ òúðñåíèòå ïàðàìåòðè íå ñúùåñòâóâàò è òúé êàòî ãîðíàòà è äîëíàòà

ãðàíèöà çà t2[n, k] â òåçè ñëó÷àè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ñ 1 áÿõà îïðåäåëåíè ñòîé-

íîñòèòå íà t2[17, 6] = 5, t2[17, 8] = 4, t2[18, 7] = 5 , t2[19, 7] = 5, t2[20, 8] = 5 è

t2[21, 7] = 6. Êàòî ñëåäñòâèå áÿõà îïðåäåëåíè è 4 íîâè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà

l(m,R) - ìèíèìàëíàòà äúëæèíà íà êîä ñ ðàçìåðíîñò m è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R.

Ïîêàçàíî å ñúùî òàêà, ÷å ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí [14, 6] êîä ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå 3.

Â ðàçäåë 3.4 ñà îïðåäåëåíè ìèíèìàëíèòå ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè

äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6 êàòî å ïîêàçàíî, ÷å

t2[n, 6] =
⌊
n− 8

2

⌋
, for n ≥ 18.

Ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà çà äúëæèíè ïî-ìàëêè îò 18 áÿõà èçâåñòíè îò Òàáëèöà

7.1 îò [47]. Êëàñèôèöèðàíè ñà ñúùî âñè÷êè äâîè÷íè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò äî 6 è

äúëæèíà äî 15 èìàùè ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Íà îñíîâàòà íà òàçè êëà-

ñèôèêàöèÿ å ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿâàùà äà ñå îïðåäåëè ïîðàæäàùà

ìàòðèöà çà âñåêè êîä ñ ðàçìåðíîñò äî 6 è ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Ïîêà-

çàíè ñà è ïðèìåðè çà êîíñòðóèðàíå íà êîäîâå ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è

ðàçìåðíîñòè ïî-ãîëåìè îò 6.

Â ïîñëåäíèÿ ðàçäåë îò òðåòà ãëàâà ñà èçñëåäâàíè òðîè÷íèòå ëèíåéíè êîäîâå

ñ ðàçìåðíîñò 4. Íàïðàâåíà å êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè òðîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñò 4 è íà áàçàòà íà òàçè êëàñèôèêàöèÿ ñà îïðåäåëåíè íÿêîè íåèçâåñòíè

ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà t3[n, 4].

Â ÷åòâúðòà ãëàâà å èçñëåäâàíî ïîâåäåíèåòî íà øóìîçàùèòíè êîäîâå ïðè îò-

êðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè.

Â ðàçäåë 4.1 ñà ïðåñìåòíàòè òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà êîäîâèòå äóìè, íà

ñúñåäíèòå êëàñîâå è íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà äâîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäî-

âå ñ äúëæèíè äî 33, íà òðîè÷íèòå öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî

20 è íà íÿêîè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 33, èìàùè ìàêñèìàëíî ìèíè-

ìàëíî ðàçñòîÿíèå. Ñ ïðîãðàìà, íàïèñàíà íà Maple, e ïðîâåðåíà ìîíîòîííîñòòà íà

ôóíêöèÿòà Pue çà êðàåí áðîé òî÷êè îò èíòåðâàëà ε ∈ [0, q−1
q

], êàòî ïî òîçè íà÷èí ñà

îïðåäåëåíè êîäîâåòå, êîèòî íå ñà ïîäõîäÿùè çà êîíòðîë íà ãðåøêè. Ðåçóëòàòèòå

ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 4.1.1 - 4.1.4 â ïðèëîæåíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà.

Öèêëè÷íèòå êîäîâå ñà âàæåí êëàñ íà ëèíåéíèòå êîäîâå. Òå ñà èíòåðåñíè îò

òåîðåòè÷íà ãëåäíà òî÷êà çàðàäè áîãàòàòà ñè àëãåáðè÷íà ñòðóêòóðà. Èçñëåäâàíè-

ÿòà íà òàçè ñòðóêòóðà ñà äîâåëè äî ðàçðàáîòâàíåòî íà ìåòîäè çà êîíñòðóèðàíå

íà òàêèâà êîäîâå ñ ãîëÿìî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå êàêâèòî ñà Á×Õ êîäîâåòå è
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êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷íèòå êîäîâå, êàêòî è íà åôåêòèâíè ìåòîäè çà äåêîäèðàíå êà-

êúâòî å Meggit äåêîäåðà. Â ðàçäåë 4.2 å ïðåäëîæåí ìåòîä çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâ-

íîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñúñåäíèòå êëàñîâå íà öèêëè÷íè êîäîâå êàòî å èçïîëçâàíà

àëãåáðè÷íàòà èì ñòðóêòóðà. Êàòî èëþñòðàöèÿ íà ìåòîäà ñà ïðåñìåòíàòè òåãëîâ-

íèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà âñè÷êè òðîè÷íè öèêëè÷íè

êîäîâå ñ äúëæèíè äî 14.

Â ðàçäåë 4.3 å ðàçãëåäàí òðîè÷íèÿò êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí [13, 7, 5] êîä è å

ïðåñìåòíàòî, ÷å ðàäèóñúò ìó íà ïîêðèòèå å 3, ò.å. êîäúò å êâàçè-ñúâúðøåí. Ïî-

êàçàíî å, ÷å êîäúò å ïîäõîäÿù çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè è, êàòî å

èçïîëçâàíà äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ñòðóêòóðàòà íà êîäà, ñà ïðåäëîæåíè

äâà äåêîäèðàùè àëãîðèòúìà. Âòîðèÿò àëãîðèòúì å îñîáåíî åôåêòèâåí çàùîòî íà-

ìèðàíåòî íà ïîçèöèèòå íà ãðåøêèòå è äåêîäèðàíåòî èçïîëçâàò òàáëèöà ñàìî ñ 12

åëåìåíòà îò GF(27).

Íà áàçàòà íà áîãàòà ãàìà îò ïðîñòè ïðèìåðè, â ðàçäåë 4.4 ñà äåìîíñòðèðàíè

èíòåðåñíè ôàêòè, êîèòî ñà ïîëåçíè ïðè ðåøàâàíåòî íà ïðàêòè÷åñêè ïðîáëåìè â

ñúâðåìåííèòå êîìóíèêàöèè. Ïîêàçàíî å, ÷å êîäîâå ñ åäíàêâè îñíîâíè ïàðàìåòðè

êàòî äúëæèíà, ðàçìåðíîñò, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ìîãàò äà

èìàò ðàçëè÷íî ïîâåäåíèå ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè. Ðåøåí å, ïîñòàâåíèÿò â êíèãàòà

íà MacWilliams and Sloane [145], îòâîðåí ïðîáëåì 5.1 (ãëàâà 5, ñòð. 132).

Ãëàâà 5 ðàçãëåæäà ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà

CRC êîäîâå.

Â ðàçäåë 5.1 å íàïðàâåí îáçîð íà ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå íà ãðåøêè íà

ñòàíäàðòèçèðàíè CRC êîäîâå. Ïðåäñòàâåíè ñà èçâåñòíèòå ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà

òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà CRC êîäîâåòå. Ñðàâíåíè ñà ñòàíäàðòèçèðàíè CRC

êîäîâå è å ïîêàçàíî, ÷å íÿêîè îò òÿõ ñà ëîø èçáîð çà ïî÷òè âñè÷êè äúëæèíè. Òàêúâ

ïðèìåð å DARK, êîéòî å îïòèìàëåí çà äúëæèíà 8, íî çà äúëæèíè ïî-ãîëåìè îò 10

èìà âåðîÿòíîñò çà íåîòêðèòà ãðåøêà çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿìà îò îïòèìàëíàòà. Äîðè

çà äúëæèíèòå, çà êîèòî å ñòàíäàðòèçèðàí òîçè êîä, òîé èìà ïîâåäåíèå ìíîãî ïî-

ëîøî îò äðóãè CRC êîäîâå.

Â ðàçäåë 5.2 ñà ðàçãëåäàíè ïîëèíîìè îò 8-ìà ñòåïåí íàä GF(2), êîèòî ñà ïîä-

õîäÿùè çà ïîðàæäàùè ïîëèíîìè íà CRC êîäîâå. Òåõíèòå ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ,

âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà è ñâîéñòâîòî äà ñà ïîäõîäÿùè ñà ñðàâíåíè ñ

êîäà èçïîëçâàí â ATM ñòàíäàðòà. Ïðåñìåòíàòè ñà ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå è

òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå èì êëàñîâå. Íàìåðåíè ñà äâà

ïî-äîáðè îò ATM ñòàíäàðòà êîäîâå çà äúëæèíà 40, íà êîÿòî ñòàíäàðòèçèðàíèÿ

êîä ñå èçïîëçâà.

CRC êîäîâåòå ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì îò 16 ñòåïåí íàä GF(2), êîèòî ìîãàò äà
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ñå èçïîëçâàò çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè â êîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè, ñà èçñëåäâàíè

â ðàçäåë 5.3. Íàïðàâåíà å ïúëíà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè òàêèâà êîäîâå. Êàêòî

è â èçñëåäâàíåòî íà êîäîâåòå îò ïðåäèøíèÿ ðàçäåë, ñà ïðåñìåòíàòè ìèíèìàëíèòå

èì ðàçñòîÿíèÿ, âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà è ñâîéñòâîòî äà ñà ïîäõîäÿùè
çà äúëæèíè îò 18 äî 1024. Íàïðàâåíè ñà ñðàâíåíèÿ è ñà îïðåäåëåíè îïòèìàëíèòå,

ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà è ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå,

êîäîâå çà âñÿêà îò òåçè äúëæèíè. Ïîêàçàíî å, ÷å ñ ìíîãî ìàëêè èçêëþ÷åíèÿ,

ñòàíäàðòèçèðàíèòå êîäîâå èìàò ïîâåäåíèå ïî-ëîøî îò îïòèìàëíîòî.

Â ðàçäåë 5.4 ñà ïðîäúëæåíè èçñëåäâàíèÿòà âúðõó ïîâåäåíèåòî íà CRC êî-

äîâå îò ïðåäèøíèòå äâà ðàçäåëà. Â òîçè ðàçäåë å íàïðàâåíà ïúëíà êëàñèôè-

êàöèÿ íà âñè÷êè ïîëèíîìè íàä GF(2) äî 10-òà ñòåïåí, êîèòî ìîãàò äà áúäàò

ïîðàæäàùè ïîëèíîìè íà CRC êîäîâå. Ïðåñìåòíàòè ñà âñè÷êè íåîáõîäèìè äàí-

íè çà îöåíêàòà íà ïîâåäåíèåòî èì çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè. Äàí-

íèòå ñà íà ðàçïîëîæåíèå íà âñè÷êè, çà êîèòî áèõà ïðåäñòàâëÿâàëè èíòåðåñ, íà

http://www.moi.math.bas.bg/∼tsonka. Ïðåäëîæåíà å áúðçà è ëåñíà ïðîöåäóðà

çà èçáîð íà îïòèìàëåí çà êîíêðåòíî ïðèëîæåíèå êîä. Ðàçãëåäàíè ñà ñúùî è êîäî-

âå ñ äúëæèíè ïî-ãîëåìè îò ðåäà íà ïîëèíîìà, òúé êàòî â ïðàêòèêàòà ñå èçïîëçâàò

è òàêèâà êîäîâå. Èçâåäåíà å ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà áðîÿ íà êîäîâèòå èì äóìè

ñ ìèíèìàëíî òåãëî. Òîçè áðîé å âàæåí ïðè îöåíêàòà íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà

ãðåøêà íà êîäà.

Â ãëàâà 6 ñà èçñëåäâàíè íÿêîè õàðàêòåðèñòèêè íà øóìîçàùèòíè êîäîâå ñâúð-

çàíè ñ òåõíèòå âúçìîæíîñòè çà êîíòðîë íà ãðåøêè.

Â ðàçäåë 6.1 ñà ïðåñìåòíàòè íþòîíîâèòå ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè äâî-

è÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 31, íà äâîè÷íèòå êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíè-

ìàëíî ðàçñòîÿíèå ñ äúëæèíè äî 33 è íà âñè÷êè òðîè÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷è-

íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 22. Òîçè ïàðàìåòúð íà êîäà ïîêàçâà ìàêñèìàëíîòî òåãëî

íà êîðèãèðóåìèòå ïî åäèíñòâåí íà÷èí ãðåøêè. Òîé å ïîëåçåí ïðè ðàçðàáîòâàíå íà

äåêîäèðàùè àëãîðèòìè, ðàáîòåùè íàä ãðàíèöàòà íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà.

Ëèíåéíè êîäîâå ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå ñà ðàçãëåäàíè â ðàçäåë

6.2. Ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúðíî òúðñåíå, ñà îïðåäåëåíè âúçìîæíîñòèòå çà íåðàâ-

íîìåðíà çàùèòà íà âñè÷êè òðîè÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè

äî 26, êîèòî èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå 3.

Â ðàçäåë 6.3 å äîêàçàíî, ÷å âñè÷êè äâîè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè 16, 17 è 18,

èëè êî-ðàçìåðíîñò 10 ñà íîðìàëèçèðàíè. Íàïðàâåíà å êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè

òåçè êîäîâå. ×ðåç ïðèëàãàíå íà ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà êúì íîðìàëèçèðàíè êîäîâå

ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè íîâè êîäîâå ñ ïî-ãîëåìè äúëæèíè è ðàçìåðíîñòè è ìàëúê

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, êàòî â ìíîãî îò ñëó÷àèòå ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè è òàêèâà
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ñ ìèíèìàëíèÿ âúçìîæåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå.

Â ãëàâà 7 ñà ïîëó÷åíè ïúðâèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà îïòè÷íè îð-

òîãîíàëíè êîäîâå ñ ïàðàìåòðè, êîèòî ñà íàé-÷åñòî èçïîëçâàíè â ïðàêòèêàòà. Òúé

êàòî îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ îïðåäåëåíè ïàðàìåòðè îòãîâàðÿò è íà äðóãè

êîìáèíàòîðíè îáåêòè, ñà ïîëó÷åíè íîâè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè è çà òÿõ.

Áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè â åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä ñå íàðè÷à ðàçìåð

íà êîäà. Îïòèìàëíè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñà òåçè, êîèòî èìàò íàé-ãîëåìèÿ

âúçìîæåí áðîé êîäîâè äóìè çà ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè.

Êëàñèôèêàöèè íà îïòèìàëíè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ òåãëà 4 è 5, àâ-

òîêîðåëàöèÿ 2 è êðîñêîðåëàöèÿ 1 ñà íàïðàâåíè â ðàçäåë 7.1. Íàïðàâåíà å ïúëíà

êëàñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì íà îïòèìàëíèòå îïòè÷íè îðòîãîíàëíè

êîäîâå ñ òåãëî 4 è äúëæèíè äî 75, áåç òåçè íà äúëæèíà 71. Êîíñòðóèðàí å è ïî

åäèí îïòèìàëåí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä, àêî ñúùåñòâóâà òàêúâ, çà äúëæèíè äî

181. Îïòèìàëíèòå îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ òåãëî 5 è äúëæèíà äî 114 ñà

êëàñèôèöèðàíè ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò è å êîíñòðóèðàí

ïî åäèí êîä, àêî ñúùåñòâóâà, çà äúëæèíè äî 155.

Îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ îïðåäåëåíè ïàðàìåòðè ñå íàðè÷àò ñúùî öèê-

ëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè (cyclically permutable constant weight,

CPCW) êîäîâå. Â ðàçäåë 7.2 ñà êëàñèôèöèðàíè îïòèìàëíèòå öèêëè÷íî-ïåðìóòà-

öèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ òåãëî íà êîäîâèòå äóìè 3 è äúëæèíè äî 61.

Ñúùåñòâóâàíåòî íà öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ äúë-

æèíè v = 6t + 2, t ≡ 2, 3 (mod 4) áåøå èçâåñòíî äî íàøàòà ðàáîòà, íî íÿìàøå

êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà òàêèâà êîäîâå. Òúé êàòî èçñëåäâàíèòå â òîçè ðàç-

äåë îïòèìàëíè öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå îòãîâàðÿò

íà îïòèìàëíè öèêëè÷íè äâîè÷íè êîíñòàíòíî òåãëîâíè êîäîâå ñ òåãëî 3 è ìèíè-

ìàëíî ðàçñòîÿíèå 4, íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå è íà ðàçíîñòíè ïàêåòèðà-

íèÿ (di�erence packings) ñúñ ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè, ñà ïîëó÷åíè êëàñèôèêàöè-

îííè ðåçóëòàòè è çà òåçè êîìáèíàòîðíè îáåêòè. Êîãàòî îïòèìàëíèòå öèêëè÷íî-

ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñà ñúâúðøåíè, òå îòãîâàðÿò íà öèê-

ëè÷íè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè è íà öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ôàìèëèè. Òàêà

ïîëó÷åíàòà êëàñèôèêàöèÿ çà öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êî-

äîâå ñ äúëæèíà 61 å è íîâ êëàñèôèêàöèîíåí ðåçóëòàò çà öèêëè÷íè Ùàéíåðîâè

ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 61 è çà (61, 3, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ôàìèëèè.

Âðúçêàòà ìåæäó ñúâúðøåíèòå îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå è öèêëè÷íèòå

ðàçíîñòíè ôàìèëèè ïîçâîëè ïîëó÷àâàíåòî íà êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà öèê-

ëè÷íè ðàçíîñòíè ôàìèëèè ñ ìàëêè ïàðàìåòðè, êàòî ñå èçïîëçâà ïîäõîä ïîäîáåí

íà òîçè îò ðàçäåë 7.1. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â ðàçäåë 7.3. Òå ïîâòàðÿò èç-
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âåñòíèòå âå÷å îò ïðåäèøíè ïóáëèêàöèè êëàñèôèêàöèè, êàêòî è íîâè çà ïî-ãîëåìè

äúëæèíè.

Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè çà ðàçëè÷íè êëàñîâå êîäîâå ïîëó÷åíè â íàñòî-

ÿùàòà ðàáîòà ñà ñèñòåìàòèçèðàíè è ïðåäñòàâåíè â òàáëèöè â ïðèëîæåíèÿòà êúì

íåÿ. Òàáëèöèòå ñà îòäåëåíè îò îñíîâíèÿ òåêñò, çà äà íå ñå çàòðóäíÿâà ÷åòåíåòî

ìó îò åäíà ñòðàíà, è çà äà ìîãàò ëåñíî äà ñå ïðàâÿò ñïðàâêè çà èíòåðåñóâàùèòå

÷èòàòåëÿ êîíêðåòíè ïàðàìåòðè, îò äðóãà.

0.3 Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Â äèñåðòàöèÿòà ñà âêëþ÷åíè ðåçóëòàòè ïîëó÷åíè â ïåðèîäà 1998 ã. � 2013 ã. Ðåçóë-

òàòèòå, ïðåäñòàâåíè â ïóáëèêàöèè [209, 211, 213, 221, 224, 225] è [227], ñà ïîëó÷åíè

ñàìîñòîÿòåëíî. Îñòàíàëèòå ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè â ñúàâòîðñòâî, êàêòî ñëåäâà:

Äîäóíåêîâ, K�otter [212]
Áóþêëèåâ [215, 226]
Áóþêëèåâ, Äîäóíåêîâ, Williams [217]
Âåëèêîâà [218]
Áóþêëèåâ, Äîäóíåêîâ, Fack [223]
Âàâðåê [214]
Äîäóíåêîâ, Êàçàêîâ [208, 210]
Sallam [219, 222, 220]
Ãàí÷åâà [216]
Òîïàëîâà [228, 229, 230, 231, 232]

Ïóáëèêóâàíè ñà â ñëåäíèòå íàó÷íè ñïèñàíèÿ:

IEEE Trans. on Information Theory [211], [212], [214], [223]
Advances in Mathematics of Communications [226], [227]
Computer Communications [208]
IEE Proc. Communications [210]
IEEE Trans. on Communications [224]
Journal of Combinatorial Designs [228]
Applical Algebra in Eng., Communic. and Computing [232]
Mathematics of Distances and Applications [231]
Annuarie de L'Universit�e de So�a 'St. Kl. Ohridski' [218]
Mathematica Balkanica [216], [217], [222]
Serdica, Journal of Computing [221]
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Âêëþ÷åíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè ñà äîêëàäâàíè íà:

Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Algebraic and Combinatorial Coding Theory, 1998
ã., 2002 ã., 2006 ã., Ðóñèÿ è 2000 ã., 2004 ã., 2008 ã., 2012 ã., Áúëãàðèÿ;

Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Optimal codes and Related Topics, 1998 ã., 2001 ã.,
2007 ã., 2009 ã., 2011 ã., Áúëãàðèÿ;

IEEE International Symposium of Information Theory, 2000 ã., Èòàëèÿ;
Êîíãðåñ íà Ìàòåìàòè÷åñêàòà àñîöèàöèÿ íà Þãîèçòî÷íà Åâðîïà MASSEE,

2003 ã., Áúëãàðèÿ, 2006 ã., Êèïúð, 2009 ã., Ìàêåäîíèÿ;

Þáèëåéíà êîíôåðåíöèÿ íà ÂÒÓMathematics, Informatics and Computer Sciences,
2006 ã., Áúëãàðèÿ;

Workshop on Combinatorial search, 2005 ã., Óíãàðèÿ
NATO Advsnced Recearch Workshop Enchancing cryptographic primitives with

techniques from error correcting codes, 2008 ã., Áúëãàðèÿ;
Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Applications of Computer Algebra, 2006 è 2012 ã.,

Áúëãàðèÿ;

Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Mathematics in Industry, 2010 ã., Áúëãàðèÿ;
Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Mathematics of Distances and Applications, 2012

ã., Áúëãàðèÿ;

Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Mathematics Days in So�a, 2014 ã., Áúëãàðèÿ.

Îòäåëíè ðåçóëòàòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè ïðåä:

Íàöèîíàëíèÿ ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî;

Ñåìèíàð íà Âåëèêîòúðíîâñêè óíèâåðñèòåò
”
Ñâ. ñâ. Êèðèë è Ìåòîäèé“ è ñåê-

öèÿ ÌÎÈ;

Ñåìèíàð â Òåõíè÷åñêè óíèâåðñèòåò â Óëì, 2000 ã., Ãåðìàíèÿ;

Ñåìèíàð â Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà íà Óíãàðñêàòà Àêàäåìèÿ íà íàóêèòå

2004 ã., 2005 ã., 2008 ã. Óíãàðèÿ;

Ñåìèíàð â óíèâåðñèòåòà â Ãåíò, 2006 ã., 2008 ã., 2010ã., Áåëãèÿ.
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0.4 Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàíöèîííèÿ òðóä ñà:

• Îïðåäåëåíè ñà

� Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå âñè÷êè òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ ÷åòíè

äúëæèíè äî 26.

� t2[17, 6] = 5, t2[17, 8] = 4, t2[18, 7] = 5, t2[19, 7] = 5, t2[20, 8] = 5 è t2[21, 7] =

6.

� t3[20, 10] = t3[20, 11] = t3[21, 11] = 4, t3[24, 12] = t3[25, 13] = 5, t3[21, 10] =

t3[22, 11] = 5, t3[16, 8] = 4, t3[18, 8] = 5, t3[24, 11] = 6, t3[28, 14] = 6,

t3[31, 16] = 6, t3[33, 20] = 5, t3[34, 17] = 7, t3[36, 18] = 7, t3[40, 20] = 8.

� Ìèíèìàëíèòå ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå

ñ ðàçìåðíîñò 6.

� Äâîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 33, òðîè÷íèòå öèêëè÷íè è íå-

ãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 20 è íÿêîè äâîè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè

äî 33 è ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå, êîèòî íå ñà ïîäõîäÿùè çà

êîíòðîë íà ãðåøêè.

� Íþòîíîâèòå ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ

äúëæèíè äî 31, íà äâîè÷íè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

ñ äúëæèíè äî 33 è íà âñè÷êè òðîè÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷èíè êîäîâå

ñ äúëæèíè äî 22.

� Âúçìîæíîñòèòå çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà âñè÷êè òðî-

è÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 26, êîèòî èìàò

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå 3.

• Êëàñèôèöèðàíè ñà

� Äâîè÷íèòå êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 9 è òðîè÷íèòå

êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 6. Ïîëó÷åíè ñà ÷àñòè÷íè êëà-

ñèôèêàöèè çà äâîè÷íè è òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè

äî 14.

� Âñè÷êè äâîè÷íè êîäîâå ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòå ñ ðàçìåðíîñò äî

6 è äúëæèíà äî 15.

� Âñè÷êè òðîè÷íè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò äî 4.
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� Ñêúñåíèòå öèêëè÷èíè êîäîâå ñ äî 10 è ñ 16 ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà.

� Îïòèìàëíèòå (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 75, v 6= 71.

� Îïòèìàëíèòå (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 114.

� (v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ v ≤ 61.

� (61, 3, 1), (73, 4, 1), (76, 4, 1), (81, 5, 1) è (85, 5, 1) öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè

ìíîæåñòâà.

• Ïðåäëîæåíà å êîíñòðóêöèÿ çà îïðåäåëÿíå íà ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ïðîèç-
âîëåí äâîè÷åí êîä ñ ðàçìåðíîñò äî 6 è ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå.

• Äîêàçàíî å, ÷å âñè÷êè äâîè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè 16, 17 è 18, èëè êî-ðàçìåðíîñò
10 ñà íîðìàëèçèðàíè.

• Ïðåäëîæåíà å åôåêòèâíà ïðîöåäóðà çà èçáîð íà íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà ñúîò-

âåòíîòî ïðèëîæåíèå ñêúñåí öèêëè÷åí êîä, êîÿòî èçïîëçâà ðåçóëòàòèòå îò

êëàñèôèêàöèÿòà íà ñêúñåíèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ äî 10 è ñ 16 ïðîâåðî÷íè

ñèìâîëà.

• Ðåøåí å ïîñòàâåí îò Etzion è Mounits îòâîðåí âúïðîñ êàòî ñà íàìåðåíè íîâè

ïðèìåðè íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò

5.

• Ðåøåí å îòâîðåí ïðîáëåì 5.1 (ãëàâà 5, ñòð. 132) ïîñòàâåí â êíèãàòà íà MacWilliams

and Sloane
”
The theory of Error-Correcting Codes“.

• Îïðåäåëåíè ñà îïòèìàëíèòå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåø-
êà è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ñêúñåíè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äî 10 è ñ 16 ïðîâåðî÷-

íè ñèìâîëà. Íÿêîè îò òÿõ ñà íàìåðèëè ðàçëè÷íè ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ

â:

- êîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå íà æï òðàíñïîðò è ãðàäñêè ðåëñîâ

òðàíñïîðò â Èòàëèÿ (Ansaldo STS S.p.A.), Ãåðìàíèÿ (Thales Rail Signalling

Solutions GesmbH), Èíäèÿ (Safety Critical Railway project);

- òåëåêîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè â Ðóñèÿ, Òóðöèÿ (UEKAE-TUBITAK);

- çàòâîðåíè áåçæè÷íè ñèñòåìè ðàçðàáîòâàíè â ÒÓ Áåðëèí;

- US ïàòåíò 8341510 B2, 2012;

- US ïàòåíò 8327251 B2, 2012.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ è ïðåäâàðèòåëíè
ðåçóëòàòè

Ùå ïðåäñòàâèì îñíîâíè äåôèíèöèè è ðåçóëòàòè îò òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî,

íåîáõîäèìè ïî-íàòàòúê çà èçëîæåíèåòî.

1.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò Òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî

Íåêà Fq = GF (q) å ïîëå ñ q åëåìåíòà, êúäåòî q = ps è p å ïðîñòî ÷èñëî, à F n
q

å n-ìåðíîòî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî íàä Fq.

Äåôèíèöèÿ 1.1.1. Íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà F n
q ñå íàðè÷à q-è÷åí êîä ñ äúë-

æèíà n.

Âåêòîðèòå, ïðèíàäëåæàùè íà êîäà ñå íàðè÷àò êîäîâè äóìè.

1.2 Ëèíåéíè êîäîâå

Äåôèíèöèÿ 1.2.1. Âñÿêî k-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà n-ìåðíîòî âåêòîðíî ïðîñ-
òðàíñòâî F n

q ñå íàðè÷à ëèíååí [n, k] êîä íàä Fq ñ áëîêîâà äúëæèíà n è ðàçìåðíîñò
k.

Äåôèíèöèÿ 1.2.2. Ïîðàæäàùà ìàòðèöà G íà ëèíååí êîä C íàä Fq ñ áëîêîâà
äúëæèíà n è ðàçìåðíîñò k å k × n ìàòðèöà, ÷èèòî ðåäîâå îáðàçóâàò áàçèñ íà
êîäà êàòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä Fq.
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Ëèíåéíèÿò [n, k] êîä ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G ïðåäñòàâëÿâà ñúâêóïíîñòòà îò

âåêòîðè {u.G | u ∈ F k
q }.

Äåôèíèöèÿ 1.2.3. Ïîä ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå u = (u1, ..., un) è
v = (v1, ..., vn) îò F n

q ùå ðàçáèðàìå åëåìåíòà îò Fq u.v = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn.

Äâà âåêòîðà ñà îðòîãîíàëíè, àêî ñêàëàðíîòî èì ïðîèçâåäåíèå å 0.

Äåôèíèöèÿ 1.2.4. Äóàëåí êîä C⊥ íà ëèíåéíèÿ êîä C ùå íàðè÷àìå îðòîãîíàë-
íîòî äîïúëíåíèå íà C, ò.å. C⊥ = {v ∈ F n

q | v.c = 0,∀c ∈ C}.

Àêî C å [n, k] êîä, òî äóàëíèÿò ìó C⊥ å ëèíååí [n, n − k] êîä. Ðàçìåðíîñòòà

n− k íà C⊥ ùå íàðè÷àìå êî-ðàçìåðíîñò íà C.

Äåôèíèöèÿ 1.2.5. Ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H íà êîäà C íàðè÷àìå âñÿêà ïîðàæäà-
ùà ìàòðèöà íà äóàëíèÿ ìó êîä C⊥.

Íåêà (n−k)×n ìàòðèöàòà H å ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà çà êîäà C, ò. å. C = {u ∈
F n
q | Hut = 0}. Çà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G å â ñèëà, ÷å H.Gt = 0.

Àêî ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G íà êîäà C å âúâ âèäà G = [Ik | A], êúäåòî

Ik å åäèíè÷íàòà k × k ìàòðèöà, êàçâàìå, ÷å C å â ñèñòåìàòè÷åí âèä. Òîãàâà
H = [−At | In−k].

Äåôèíèöèÿ 1.2.6. Ðàçñòîÿíèå ïî Õåìèíã d(x, y) ìåæäó äâà âåêòîðà x = (x1, x2,

. . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) îò F n
q ñå íàðè÷à áðîÿò íà êîîðäèíàòèòå, â êîèòî

òå ñå ðàçëè÷àâàò:

d(x, y) = |{i|xi 6= yi}|.

Äåôèíèöèÿ 1.2.7. Òåãëî ïî Õåìèíã wt(v) íà âåêòîðà v ∈ F n
q ñå íàðè÷à áðîÿò

íà íåíóëåâèòå êîîðäèíàòè íà âåêòîðà v.

Äåôèíèöèÿ 1.2.8. Ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà êîäà C ñå äåôèíèðà êàòî ìèíè-
ìàëíîòî èçìåæäó ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó äâå ðàçëè÷íè êîäîâè äóìè: d = d(C) =

min{d(u, v) | u, v ∈ C, u 6= v}.

Äåôèíèöèÿ 1.2.9. Ñúñåäåí êëàñ íà êîäà C, îïðåäåëåí îò âåêòîðà x, ùå íàðè÷àìå
ìíîæåñòâîòî x+C = {x+ c | c ∈ C}. Ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ íàðè÷àìå âåêòîð ñ
ìèíèìàëíî òåãëî â ñúñåäíèÿ êëàñ, ò.å. âñåêè âåêòîð y ∈ x+ C ìîæå äà å ëèäåð
íà òîçè ñúñåäåí êëàñ, àêî wt(y) = min{wt(x+ c) | c ∈ C}.

Âñåêè âåêòîð îò ïðîñòðàíñòâîòî F n
q å â íÿêîé ñúñåäåí êëàñ íà C. Âñåêè ñú-

ñåäåí êëàñ ñúäúðæà òî÷íî qk âåêòîðà è äâà ñúñåäíè êëàñà íå ñå ïðåñè÷àò èëè

ñúâïàäàò.
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Äåôèíèöèÿ 1.2.10. Ðàçñòîÿíèåòî íà âåêòîð x ∈ F n
q äî êîäà C ñå îïðåäåëÿ

êàòî ìèíèìàëíîòî èçìåæäó ðàçñòîÿíèÿòà íà âåêòîðà x äî êîäîâà äóìà, ò.å.
d(x,C) = min{d(x, c) | c ∈ C}.

Âèæäà ñå, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò âåêòîðà x äî êîäà C å ðàâíî íà òåãëîòî íà êîé

äà å ëèäåð íà ñúñåäíèÿ êëàñ x+ C.

Äåôèíèöèÿ 1.2.11. Ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R = R(C) íà êîä C ñå íàðè÷à ìàêñè-
ìàëíîòî èçìåæäó ðàçñòîÿíèÿòà íà âåêòîð îò ïðîñòðàíñòâîòî F n

q äî êîäà C,
ò.å. R(C) = max{d(x,C) | x ∈ F n

q }.

Êúëáî K(c, R) ñ öåíòúð c è ðàäèóñ R å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âåêòîðè, êîèòî

ñà íà ðàçñòîÿíèå ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà R, îò öåíòúðà c. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà

ëèíååí êîä å ðàâåí íà òåãëîòî íà íàé-òåæêèÿ ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ íà êîäà è å

íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî R, òàêîâà ÷å êúëáàòà ñ ðàäèóñ R, îïèñàíè îêîëî êîäîâèòå

äóìè, ïîêðèâàò öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî F n
q .

Ñúñåäíèòå êëàñîâå, â êîèòî èìà åäèíñòâåí âåêòîð ñ ìèíèìàëíî òåãëî, ïðåä-

ñòàâëÿâàò ñïåöèàëåí èíòåðåñ. Íþòîíîâ ðàäèóñ ν íà êîä å òåãëîòî íà íàé-òåæêèÿ
åäèíñòâåí ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ. Òîçè ïàðàìåòúð îïðåäåëÿ ìàêñèìàëíîòî òåãëî

íà åäíîçíà÷íî êîðèãèðóåì âåêòîð-ãðåøêà (âèæ [106]).

Ëèíåéíèòå êîäîâå ñ äúëæèíà n, ðàçìåðíîñò k, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d è

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R íàä êðàéíî ïîëå ñ q åëåìåíòà ùå îçíà÷àâàìå ñ [n, k, d]qR.

Êîãàòî íÿêîè îò òåçè ïàðàìåòðè íå ñà èçâåñòíè èëè ñà ÿñíè îò êîíòåêñòà, òå ùå

áúäàò ïðîïóñêàíè.

Ëåìà 1.2.12. [104] Íåêà C å ëèíååí [n, k] êîä íàä Fq ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H =

(h1h2 . . . hn), êúäåòî hi, i = 1, . . . , n ñà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà H. Òîãàâà:
à) Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäà C å ðàâíî íà íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî

÷èñëî d, òàêîâà ÷å 0 = a1ht1 + a2ht2 + . . .+ adhtd çà íÿêîè ai ∈ Fq\{0}, hti ∈ {h1, h2,

. . . , hn}, 1 ≤ i ≤ d è ti 6= tj.
á) Òåãëîòî íà ëèäåðà íà ñúñåäíèÿ êëàñ x + C, å ðàâíî íà íàé-ìàëêîòî öÿëî

÷èñëî l, òàêîâà ÷å Hxt = a1ht1 + a2ht2 + . . .+ alhtl çà íÿêîè ai ∈ Fq è hti ∈ {h1, h2,

. . . , hn} çà 1 ≤ i ≤ l.
â) Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà C å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî r, òà-

êîâà, ÷å âñåêè íåíóëåâ âåêòîð-ñòúëá ñ n − k êîîðäèíàòè å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà íå ïîâå÷å îò r ñòúëáà íà H.

Äâà ëèíåéíè êîäà ñå íàðè÷àò åêâèâàëåíòíè, àêî âñè÷êè êîäîâè äóìè íà åäè-
íèÿ, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò îò êîäîâèòå äóìè íà äðóãèÿ, ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ïîñëåäî-

âàòåëíîñò îò ñëåäíèòå òðàíñôîðìàöèè:
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(1) ïåðìóòàöèÿ íà êîîðäèíàòèòå;

(2) óìíîæàâàíå íà ôèêñèðàíà êîîðäèíàòà îò âñÿêà êîäîâà äóìà ñ ôèêñèðàí

íåíóëåâ åëåìåíò îò ïîëåòî;

(3) ïðèëàãàíå íà àâòîìîðôèçúì íà ïîëåòî êúì åëåìåíòèòå âúâ âñè÷êè êîîð-

äèíàòíè ïîçèöèè.

Ïîðàæäàùèòå ìàòðèöè íà äâà åêâèâàëåíòíè êîäà ìîãàò äà ñå ïðåîáðàçóâàò

åäíà â äðóãà ÷ðåç åëåìåíòàðíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ðåäîâå, ïåðìóòàöèÿ íà ñòúëáî-

âåòå è óìíîæàâàíå íà ñòúëá ñ ôèêñèðàí íåíóëåâ åëåìåíò íà ïîëåòî. Ñúùîòî å â

ñèëà è çà ïðîâåðî÷íèòå èì ìàòðèöè.

Îñíîâíèòå ïàðàìåòðè íà åäèí ëèíååí êîä C ñà áëîêîâà äúëæèíà n, ðàçìåð-

íîñò k, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R. Òåçè ïàðàìåòðè ñúâïàäàò

ïðè åêâèâàëåíòíè êîäîâå.

Àâòîìîðôèçúì íà ëèíååí êîä C å êðàéíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò òðàíñôîðìà-

öèè îò òèï (1) - (3), êîÿòî èçîáðàçÿâà âñÿêà êîäîâà äóìà îò C â êîäîâà äóìà îò

C. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àâòîìîðôèçìè íà C å ãðóïà, êîÿòî íàðè÷àìå ãðóïà îò
àâòîìîðôèçìè íà êîäà è áåëåæèì ñ Aut(C).

Çà âñåêè ëèíååí êîä C îçíà÷àâàìå ñ Ai áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî i.

Ðåäèöàòà (A0, A1, . . . , An) íàðè÷àìå òåãëîâåí ñïåêòúð èëè òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå
íà C.

Ùå îçíà÷àâàìå ñ αi çà i = 0, 1, . . . , n áðîÿò íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå

ñ òåãëî i, à ðåäèöàòà (α0, α1, . . . , αn) ùå íàðè÷àìå òåãëîâåí ñïåêòúð èëè ñïåêòúð
íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà êîäà.

Çà êðàòêîñò ùå îçíà÷àâàìå ñïåêòúðà íà êîäà ñ Ā, à ñïåêòúðà íà ëèäåðèòå íà

ñúñåäíè êëàñîâå ñ ᾱ.

Ùå êàçâàìå, ÷å áëîêîâèÿò êîä C îòêðèâà t ãðåøêè, àêî âñÿêà äóìà a′, ïîëó÷å-
íà îò êîäîâàòà äóìà a ÷ðåç ïðîìÿíà íà 1, 2, . . . , t íåéíè ñèìâîëà, íå å êîäîâà äóìà

è êîðèãèðà t ãðåøêè, àêî ðàçñòîÿíèåòî d(a, a′) å ñòðîãî ïî-ìàëêî îò ðàçñòîÿíèåòî

íà âñÿêà äðóãà êîäîâà äóìà äî a′. Òîãàâà âñåêè ëèíååí [n, k, d]q êîä îòêðèâà äî

d− 1 ãðåøêè è êîðèãèðà äî t =

⌊
d− 1

2

⌋
ãðåøêè.

Äà ðàçãëåäàìå êîìóíèêàöèîííà ñèñòåìà, â êîÿòî êîäîâà äóìà x îò [n, k, d]q
êîä C ñå ïðåäàâà ïðåç êîìóíèêàöèîíåí êàíàë. Êîìóíèêàöèîííèÿò êàíàë äîáàâÿ

êúì èçïðàòåíàòà êîäîâà äóìà âåêòîð-ãðåøêà e è ïîëó÷àòåëÿ ïîëó÷àâà äóìàòà y.
Âåêòîðúò ãðåøêà èìà ñúùàòà äúëæèíà êàêòî êîäîâàòà äóìà x è ïîëó÷åíàòà äóìà

y è íåíóëåâè åëåìåíòè â ïîçèöèèòå êúäåòî ñà âúçíèêíàëè ãðåøêè, ò.å. y = x+ e.

Êîìóíèêàöèîííèÿò êàíàë ñå îïèñâà îò âåðîÿòíîñòòà äà ñå ïîëó÷è âåêòîð y

ñ äúëæèíà n êîãàòî å áèë èçïðàòåí âåêòîð x ñúñ ñúùàòà äúëæèíà. Ìîäåëúò íà
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êàíàëà, êîéòî ùå èçïîëçâàìå å q-è÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë áåç ïàìåò. Òîâà å äèñ-
êðåòåí êàíàë ñ q-è÷åí âõîä è q-è÷åí èçõîä è âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ε,

0 ≤ ε ≤ q − 1

q
. Âñåêè ñèìâîë ñå ïîëó÷àâà êîðåêòíî ñ âåðîÿòíîñò 1− ε è ñå ïðîìåíÿ

â íÿêîé îò îñòàíàëèòå q − 1 ñèìâîëà ñ åäíà è ñúùà âåðîÿòíîñò
ε

(q − 1)
.

Ïðè ïðèåìíèêà, ïîëó÷åíàòà êîäîâà äóìà ñå äåêîäèðà êúì íàé-áëèçêàòà ïî

Õåìèíãîâî ðàçñòîÿíèå êîäîâà äóìà. Ïðèåìàìå, ÷å âåêòîðúò-ãðåøêà âèíàãè å íÿêîé

îò ëèäåðèòå íà ñúñåäåí êëàñ. Òîãàâà:

1. Ìîæå äà èìà åäèíñòâåíà êîäîâà äóìà x, òàêàâà ÷å d(x, y) å ìèíèìàëíî. Â

òîçè ñëó÷àé, äåêîäèðàìå êîðåêòíî y êàòî x. Âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî äåêîäèðàíå

å

Pcorr =
n∑
i=0

αi

(
ε

q − 1

)i
(1− ε)n−i, (1.1)

à âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà å

Perr = 1− Pcorr = 1−
n∑
i=0

αi

(
ε

q − 1

)i
(1− ε)n−i. (1.2)

2. Ùå îòêðèåì ãðåøêà, àêî èìà ïî-âå÷å îò åäíà êîäîâà äóìà, êîÿòî å íà

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå îò y.

3. Ùå äåêîäèðàìå ãðåøíî, àêî øóìúò ïî êàíàëà å ïðîìåíèë x òàêà, ÷å íàé-

áëèçêàòà êîäîâà äóìà äî y å x′ 6= x, ò.å. èìàìå íåîòêðèòà ãðåøêà.
Òúé êàòî êîäúò å ëèíååí, íåîòêðèòè ãðåøêè âúçíèêâàò, òîãàâà è ñàìî òî-

ãàâà êîãàòî âåêòîðúò-ãðåøêà e å íåíóëåâà êîäîâà äóìà. Àêî ñà ïðîìåíåíè i ïî-

çèöèè íà êîäîâàòà äóìà, ò.å. e èìà òåãëî i, òî âåðîÿòíîñòòà íà òàçè ãðåøêà å(
ε

q − 1

)i
(1− ε)n−i è âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà å

Pue(C, ε) =
n∑
i=1

Ai

(
ε

q − 1

)i
(1− ε)n−i. (1.3)

Äà îçíà÷èì ñ P (t)
ue (C, ε) âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà ñëåä êîðèãèðàíå íà

t ãðåøêè. Íåêà Qh,l äà å áðîÿò íà äóìèòå ñ òåãëî l â ñúñåäåí êëàñ ñ ëèäåð ñ òåãëî

h, êàòî ñà èçêëþ÷åíè ëèäåðèòå. Òîãàâà (see [124, 144])

P (t)
ue (C, ε) =

t∑
h=0

n∑
l=0

Qh,l

(
ε

q − 1

)l
(1− ε)n−l. (1.4)

Êîãàòî èñêàìå äà íàìåðèì [n, k] êîä çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè

çà íÿêîå ïðèëîæåíèå, íàé-äîáðèÿò èçáîð áè áèë êîä, ÷èÿòî ñòîéíîñò íà âåðîÿò-

íîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà ñëåä êîðèãèðàíå íà t ãðåøêè P (t)
ue (C, ε) å ìèíèìàëíà

(îïòèìàëåí êîä), àêî çíàåì ε. Îòâîðåí âúïðîñ å çà êîè n è k ñúùåñòâóâàò [n, k]

êîäîâå, êîèòî ñà îïòèìàëíè çà âñÿêî ε ∈ [0, q−1
q

]. Íÿêîè ðåçóëòàòè â òàçè ïîñîêà çà
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äâîè÷íè êîäîâå ñà ïðåäñòàâåíè â [132].

Òåîðåìà 1.2.13. Àêî C å [n, k] êîä, êîéòî å îïòèìàëåí çà ε, òî è C⊥ å [n, n− k]

êîä îïòèìàëåí çà
1− 2ε

2− 2ε
. Îñâåí òîâà

Pue[C, ε] = 2k(1− ε)nPue
[
C⊥,

1− 2ε

2− 2ε

]
+ 2k−n − (1− ε)n.

Ñëåäñòâèå 1.2.14. Àêî C å êîä, êîéòî å îïòèìàëåí çà âñÿêî ε ∈
[
0,

1

2

]
, òî è C⊥

å îïòèìàëåí.

Òåîðåìà 1.2.15. Àêî 1 ≤ k ≤ 4 è n ≥ k, òî ñúùåñòâóâà [n, k] êîä, êîéòî å

îïòèìàëåí çà âñÿêî ε ∈
[
0,

1

2

]
.

Çà ñúæàëåíèå, äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà íå äàâà êîíñòðóêöèè çà òà-

êèâà êîäîâå.

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíè êîäîâå ìîæåì äà

îòäåëèì äâà ïðîáëåìà. Ïúðâî, ìîæå äà íå çíàåì ñòîéíîñòòà íà ε èëè òÿ äà ñå

ïðîìåíÿ ïî âðåìå íà êîìóíèêàöèÿòà è òîãàâà êîä, êîéòî å îïòèìàëåí çà ε′ 6=
ε, ìîæå äà íå å îïòèìàëåí çà ε. Âòîðî, äîðè è äà çíàåì ñòîéíîñòòà íà εq íå å

èçâåñòåí îáù ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà îïòèìàëíè êîäîâå ðàçëè÷åí îò ïúëíîòî

ïðåòúðñâàíå. Ñëåäîâàòåëíî ïîëåçíî å äà èìàìå êðèòåðèè êîèòî äà íè ïîìàãàò äà

îïðåäåëèì äàëè åäèí êîä å äîáúð çà êîíòðîë íà ãðåøêè.

Êîäúò C ñå íàðè÷à t-ïîäõîäÿù (èëè ñàìî ïîäõîäÿù, êîãàòî t = 0 è òîé ñå

èçïîëçâà ñàìî çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè) àêî P (t)
ue (C, ε) å ìîíîòîííà è t-äîáúð àêî

P (t)
ue (C, ε) ≤ P (t)

ue (C, q−1
q

) çà âñè÷êè ε ∈ [0, q−1
q

]. ßñíî å, ÷å àêî åäèí êîä å ïîäõîäÿù,

òî òîé å è äîáúð.

Çà ìíîãî îò êîäîâåòå îáà÷å ñòîéíîñòèòå íà Ā è Qh,l íå ñà èçâåñòíè è òåçè

êðèòåðèè å òðóäíî äà áúäàò ïðîâåðåíè.

Äèñêðåòíè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åäèí ëèíååí [n, k, d]q êîä äà e ïîäõîäÿù è

äîáúð ñà èçâåäåíè îò Äîäóíåêîâà è Äîäóíåêîâ [70]

Íåêà äà îçíà÷èì ñ A
(t)
i =

∑t
h=0 Qh,i çà i = t+1, . . . , n òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå

íà âåêòîðèòå â ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ ëèäåðè ñ òåãëà äî t êàòî ëèäåðèòå ñà èçêëþ-

÷åíè. Äà îçíà÷èì ñ Vq(t) îáåìà íà q-è÷íà ñôåðà ñ ðàäèóñ t â n-ìåðíîòî âåêòîðíî

ïðîñòðàíñòâî íàä GF (q) è íåêà m(i) = m(m− 1) . . . (m− i+ 1).

Òåîðåìà 1.2.16. Àêî (q−(n−k) − q−n)Vq(t) ≥ q−l
∑l
i=t+1

l(i)
n(i)

A
(t)
i

çà l = t+ 1, . . . , n, òî C å t-äîáúð çà êîðèãèðàíå íà ãðåøêè.

Òåîðåìà 1.2.17. Àêî
∑l
i=t+1

l(i)
n(i)

A
(t)
i ≥ q

∑l−1
i=t+1

(l−1)(i)
n(i)

A
(t)
i çà l = t + 2, . . . , n, òî

C å t-ïîäõîäÿù çà êîðèãèðàíå íà ãðåøêè.
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Çàáåëåæêà. Çà t = 0 òåçè óñëîâèÿ ñà äîñòàòú÷íè êîäúò C äà å äîáúð è

ïîäõîäÿù çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè.

1.3 Öèêëè÷íè êîäîâå

Äåôèíèöèÿ 1.3.1. Ëèíåéíèÿò êîä C ñ äúëæèíà n ñå íàðè÷à öèêëè÷åí, àêî çà
âñÿêà êîäîâà äóìà c = (c0, c1, . . . , cn−1), êîÿòî ïðèíàäëåæè íà C, äóìàòà c′ =

(cn−1, c0, . . . , cn−2) ñúùî ïðèíàäëåæè íà òîçè êîä.

Íåêà Rn = Fq[x]/(xn − 1) å ïðúñòåíà ñúñòîÿù ñå îò êëàñîâåòå îñòàòúöè íà

ïðúñòåíà Fq[x] ïî ìîäóë ïîëèíîìà xn−1. Âúâ âñåêè êëàñ ïî ìîäóë xn−1 ñå ñúäúðæà

òî÷íî ïî åäèí íîðìèðàí ïîëèíîì îò ñòåïåí, ïî-ìàëêà îò n. Èçîáðàæåíèåòî c =

(c0, c1, . . . , cn) → c0 + c1x + . . . + cn−1x
n−1 çàäàâà èçîìîðôèçúì ìåæäó ëèíåéíèòå

ïðîñòðàíñòâà F n
q è Rn. Ïðè òîâà èçîáðàæåíèå öèêëè÷íèòå êîäîâå ñ äúëæèíà n

ñå îòúæäåñòâÿâàò ñ èäåàëèòå â Rn. Âñåêè èäåàë I â ïðúñòåíà Rn å ãëàâåí è èìà

åäèíñòâåí íîðìèðàí ïîëèíîì g(x) ñ ìèíèìàëíà ñòåïåí, êîéòî ïîðàæäà èäåàëà I,

ò.å. I = (g(x)) è ïîëèíîìà g(x) äåëè xn − 1.

Äåôèíèöèÿ 1.3.2. Íåêà C å öèêëè÷åí êîä. Íîðìèðàíèÿò ïîëèíîì g(x) ñ ìèíè-
ìàëíà ñòåïåí, êîéòî ïîðàæäà êîäà C, ñå íàðè÷à ïîðàæäàù ïîëèíîì çà êîäà C,

à ïîëèíîìúò h(x) =
(xn − 1)

g(x)
å ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì çà êîäà C.

Öèêëè÷íèÿò êîä C ñ áëîêîâà äúëæèíà n è ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) èìà

ðàçìåðíîñò k = deg h(x) = n − deg g(x). Àêî ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì å g(x) =

g0 + g1x+ . . .+ gmx
m, êúäåòî m = n− k, òî åäíà ïîðàæäàùà ìàòðèöà çà C å:

G =


g0 g1 . . . gm 0 . . . 0
0 g0 g1 . . . gm . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 . . . 0 g0 g1 . . . gm

 .
Åäíà ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà çà êîäà C ìîæåì äà ïîëó÷èì, èçïîëçâàéêè ïðîâå-

ðî÷íèÿ ìó ïîëèíîì h(x) = h0 + h1 + . . .+ hkx
k:

H =


0 . . . 0 hk . . . h1 h0

0 . . . hk . . . h1 h0 0
. . . . . . . . . . .
hk . . . h1 h0 0 . . . 0

 .
Äóàëíèÿò êîä C⊥ íà åäèí öèêëè÷åí êîä C å ñúùî öèêëè÷åí è å åêâèâàëåíòåí

íà êîäà ïîðîäåí îò h(x). C⊥ ñå ïîðàæäà îò ïîëèíîìà xkh(x−1) = hk + hk−1x + . . .

+h0x
k.
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Íåêà (q, n) = 1 è C å öèêëè÷åí êîä íàä Fq ñ äúëæèíà n è ïîðàæäàù ïîëèíîì

g(x). Àêî α å ïðèìèòèâåí n-òè êîðåí íà åäèíèöàòà íàä Fq, òî α ∈ Fqm , êúäåòî

m å ïîêàçàòåëÿò íà q ïî ìîäóë n, ò.å. m å ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêîâà

÷å qm ≡ 1 (mod n). Òúé êàòî g(x) äåëè xn − 1, òî âñåêè êîðåí íà ïîðàæäàùèÿ

ïîëèíîì å ñòåïåí íà α. Ïî òàêúâ íà÷èí, öèêëè÷íèÿò êîä C ìîæå äà ñå îïðåäåëè

ñúñ çàäàâàíå íà α è ñ ìíîæåñòâîòî P = {p | αp å êîðåí íà g(x)}. Ìíîæåñòâîòî

îò êîðåíè íà ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì (à ïîíÿêîãà è ìíîæåñòâîòî P ) ùå íàðè÷àìå

íóëè èëè êîðåíè íà êîäà. Àêî γ å êîðåí íà g(x) ∈ Fq[x], òî è γq - ñïðåãíàò íà γ,

å êîðåí íà g(x). Îò òîâà ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî P îò êîðåíèòå íà åäèí öèêëè÷åí

êîä òðÿáâà äà å çàòâîðåíî îòíîñíî óìíîæåíèå ñ q ïî ìîäóë n.

Äåôèíèöèÿ 1.3.3. Öèêëîòîìè÷åí êëàñ ïî ìîäóë n íàä Fq ïðè (q, n) = 1, ùå
íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî Cs = {s, qs, q2s, . . . , qms−1s}, êúäåòî ms å ìèíèìàëíîòî
åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî (qms − 1)s ≡ 0 (mod n).

Ìíîæåñòâîòî Zn îò îñòàòúöèòå ïî ìîäóë n ñå ðàçáèâà íà îáåäèíåíèå íà öèê-

ëîòîìè÷íè êëàñîâå è ìíîæåñòâîòî îò êîðåíè íà åäèí öèêëè÷åí êîä P å ñúùî

îáåäèíåíèå íà öèêëîòîìè÷íè êëàñîâå. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò êîðåíè íà

êîäà ñå îïðåäåëÿ òî÷íî, àêî å çàäàäåí ïðèìèòèâåí n-òè êîðåí íà åäèíèöàòà è ïî

åäèí åëåìåíò îò âñåêè öèêëîòîìè÷åí êëàñ Cs, çà êîéòî Cs ⊂ P .

Íåêà n å ïðîñòî ÷èñëî. Öÿëîòî ÷èñëî i, âçàèìíî ïðîñòî ñ n, ñå íàðè÷à êâàäðà-
òè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë n, àêî ñúùåñòâóâà öÿëî ÷èñëîX çà êîåòîX2 ≡ i (mod n).

Ñúùåñòâóâàò òî÷íî
(n− 1)

2
êâàäðàòè÷íè îñòàòúêà ïî ìîäóë n. Îñòàíàëèòå

(n− 1)

2
íåíóëåâè îñòàòúêà ïî ìîäóë n ñå íàðè÷àò êâàäðàòè÷íè íåîñòàòúöè. Ïîëèíîìúò
xn − 1 ñå ðàçëàãà íà ìíîæèòåëèòå (x − 1), gm(x) è gn(x), êúäåòî M = {k|αk -

êîðåí íà gm(x)} ñå ñúñòîè îò êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè ïî ìîäóë n, à N = {s|αs
- êîðåí íà gn(x)} - îò êâàäðàòè÷íèòå íåîñòàòúöè ïî ìîäóë n. Öèêëè÷íèòå êîäî-

âå ñ ïîðàæäàùè ïîëèíîìè gm(x), (x − 1)gm(x), gn(x) è (x − 1)gn(x) ñå íàðè÷àò

êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷íè êîäîâå.

1.4 Ñêúñåíè öèêëè÷íè (CRC) êîäîâå

Àêî íè å äàäåí åäèí ñèñòåìàòè÷åí ëèíååí [n, k] êîä, ìîæåì äà ïîëó÷èì [n−
i, k− i] ñèñòåìàòè÷åí ëèíååí êîä êàòî èçòðèåì ïúðâèòå i èíôîðìàöèîííè ñèìâîëà

îò âñè÷êè êîäîâè äóìè. Êîãàòî òîâà å öèêëè÷åí êîä, â îáùèÿ ñëó÷àé, ïîëó÷åíèÿò

êîä íå å öèêëè÷åí, çàùîòî âå÷å íå âñÿêî öèêëè÷íî çàâúðòàíå íà êîäîâà äóìà ùå

äîâåäå äî ïîëó÷àâàíå íà êîäîâà äóìà. Ùå íàðè÷àìå òîçè êîä ñêúñåí öèêëè÷åí êîä.
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Ñêúñåíèÿò öèêëè÷åí êîä èìà ïîíå ñúùîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå êàêòî è

öèêëè÷íèÿò, îò êîéòî å ïîëó÷åí.

Äåôèíèöèÿ 1.4.1. Ïñåâäî-öèêëè÷åí êîä å êîä, êîéòî å èäåàë ïî ìîäóë íÿêàêúâ
ïîëèíîì f(x).

Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè ïîêàçâàò, ÷å ïñåâäî-öèêëè÷íèòå êîäîâå è ñêúñåíèòå

öèêëè÷íè êîäîâå ñúâïàäàò.

Òåîðåìà 1.4.2. [167, Òåîðåìà 8.5] Âñåêè ïñåâäî-öèêëè÷åí êîä ñ ìèíèìàëíî òåãëî
ïî-ãîëÿìî îò 2 å ñêúñåí öèêëè÷åí êîä.

Òåîðåìà 1.4.3. [167, Òåîðåìà 8.6] Âñåêè ñêúñåí öèêëè÷åí êîä å ïñåâäî-öèêëè÷åí
êîä.

Êîäèðàùèòå è äåêîäèðàùèòå ïðîöåäóðè çà CRC êîäîâåòå ñà ñúùèòå êàêòî è

çà öèêëè÷íèòå êîäîâå.

1.5 Ãðàíèöè çà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà êîä

Ðàäèóñ íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà íà åäèí êîä å íàé-ãîëÿìîòî öÿëî e, òàêîâà ÷å
êúëáàòà ñ ðàäèóñ e, îïèñàíè îêîëî êîäîâèòå äóìè, íå ñå ïðåñè÷àò. Òîãàâà å â ñèëà

ñëåäíàòà ãðàíèöà íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîä:

R ≥ e =

⌊
d− 1

2

⌋
. (1.5)

Åäíà äîëíà ãðàíèöà (ãðàíèöà íà ñôåðè÷íîòî ïîêðèòèå) [189] çà ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå íà êîäîâå ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å êúëáàòà ñ ðàäèóñ R ïîêðèâàò öÿëîòî

ïðîñòðàíñòâî F n
q :

R(C)∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≥ qn−k. (1.6)

Åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå å ïîëó÷åíà â [62]:

R(C) ≤ n− k. (1.7)

Íåêà Ñ å ëèíååí êîä, à ñ s′ äà áåëåæèì áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå íåíóëåâè òåãëà

â äóàëíèÿ ìó êîä. Òîãàâà â ñèëà å ãðàíèöàòà íà Delsarte [62]:

R(C) ≤ s′. (1.8)

Íåêà C1 è C2 ñà äâà ëèíåéíè êîäà ñ ðàâíè äúëæèíè n è êîäúò C2 ñúäúðæà

êîäà C1, ò.å. C1 ⊂ C2. Äåôèíèðàìå m(C2, C1) êàòî ìèíèìàëíî òåãëî íà äóìà îò

êîäà C2, êîÿòî íå ïðèíàäëåæè íà êîäà C1, ò.å. m(C2, C1) = min{wt(x) | x ∈ C2\C1}
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è M(C2, C1) êàòî ìàêñèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóìà îò êîäà C2 äî êîäà C1 , ò.å.

M(C2, C1) = max{d(x,C1) | x ∈ C2}. Âÿðíà å ñëåäíàòà

Ëåìà 1.5.1. [48] (Ëåìà çà ïîäêîä.) Íåêà C1 è C2 ñà ëèíåéíè êîäîâå, çà êîèòî
C1 ⊂ C2. Òîãàâà:

R(C1) ≥M(C2, C1) ≥ m(C2, C1) ≥ d(C2) (1.9)

R(C1) ≤ R(C2) +M(C2, C1). (1.10)

×ðåç èçïîëçâàíå íà îïèñàíèòå ïî-äîëó êîíñòðóêöèè, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò íîâè

êîäîâå, ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà êîèòî ñå ïðåñìÿòàò òî÷íî èëè óäîâëåòâîðÿâàò

íÿêîè íåðàâåíñòâà.

- Âúíøíà äèðåêòíà ñóìà íà êîäîâå [48]. Íåêà C1 å [n1, k1] êîä è C2 å [n2, k2] êîä

ñ ïîðàæäàùè ìàòðèöè ñúîòâåòíî G1 è G2 è ðàäèóñè íà ïîêðèòèå R1 è R2. Êîäúò

C, êîéòî å äèðåêòíà ñóìà íà ïðîñòðàíñòâàòà C1 è C2, å [n1 +n2, k1 +k2,min{d1, d2}]
êîä è ñå ïîðàæäà îò ìàòðèöàòà

G =

[
G1 0
0 G2

]
.

Êîäúò C èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

R = R1 +R2. (1.11)

- Óäúëæàâàíå íà êîä [48]. Íåêà C å ëèíååí [n, k] êîä ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G.

Ïðèáàâÿìå åäèí ñòúëá êúì ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G è ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà G′.

Ðàçãëåæäàìå [n+1, k] êîäà C ′, ïîðîäåí îò ìàòðèöàòà G′, êîéòî ñå íàðè÷à óäúëæåí

çà êîäà C. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà C ′ å èëè ñúùèÿò êàòî íà êîäà C, èëè ñ

åäíî ïî-ãîëÿì îò íåãî. Àêî ñå ïðèáàâÿ íóëåâà êîîðäèíàòà, òî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå

íà êîäà ñå óâåëè÷àâà ñ 1.

- Ñêúñÿâàíå íà êîä [48]. Àêî èçðåæåì s êîîðäèíàòè îò åäèí êîä C, ùå ïîëó÷èì
íîâ êîä C

′′
. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà ñêúñåíèÿ êîä C

′′
íàìàëÿâà ñ íå ïîâå÷å îò s

ñïðÿìî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà C.

- Ñëåïâàíå íà êîäîâå [48]. Íåêà C1 å [n1, k1] êîä è C2 å [n2, k2] êîä ñ ïîðàæ-

äàùè ìàòðèöè ñúîòâåòíî G1 è G2 è k1 ≤ k2. Êîäúò C ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà

G = [G′1 | G2], êúäåòî G′1 å ìàòðèöà ïîëó÷åíà îò G1 ñ äîïúëâàíå ñ k2 − k1 ðåäà

íóëè, å [n1 + n2, k2, d] êîä, êúäåòî d ≥ min{d1, d2}. Òàçè êîíñòðóêöèÿ íà ñëåïâàíå

ìîæå äà äàâà ðàçëè÷íè êîäîâå, àêî ñå èçáèðàò ðàçëè÷íè ïîðàæäàùè ìàòðèöè íà

êîäîâåòå C1 è C2. Çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà ïîëó÷åíèÿ êîä å èçïúëíåíî ñëåäíîòî

íåðàâåíñòâî:

R(C) ≥ R(C1) +R(C2). (1.12)

- Íåêà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà åäèí ëèíååí êîä èìà ñëåäíèÿ âèä:
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G =

[
G1 A
0 G2

]
.

Àêî C1 è C2 ñà êîäîâåòå, ïîðîäåíè îò ìàòðèöèòå G1 è G2, òî òîãàâà å â ñèëà

ñëåäíàòà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå [150]:

R(C) ≤ R(C1) +R(C2). (1.13)

Èçâåñòíà å [196] è ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäîâå íàä ïðîèçâîëíè

êðàéíè ïîëåòà áåç íóëåâà êîîðäèíàòà:

R(C) ≤
⌊
n(q − 1)

q

⌋
. (1.14)

Â òàçè ãðàíèöà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî, àêî C å êîä ñ ðàçìåðíîñò 1 èëè àêî êîäúò

å q ïúòè ïîâòîðåí êîä ñ ïî-ìàëêà äúëæèíà. Êàòî ñå èçïîëçâà òîçè ôàêò, ìîæå

äà áúäå ïîëó÷åí ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà [sk, k] êîä, êîéòî ïðåäñòàâëÿâà s ïúòè

ïîâòîðåíî ïðîñòðàíñòâîòî F k
q . Òàêúâ êîä èìà ïîðàæäàùà ìàòðèöà G = [IkIk . . . Ik],

åêâèâàëåíòíà íà

G =


E 0 0 . . . 0
0 E 0 . . . 0
0 0 E . . . 0
. . . . . . .
0 0 0 . . . E

 .

Â òàçè ìàòðèöà E = (1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

), à 0 = (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

). Ðàäèóñúò ìó íà ïîêðèòèå å

R = sR1 = s

⌊
k(q − 1)

q

⌋
, (1.15)

êúäåòî R1 =

⌊
k(q − 1)

q

⌋
å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà E.

Òâúðäåíèå 1.5.2. [193] Íåêà C å öèêëè÷åí [n, k] êîä íàä Fq ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì
g(x) = g0 + g1x+ . . .+ grx

r, r = n− k. Òîãàâà
R(C) = R(k) ≤ R(k−1) ≤ . . . ≤ R(2) ≤ R(1),

êúäåòî R(s) å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà [r + s, s] êîäà C(s) ñ

G(s) =


g0 g1 . . . gr 0 . . . 0
0 g0 g1 . . . gr 0 . . 0
. . . . . . . . . . .
0 . . . 0 g0 g1 . . . gr


 s
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1.6 Ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà [n, k] êîäîâå

Åäèí îò ïðîáëåìèòå íà òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî å ñâúðçàí ñ íàìèðàíåòî íà

òàêèâà êîäîâå, ïðè êîèòî êîäîâèòå äóìè ñà ðàçïîëîæåíè òàêà, ÷å íèòî åäèí âåê-

òîð îò ïðîñòðàíñòâîòî F n
q äà íå å ìíîãî äàëå÷å îò íàé-áëèçêàòà êîäîâà äóìà. Îò

ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà òîâà å ñâúðçàíî ñ îïðåäåëÿíåòî íà ñòîéíîñòòà íà ôóí-

êöèÿòà tq[n, k], êîÿòî å íàé-ìàëêèÿò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà q-è÷åí [n, k] êîä ïðè

ôèêñèðàíè q, n è k.

Êàòî å èçïîëçâàíà êîíñòðóêöèÿòà âúíøíà äèðåêòíà ñóìà íà êîäîâå, â [49] ñà

ïîëó÷åíè ñëåäíèòå ãðàíèöè çà tq[n, k]:

tq[n1 + n2, k1 + k2] ≤ tq[n1, k1] + tq[n2, k2] (1.16)

tq[n+ 1, k] ≤ tq[n, k] + 1 (1.17)

tq[n+ 1, k + 1] ≤ tq[n, k] (1.18)

tq[n, k] ≤ tq[n+ 1, k]. (1.19)
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Ãëàâà 2

Ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè íà îñíîâíèòå
ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà
ïàðàìåòðèòå, îïðåäåëÿùè
âúçìîæíîñòèòå çà êîíòðîë íà
ãðåøêè, íà ëèíåéíè êîäîâå

2.1 Ïàðàìåòðè, îïðåäåëÿùè âúçìîæíîñòèòå çà êîíòðîë íà
ãðåøêè, íà ëèíåéíè êîäîâå

Îñíîâíèòå ïàðàìåòðè íà åäèí ëèíååí êîä ñà äúëæèíàòà n, ðàçìåðíîñòòà k,

ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d è ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå R [62]. Òå îïðåäåëÿò âúçìîæ-

íîñòèòå çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà êîäà.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Áëîêîâèÿò êîä C îòêðèâà t ãðåøêè, àêî âñÿêà äóìà a′, ïîëó-
÷åíà ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ íà 1, 2, . . . , t îò ïîçèöèèòå íà êîäîâàòà äóìà a, íå å êîäîâà
äóìà.

Òåîðåìà 2.1.2. Êîäúò C îòêðèâà t ãðåøêè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî d > t.

Äåôèíèöèÿ 2.1.3. Áëîêîâèÿò êîä C êîðèãèðà t ãðåøêè, àêî çà âñÿêà êîäîâà äóìà
a è âñÿêà äóìà a′, ïîëó÷åíà ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ íà 1, 2, . . . , t îò ïîçèöèèòå íà a,
õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå d(a, a′) å ñòðîãî ïî-ìàëêî îò õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå
íà âñÿêà äðóãà êîäîâà äóìà äî a′.
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Òåîðåìà 2.1.4. Êîäúò C êîðèãèðà t ãðåøêè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî d > 2t.

Ñ äðóãè äóìè, åäèí ëèíååí [n, k, d]q êîä îòêðèâà äî d− 1 ãðåøêè è êîðèãèðà

äî t =

⌊
d− 1

2

⌋
ãðåøêè.

Îò âñè÷êî êàçàíî äî òóê è îò (1.1), (1.2), (1.3) è (1.4) ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å

ïàðàìåòðèòå îïðåäåëÿùè âúçìîæíîñòèòå çà êîíòðîë íà ãðåøêè íà ëèíååí êîä ñà

ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d, ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå R è òåãëîâíèòå ñïåêòðè Ā, ᾱ è

Qh,l. Òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà òåçè ïàðàìåòðè îò òåîðåòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ ñà îïðåäå-

ëåíè ñàìî çà íÿêîè ñïåöèàëíè êëàñîâå êîäîâå. Äðóãèÿò ïîäõîä, êîéòî ñå ïðèëàãà,

çà äà áúäàò îïðåäåëåíè òåçè ïàðàìåòðè, å èçïîëçâàíåòî íà êîìïþòúðíè ïðåñìÿ-

òàíèÿ. Êàêâà å ñëîæíîñòòà íà çàäà÷èòå çà ïðåñìÿòàíå íà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå,

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà êîä ùå ïîêàæåì â ñëåäâàùèÿ

ðàçäåë.

2.2 Ñëîæíîñò íà çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíå íà ìèíèìàëíî ðàç-
ñòîÿíèå, ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ
íà êîä

Áîëøèíñòâîòî äèñêðåòíè è êîìáèíàòîðíè çàäà÷è äîïóñêàò íàìèðàíå íà ðå-

øåíèå ÷ðåç ïúëíî èç÷åðïâàíå íà âúçìîæíîñòèòå. Çà ñúæàëåíèå áðîÿò íà ñòúïêèòå

ïðè ïúëíîòî èç÷åðïâàíå ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî ñ óâåëè÷àâàíå íà ðàçìåðà íà çà-

äà÷àòà. Ñ÷èòà ñå, ÷å çàäà÷à çà èç÷åðïâàíå ñå ðåøàâà åôåêòèâíî, àêî ñúùåñòâóâà

àëãîðèòúì, êîéòî ðåøàâà òàçè çàäà÷à çà âðåìå îãðàíè÷åíî îò ïîëèíîì çàâèñåù îò

ðàçìåðà íà çàäà÷àòà.

Ïîä çàäà÷à ùå ðàçáèðàìå íÿêàêúâ îáù âúïðîñ, íà êîéòî òðÿáâà äà ñå äàäå

îòãîâîð. Îáèêíîâåíî çàäà÷àòà ñúäúðæà íÿêîëêî ïàðàìåòúðà, ÷èèòî êîíêðåòíè

çíà÷åíèÿ ñà îïðåäåëåíè. Îáèêíîâåíî òÿ ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíàòà èíôîðìàöèÿ:

(1) âõîä, êîéòî å ñïèñúê íà ïàðàìåòðèòå íà çàäà÷àòà;
(2) ñâîéñòâî, êîåòî òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà îòãîâîðà, ò.å. ðåøåíèåòî íà çà-

äà÷àòà.

Ïîä àëãîðèòúì ùå ðàçáèðàìå îáùà, èçïúëíÿâàíà ñòúïêà ïî ñòúïêà, ïðîöå-

äóðà çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à.

Äåôèíèöèÿ 2.2.1. Êëàñúò P å ìíîæåñòâî îò çàäà÷è, êîèòî ìàãàò äà áúäàò
ðåøåíè îò àëãîðèòúì, êîéòî ñúñ ñèãóðíîñò ùå çàâúðøè ðàáîòàòà ñè ñëåä áðîé
ñòúïêè, îãðàíè÷åíè îò ïîëèíîì, çàâèñåù îò äúëæèíàòà íà âõîäà.
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P îòãîâàðÿ íà êëàñà àëãîðèòìè ðàáîòåùè çà ïîëèíîìíî âðåìå. Çàäà÷èòå îò
êëàñà P ñå ñ÷èòàò ïîäàòëèâè íà ðåøàâàíå, äîêàòî òåçè èçâúí íåãî - íåïîäàòëèâè

íà ðåøàâàíå.

Íåäåòåðìèíèñòè÷åí àëãîðèòúì å òàêúâ àëãîðèòúì, êîéòî êîãàòî òðÿáâà äà

èçáåðå èçìåæäó äâå àëòåðíàòèâè, ìîæå äà ñúçäàäå äâå ñâîè êîïèÿ, êîèòî äà ïðî-

äúëæàò äà ðàáîòÿò ïàðàëåëíî. Èçïúëíåíî ìíîãîêðàòíî, òîâà ðàçäåëÿíå ìîæå äà

äîâåäå äî åêñïîíåíöèàëíî íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà êîïèÿòà. Êàçâà ñå, ÷å àëãîðèòú-

ìúò ðåøàâà çàäà÷àòà, àêî âñÿêî îò íåãîâèòå êîïèÿ äàâà êîðåêòåí ðåçóëòàò.

Äåôèíèöèÿ 2.2.2. Êëàñúò NP å ìíîæåñòâî îò çàäà÷è, êîèòî ìîãàò äà áúäàò
ðåøåíè îò íåäåòåðìèíèñòè÷åí àëãîðèòúì, ÷èåòî âðåìå çà èçïúëíåíèå å îãðàíè-
÷åíî îò ïîëèíîì çàâèñåù îò äúëæèíàòà íà âõîäà.

Ñ äðóãè äóìè, êëàñúò NP å ìíîæåñòâî îò çàäà÷è, êîèòî ñå ðåøàâàò îò àë-

ãîðèòìè çà òúðñåíå ñ âðúùàíå. ßñíî å, ÷å NP îòãîâàðÿ íà êëàñà îò àëãîðèòìè

ðàáîòåùè çà íåäåòåðìèíèñòè÷íî ïîëèíîìíî âðåìå.
Ïðåç 1971 Cook [9, Òåîðåìà 10.3] äîêàçâà, ÷å åäíà çàäà÷à îò NP, íàðå÷åíà

çàäà÷à çà óäîâëåòâîðèìîñò, èìà ñëåäíîòî èíòåðåñíî ñâîéñòâî. Âñÿêà çàäà÷à (p)

îò NP ìîæå äà áúäå ñâåäåíà äî çàäà÷àòà çà óäîâëåòâîðèìîñò. Òîãàâà, àêî ìîæå

äà áúäå íàìåðåí àëãîðèòúì ðåøàâàù çà ïîëèíîìíî âðåìå çàäà÷àòà çà óäîâëåòâî-

ðèìîñò, òî òîçè àëãîðèòúì ìîæå äà áúäå ìîäèôèöèðàí äî àëãîðèòúì ðåøàâàù çà

ïîëèíîìíî âðåìå çàäà÷àòà (p). Ó÷åíèòå îò ìíîãî âðåìå âå÷å ðàáîòÿò âúðõó çàäà÷è

îò êëàñà NP è íå ñà óñïåëè äà íàìåðÿò àëãîðèòúì ñ ïîëèíîìíà âðåìåâà ñëîæíîñò

çà íèòî åäíà îò òÿõ. Òîâà âîäè äî äîïóñêàíåòî, ÷å çàäà÷àòà çà óäîâëåòâîðèìîñò íå

ìîæå äà áúäå ðåøåíà çà ïîëèíîìíî âðåìå è ñëåäîâàòåëíî NP 6=P.
Ïî-êúñíî Karp [121] îáðúùà íåùàòà è ïîêàçâà, ÷å çàäà÷àòà çà óäîâëåòâîðè-

ìîñò îò ñâîÿ ñòðàíà ìîæå äà ñå ñâåäå äî äðóãè (ïî-òî÷íî äî 21) çàäà÷è îò NP.

Ñëåäîâàòåëíî àêî ïîíå åäíà îò òåçè çàäà÷è ìîæå äà áúäå ðåøåíà çà ïîëèíîìíî

âðåìå, òî çà òàêîâà âðåìå ìîæå äà áúäå ðåøåíà âñÿêà çàäà÷à îò NP, ò.å. NP=P.

Åäíà çàäà÷à x å NP-ïúëíà èëè NP-C, àêî x ∈ NP è âñÿêà çàäà÷à îò NP ìîæå

äà áúäå ñâåäåíà äî x çà ïîëèíîìíî âðåìå. Åäíà çàäà÷à å NP-òðóäíà, àêî èçâåñòíà
NP-ïúëíà çàäà÷à ìîæå äà ñå ñâåäå äî íåÿ çà ïîëèíîìíî âðåìå. Êíèãàòà íà Garey è

Johnson [97] ñúäúðæà õèëÿäè çàäà÷è, çà êîèòî å èçâåñòíî ÷å ñà NP-òðóäíè. Òîãàâà,

àêî ìíîãî âåðîÿòíîòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å NP 6= P å èñòèíà, òî íèòî åäíà NP-ïúëíà

çàäà÷à íå ìîæå äà áúäå ðåøåíà çà ïîëèíîìíî âðåìå.

Ïðåç 1976 ã. Stockmeyer [185] âúâåæäà ïîëèíîìíà éåðàðõèÿ íà çàäà÷èòå îò P
è NP.

Äåôèíèöèÿ 2.2.3. [185] Éåðàðõèÿòà íà çàäà÷èòå, ðåøàâàíè çà ïîëèíîìíî âðå-
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ìå, å {∑p
k,
∏p
k,∆

p
k : k ≥ 0}, êúäåòî

p∑
0

=
p∏
0

= ∆p
0;

è çà k ≥ 0
p∑

k+1

= NP(
p∑
k

),
p∏

k+1

= NP− C(
p∑
k

), ∆p
k+1 = P(

p∑
k

).

Â ÷àñòíîñò
∑p

1 = NP è
∏p

1 = NP-C.

Çà îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå, îò êîèòî çàâèñè ïîâåäåíèåòî ïðè êîíòðîë íà

ãðåøêè íà ïðîèçâîëåí êîä, òðÿáâà äà ñå ðåøàâàò çàäà÷è, êîèòî ïðàâÿò ïúëíî èç-

÷åðïâàíå è ñëåäîâàòåëíî ùå èìàò åêñïîíåíöèàëíà ñëîæíîñò ïî îòíîøåíèå íà âõî-

äà. Îöåíêè íà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòìèòå çà îïðåäåëÿíå íà îñíîâíèòå ïàðàìåòðè

íà ëèíåéíè êîäîâå ñà íàïðàâåíè â ðàáîòèòå íà íÿêîëêî àâòîðà.

Ïðåç 1978 ã. Berlecamp, McEliece and van Tilborg [14] ïîêàçâàò ÷å ñëåäíàòà

çàäà÷à å NP-ïúëíà:

Âõîä. Äâîè÷íà ìàòðèöà A, äâîè÷åí âåêòîð y è öÿëî ÷èñëî w > 0.

Ñâîéñòâî. Ñúùåñòâóâà äâîè÷åí âåêòîð x ñ Õåìèíãîâî òåãëî wt(x) = w, òàêúâ

÷å xA = 0.

Òîâà îçíà÷àâà, äà ñå îïðåäåëè äàëè çà çàäàäåíà ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà A è òåãëî

w ñúùåñòâóâà êîäîâà äóìà ñ òàêîâà òåãëî. Àâòîðèòå èçêàçâàò ïðåäïîëîæåíèå, ÷å

çàäà÷àòà îñòàâà NP-ïúëíà è êîãàòî ñå çàìåíè wt(x) = w ñ 0 < wt(x) ≤ w, ò.å.

çàäà÷àòà çà ïðîâåðêà íà ãîðíà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíîòî òåãëî íà êîä å ñúùî NP-

ïúëíà.

Ïî-êúñíî Ntafos è Hakimi [162] äîêàçâàò, ÷å ñëåäíèòå çàäà÷è ñà NP-ïúëíè:

1) Äà ñå íàìåðè êîäîâà äóìà ñ ìèíèìàëíî òåãëî, êîåòî íå ñå äåëè íà k, çà

âñÿêî k ≥ 2. Çà k = 2 òîâà å çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà äóìà ñ ìèíèìàëíî íå÷åòíî

òåãëî.

2) Äà ñå íàìåðè êîäîâà äóìà ñ ìàêñèìàëíî òåãëî.

3) Çà çàäàäåíè ïðîèçâîëíè öåëè ÷èñëà w1 è w2, 0 < w1 < w2, äà ñå íàìåðè

êîäîâà äóìà x, òàêàâà ÷å w1 ≤ |x| ≤ w2.

Ïðåç 1997 ã. Vardy [191] äîêàçâà, ÷å ñëåäíàòà çàäà÷à
∏
å NP- ïúëíà:

Âõîä. Äâîè÷íà m× n ìàòðèöà H, äâîè÷åí âåêòîð y è öÿëî ÷èñëî w > 0.

Ñâîéñòâî. Ñúùåñòâóâà íåíóëåâ âåêòîð x ∈ F n
2 ñ òåãëî ≤ w, òàêúâ ÷å Hxt = 0.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðåñìÿòàíåòî íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äâîè÷åí ëèíå-

åí êîä å NP-òðóäíà çàäà÷à. Íàèñòèíà, íåêà C å ëèíååí êîä çàäàäåí ñ ïðîâåðî÷íàòà

ìàòðèöà H è d äà å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà òîçè êîä. Àêî d å èçâåñòíî, òî

ñâîéñòâîòî íà
∏
ìîæå äà áúäå ïðîâåðåíî ïðîñòî êàòî ñå ñðàâíÿò d è w. Îò äðóãà

ñòðàíà, àêî
∏
ìîæå äà áúäå ðåøåíà, òî è d ìîæå äà áúäå íàìåðåíî ÷ðåç àëãîðè-
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òúìà çà
∏
, èçïúëíåí çà w = 1, 2, . . . äî òîãàâà äîêàòî ñå íàìåðè ïúðâèÿ âåêòîð,

êîéòî óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî.

Îò âñè÷êî êàçàíî äî òóê ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å è îïðåäåëÿíåòî íà òåãëîâîòî

ðàçïðåäåëåíèå íà ëèíååí êîä å NP-òðóäíà çàäà÷à.

Â [154] McLoughlin ðàçãëåæäà ñëåäíèÿ ïðîáëåì.

Âõîä. Äâîè÷íà m× n ìàòðèöà A è öÿëî ÷èñëî w.

Ñâîéñòâî. Ñúùåñòâóâà äâîè÷åí âåêòîð x ñ Õåìèíãîâî òåãëî ≤ w, òàêúâ ÷å

xA = y.

Òîâà ñâîéñòâî îòãîâàðÿ íà îïðåäåëÿíåòî íà ãîðíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîê-

ðèòèå íà êîä, ò.å. ÷å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå å íå ïî-ãîëÿì îò w.

McLoughlin ïîêàçâà, ÷å òàçè çàäà÷à å NP-òðóäíà è ïî òî÷íî å îò êëàñà
∏p

2 îò

ïîëèíîìíàòà éåðàðõèÿ, òúé êàòî ñâîéñòâîòî ñúäúðæà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà ∀y ∃x,
êîÿòî å õàðàêòåðèñòèêà çà òîçè êëàñ. Êàòî ñëåäñòâèå å ïîêàçàíî, ÷å äîïúëâàùàòà

ãî çàäà÷à çà ïðîâåðêà íà äîëíà ãðàíèöà íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå å
∑p

2-ïúëíà. Òúé

êàòî âñÿêà îò òåçè äâå çàäà÷è ìîæå äà áúäå ñâåäåíà äî çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíå

íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, òàçè çàäà÷à å åäíîâðåìåííî
∏p

2-òðóäíà è
∑p

2-òðóäíà. Ñú-

ùî òàêà, òåçè äâå çàäà÷è ìîãàò äà áúäàò ñâåäåíè è äî çàäà÷à çà îïðåäåëÿíå íà

òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ. Ñëåäîâàòåëíî è òàçè

çàäà÷à ïðèíàäëåæè íà êëàñà íà NP-òðóäíèòå çàäà÷è.

Â [132] å äîêàçàíà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.4. Çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíå íà Pue(C, ε) êàòî ôóíêöèÿ íà íÿêîå
ðàöèîíàëíî ε è íà ïîðàæäàùà ìàòðèöà G å NP-òðóäíà.

Âñè÷êè ïðåäñòàâåíè äî òóê ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å çàäà÷èòå çà ïðåñìÿòàíå

íà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå, ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà êîäà,

íà ñúñåäíèòå ìó êëàñîâå è íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå (îñíîâíèòå õàðàêòå-

ðèñòèêè, îïðåäåëÿùè ïîâåäåíèåòî ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè íà ëèíååí êîä) èìàò

åêñïîíåíöèàëíà ñëîæíîñò.

2.3 Àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ è
íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà êîä

Â òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî íå ñà èçâåñòíè ðåçóëòàòè, êîèòî äà îïðåäåëÿò ðàäè-

óñà íà ïîêðèòèå èëè òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà êîä â îáùèÿ ñëó÷àé. Èçâåñòíèòå

ìíîãîáðîéíè ãîðíè è äîëíè ãðàíèöè çà òåçè ïàðàìåòðè, ÷åñòî ñà òðóäíî ïðîâåðè-

ìè è ðÿäêî äàâàò âúçìîæíîñò ñàìî ñ ïðåñìÿòàíåòî èì äà ñå îïðåäåëè òî÷íàòà èì
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ñòîéíîñò. Ïî òàçè ïðè÷èíà, ìíîãî øèðîêî èçïîëçâàí ïîäõîä îò èçñëåäîâàòåëèòå,

ðàáîòåùèòå ïî ïðîáëåìàòèêàòà, å äà ñå ïðàâÿò êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ. Êàê-

òî âå÷å áåøå ïîêàçàíî â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë, çàäà÷èòå ñâúðçàíè ñ îïðåäåëÿíåòî íà

òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà R, Ā, ᾱ, Qh,l ñà NP-òðóäíè è ñëåäîâàòåëíî çà ðåøàâàíåòî èì

íÿìà èçâåñòíè àëãîðèòìè ñ ëèíåéíà âðåìåâà ñëîæíîñò. Òóê ùå ïðåäñòàâèì èçïîëç-

âàíèòå â äèñåðòàöèÿòà ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà R, Ā, ᾱ, Qh,l, êàêòî è îñîáåíîñòèòå

íà òåõíèòå êîìïþòúðíè ðåàëèçàöèè.

2.3.1 Àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèíååí
êîä

Äâà äåòåðìèíèñòè÷íè àëãîðèòúìà çà ïðåñìÿòàíå íà ïúðâèòå åëåìåíòè îò òåã-

ëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà öèêëè÷íè êîäîâå ñà ïðåäñòàâåíè â [12]. Ïúðâèÿò îò òÿõ

å äîáúð çà êîäîâå ñ ìàëêè ðàçìåðíîñòè - äî n/2, à âòîðèÿò - çà êîäîâå ñ ðàçìåðíîñ-

òè ïî-ãîëåìè îò n/2. Â [105] è [151] ñà äàäåíè ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî

ðàçïðåäåëåíèå íà íåðàçëîæèìè öèêëè÷íè êîäîâå. Segal è Ward [177, 200] ñà ïðåñ-

ìåòíàëè òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà íÿêîè íåðàçëîæèìè öèêëè÷íè êîäîâå.

Öåëòà íà òàçè äèñåðòàöèÿ - äà ñå èçñëåäâàò âúçìîæíîñòèòå çà êîíòðîë íà

ãðåøêè íà êëàñîâå ëèíåéíè êîäîâå, ïðåäïîëàãà ðàçðàáîòåíèòå ïðîãðàìíè ñðåäñ-

òâà äà ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè çà ðàçëè÷íè ëèíåéíè êîäîâå è äà íå ñà òÿñíî

ñâúðçàíè ñúñ ñâîéñòâàòà íà êîäîâåòå îò îïðåäåëåí êëàñ. Òîâà îò åäíà ñòðàíà ãè

ïðàâè ïî-óíèâåðñàëíè, à îò äðóãà ïðèëàãàíåòî èì çà ðàçëè÷íè êëàñîâå êîäîâå

ïðåäïîëàãà òÿõíîòî ìíîãî ïî-äîáðî òåñòâàíå, à îòòóê è ïî-ãîëÿìàòà èì íàäåæä-

íîñò. Â òîçè ðàçäåë ùå ïðåäñòàâèì îáùèòå ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà d, R, Ā, ᾱ è

Qh,l èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèÿòà, ùå îïèøåì àëãîðèòìèòå, îñîáåíîñòèòå íà òåõíèòå

ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè è ñëîæíîñòòà èì ïî âðåìå è ïàìåò. Âñè÷êè òåõíè ïðîãðàì-

íè ðåàëèçàöèè ñà íà åçèêà Ñ++.

Íàé-îáùèÿò ìåòîä èçïîëçâàí çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíåòî íà

òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèíååí [n, k] êîä íàä GF (q) å äà ñå òåñòâàò âñè÷-

êèòå ìó qk êîäîâè äóìè. Òàçè çàäà÷à âêëþ÷âà è îïðåäåëÿíåòî íà ìèíèìàëíîòî

ðàçñòîÿíèå íà êîä. Çà öåëòà ñå èçïîëçâà êîä íà Grey, êîéòî å òàêîâà ïîäðåæäàíå

íà ïîñëåäîâàòåëíîñòèòå ñ êîåôèöèåíòè íà ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ, îïðåäåëÿùà îò

êîè îò ðåäîâåòå íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà ùå ñå ôîðìèðà ïîðåäíàòà êîäîâà äóìà,

÷å âñåêè ñëåäâàù ñå ïîëó÷àâà ñàìî ñ äîáàâÿíå íà 1 êúì íÿêîÿ îò êîìïîíåíòè-

òå íà ïðåäèøíèÿ. Èìà ìíîãî íà÷èíè çà ïîäðåæäàíå íà êîäîâèòå äóìè, òàêà ÷å

äà óäîâëåòâîðÿâàò òîâà èçèñêâàíå, íî íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿ å îòðàçåíèÿò êîä íà

Grey. Òàêúâ ïîäõîä çà ïðåñìÿòàíå íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå è íà òåãëîâíîòî
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ðàçïðåäåëåíèå íà q-è÷íè êîäîâå å èçïîëçâàí â [4, 5, 147].

Â äèñåðòàöèÿòà ñå èçïîëçâà q-è÷åí (q å ïðîñòî ÷èñëî) êîä íà Grey G(n) ñ

äúëæèíà n, êîéòî ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Gq(n) =



0 Gq(n− 1)
1 G′q(n− 1)
2 Gq(n− 1)
... Gq(n− 1)

q − 1

[
Gq(n− 1), q ≡ 0 mod(2)
G′q(n− 1), q 6= 0 mod(2)



G′q(n) =



q − 1

[
Gq(n− 1), q ≡ 0 mod(2)
G′q(n− 1), q 6= 0 mod(2)

... Gq(n− 1)
2 G′q(n− 1)
1 Gq(n− 1)
0 G′q(n− 1)


.

Gn(0) = G′n(0) ñà ìàòðèöè ñ íóëåâè ðàçìåðíîñòè. Òåðìèíà îòðàçåí èäâà îò ñâîéñò-

âîòî íà êîäà G′n(i) äà å îòðàæåíèå íà Gn(i). Îòðàçåíèÿò êîä íà Grey ìîæå äà áúäå

êîíñòðóèðàí ñ ïîìîùòà íà Àëãîðèòúì 1.

Algorithm 1. q-è÷åí îòðàçåí êîä íà Grey(int q,n)

int g[n];

Gray(n);

procedure Gray(int n)

{

int j;

if( n<=0 ) break;

else

{

for( j=0; j<q; j++ )

{

g[n]=j;

if ( (j%2)==0 ) Gray(n-1);

else Grayr(n-1);

}

}

}
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procedure Grayr(int n)

{

int j;

if( n<=0 ) break;

else

{

for( j=q-1; j>0; j� )

{

g[n]=j;

if ( (j%2)==0 ) Grayr(n-1);

else Gray(n-1);

}

}

}

Òîçè àëãîðèòúì ìîæå äà èìà è èìïëåìåíòàöèÿ ñúñ ñòåê (âèæ íàïðèìåð [4,

79]), íî çàðàäè ÿñíîòàòà íà èçëîæåíèåòî òóê ïðåäëàãàìå ðåêóðñèâíàòà.

Åäèí óäîáåí íà÷èí äà ñå îïèøå êîäúò íà Grey å ñ ïîñëåäîâàòåëíîñò íà ïðå-
õîäèòå [127, 171], êîÿòî ïîêàçâà êîÿ ïîçèöèÿ ñå ïðîìåíÿ ïðè ïðåìèíàâàíåòî îò

òåêóùàòà êúì ñëåäâàùàòà äóìà. Àêî ñòúëáîâåòå íà G(n) ñà íîìåðèðàíè çàïî÷-

âàéêè îò 1 îò äÿñíî íà ëÿâî, òî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ïðåõîäèòå çà äâîè÷íèÿ

îòðàçåí êîä íà Grey ñ äúëæèíà n å ñëåäíàòà:

Tn = t1, t2, . . . , t2n−1,

êàòî

T1 = 1,

è

Tn+1 = Tn, n+ 1,−T rn .
Ùå îòáåëåæèì, ÷å òîâà ïðåäñòàâÿíå ñå ðàçëè÷àâà ìàëêî îò äåôèíèöèÿòà îò [127,

171], êàòî òóê å äîáàâåí çíàê, çà äà îòáåëåæèì óâåëè÷àâàíåòî èëè íàìàëÿâàíåòî

íà ñòîéíîñòòà â ïîçèöèÿòà.

Tn èçãëåæäà ïî ïîäîáåí íà÷èí çà q-è÷íèÿ îòðàçåí êîä íà Gray. Òúé êàòî

ïîçèöèÿòà ìîæå äà ïðèåìà âñÿêà ñòîéíîñò îò 0 äî q − 1, òî òðÿáâà äà îò÷èòàìå,

÷å ùå èìàìå ïîñëåäîâàòåëíîñò îò óâåëè÷àâàùè ñå è íàìàëÿâàùè ñòîéíîñòè âúâ

âñÿêà ïîçèöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ïðåõîäèòå çà q-è÷åí îòðàçåí êîä íà Grey ñ

äúëæèíà n ùå å ñëåäíàòà:

Tn = t1, t2, . . . , tqn−1,

êàòî
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T1 = 1, 1, . . . , 1,

è èìàìå îáùî q − 1 åäèíèöè. Òîãàâà Tn+1 ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Tn+1 = Tn, n+ 1,−T rn , n+ 1, Tn, . . . , n+ 1,

{
−T rn q ≡ 0 mod(2),
Tn q 6= 0 mod(2),

êúäåòî −T rn å îòðàæåíèåòî íà Tn âçåòî ñ îáðàòåí çíàê. Çà èëþñòðàöèÿ, íåêà äà

ðàçãëåäàìå òðîè÷åí êîä íà Grey çà n = 3. Ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ïðåõîäèòå çà

òîçè êîä å:

T3 = 1, 1, 2,−1,−1, 2, 1, 1, 3,−1,−1,−2, 1, 1,−2,−1,−1, 3, 1, 1, 2,−1,−1, 2, 1, 1.

Íåêà C äà å ëèíååí [n, k] êîä íàä GF (q) è q äà å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà C

ñúäúðæà qk êîäîâè äóìè è ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí êàòî ëèíåéíàòà îáâèâêà íà k

áàçèñíè âåêòîðà, ôîðìèðàùè ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà G.

G =


g0,0 g0,1 g0,2 g0,3 . . . g0,n−1

g1,0 g1,1 g1,2 g1,3 . . . g1,n−1

g2,0 g2,1 g2,2 g2,3 . . . g2,n−1
...

...
...

...
...

gk−1,0 gk−1,1 gk−1,2 gk−1,3 . . . gk−1,n−1

 .
Êîäîâèòå äóìè íà C ñå ïîëó÷àâàò êàòî ñå ãåíåðèðàò âñè÷êè qk êîìáèíàöèè

îò ðåäîâåòå íà G. Òîãàâà Àëãîðèòúì 1 òðÿáâà äà áúäå ìîäèôèöèðàí òàêà, ÷å äà

ïðàâè òåçè ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò ðåäîâåòå íà G. Òîâà ñòàâà êàòî ñå èçïîëçâà

ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ïðåõîäèòå íà êîäà íà Grey. Èìïëåìåíòàöèÿòà å ïðåäñòàâåíà

â Àëãîðèòúì 2, êîéòî ïîçâîëÿâà îïðåäåëÿíåòî íà òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà êîäà

C.

Algorithm 2. q-ary Weight Distribution(int q,k,n,g[n],G[k,n ])

int g[n];

Gray(k);

procedure Gray(int k)

{

int i,j;

if( k<=0 ) compute weight;

else

{

Grey(k-1);

for( j=0; j<q; j++ )

{

for( i=0; i<n; i++ )
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g[i]=g[i]+G[k][i] mod q;

if ( (j%2)==0 ) Gray(k-1);

else Grayr(k-1);

}

}

}

procedure Grayr(int k)

{

int i,j;

if( k<=0 ) compute weight;

else

{

Greyr(k-1); for( j=q-1, j>0; j� )

{

for( i=0; i<n; i++ )

g[i]=g[i]-G[k][i] mod q;

if ( (j%2)==0 ) Grayr(k-1);

else Gray(k-1);

}

}

}

Àëãîðèòúìúò èçèñêâà nqk ñúáèðàíèÿ â GF (q), çà äà ãåíåðèðà òåãëîâîòî ðàçï-

ðåäåëåíèå. Â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé ñúáèðàíåòî ïî ìîäóë 2 å èçêëþ÷âàùî èëè è àêî n-òå

áèòà ñå ïàêåòèðàò â åäíà èëè íÿêîëêî äóìè, áðîÿò íà îïåðàöèèòå ùå ñå ðåäóöèðà

äî sqk, êúäåòî s å áðîÿò íà äóìèòå, â êîèòî ñà ïàêåòèðàíè òåçè n áèòà. Çà ñëó÷à-

èòå êîãàòî q > 2 ìîãàò ñúùî äà ñå ïðàâÿò ïàêåòèðàíèÿ è äà ñå èçïîëçâàò òàáëèöè

çà èìïëåìåíòèðàíå íà ñúáèðàíåòî. Òàêèâà ðåøåíèÿ ñà ïðåäëîæåíè â [1, 25, 148].

Ïðîãðàìàòà, êîÿòî ðåàëèçèðà Àëãîðèòúì 2 å íàðå÷åíà QWD.

2.3.2 Àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä

Àêî C å ëèíååí [n, k] êîä íàä Fq ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R, òî îñíîâíèòå ìåòîäè,

ïî êîèòî ñå ïðåñìÿòà ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå ñà ñëåäíèòå.

Ìåòîä 1: Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà Ëåìà 1.2.12. Àêî H å åäíà ïðîâåðî÷íà
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ìàòðèöà íà ëèíååí êîä, òî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà òîçè êîä å íàé-ìàëêîòî öÿëî

÷èñëî R, òàêîâà ÷å âñåêè (n− k)-ìåðåí íå íóëåâ âåêòîð-ñòúëá ìîæå äà ñå ïîëó÷è

êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà íàé-ìíîãî R ñòúëáà íà H.

Ìåòîä 2: Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà ôàêòà, ÷å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà

ëèíååí êîä å ðàâåí íà òåãëîòî íà íàé-òåæêèÿ ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ. Àêî êîäúò

å â ñèñòåìàòè÷åí âèä, ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè ñúñåäåí êëàñ ìîæå äà ñå

ïîëó÷è, àêî ñå ðàçãëåäàò âñè÷êè äóìè îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a), êúäåòî a ∈ GF (qn−k).

Ìåòîä 3: [75] Îñíîâàâà ñå íà òâúðäåíèåòî, ÷å àêî R0 å ôèêñèðàíî öÿëî ÷èñëî,

òî R ≤ R0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî âñÿêà äóìà ñ òåãëî R0 + 1 å íà ðàçñòîÿíèå

îò êîäà, íå íàäìèíàâàùî R0.

Ìåòîä 1 è Ìåòîä 3 ñà èçïîëçâàíè â ðàáîòàòà íà Downie è Sloane [75] çà ïðåñ-

ìÿòàíå íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî

31. Âåëèêîâà è Ìàíåâ [192] ñà ïðîäúëæèëè èçñëåäâàíåòî çà äâîè÷íèòå öèêëè÷íè

êîäîâå ñ äúëæèíè 33, 35 è 39 êàòî ñúùî ñà èçïîëçâàëè òåçè äâà ìåòîäà. Ïî- êúñíî

Dougherty è Janwa [74] èçïîëçâàò Ìåòîä 1, çà äà ïðåñìåòíàò ðàäèóñèòå íà ïîêðè-

òèå íà âñè÷êè äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 64 è ðàçìåðíîñòè äî 28. Çà

òðîè÷íè êîäîâå òåçè ìåòîäè ñà ïðèëîæåíè â [10] è [11].

Ñåãà ùå îïèøåì îñîáåíîñòèòå íà êîìïþòúðíèòå ðåàëèçàöèè íà òåçè ìåòîäè.

Àëãîðèòúì 3: Ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà Ìåòîä 1 ñå èçïîëçâà ìàñèâúò el ñ m

åëåìåíòà, êúäåòî m =
⌊
u

8

⌋
+ 1, à u å áðîÿ íà âñè÷êè (n− k)-ìåðíè âåêòîðè, ò.å. çà

âñÿêà (n− k)-îðêà å îòäåëåí ïî 1 áèò. Ñòúïêèòå íà àëãîðèòúìà ñà ñëåäíèòå.

1) Ïúðâîíà÷àëíî öåëèÿò ìàñèâ ñå èíèöèàëèçèðà ñ íóëè.

2) Îòáåëÿçâàò ñå áèòîâåòå îò el, ñúîòâåòñòâàùè íà ñòúëáîâåòå hi (1 ≤ i ≤ n)

íà ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà H, êàòî èì ñå ïðèñâîÿâà ñòîéíîñò 1.

3) Ãåíåðèðàò ñå ïîñëåäîâàòåëíî âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò r =2, 3 è ò.í.

ñòúëáà íà H.

4) Çà âñåêè âåêòîð ïîëó÷åí êàòî ðåçóëòàò îò òåçè êîìáèíàöèè, íà ñúîòâåòíèÿ

ìó áèò îò el ñå ïðèñâîÿâà ñòîéíîñò 1, àêî òÿ âñå îùå å 0.

Ñòúïêè 3) è 4) ñå ïîâòàðÿò äîêàòî âñè÷êè áèòîâå íà el ñòàíàò ðàâíè íà 1 è

òîãàâà R(C) = r.

Åäíîâðåìåííî ñ òîâà, çà âñÿêà ñòîéíîñò íà r = 2, 3, . . . îïðåäåëÿìå áðîÿ Nr

íà åäèíèöèòå äîáàâåíè â el, à ðàçëèêèòå Nr−Nr−1 çà r = 1, 2, . . . , R(C) îïðåäåëÿò

ñïåêòúðà íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå êëàñîâå íà êîäà.

Ãåíåðèðàíåòî íà âñè÷êè r-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà, êúäåòî r = 2, 3, . . . , R(C),

íà n-åëåìåíòíîòî ìíîæåñòâî îò ñòúëáîâåòå íà H å â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä (ñïîðåä

àëãîðèòúìà îò [171]) è ñòàâà çà ëèíåéíî âðåìå. Òîãàâà îáùîòî âðåìå íåîáõîäèìî

43



çà îïðåäåëÿíå íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà çàâèñè îò áðîÿ íà ëèíåéíèòå êîì-

áèíàöèè, êîèòî òðÿáâà äà ñå íàïðàâÿò ñúñ ñòúëáîâåòå íà H è å ïðîïîðöèîíàëíî íà
r∑
i=0

(
n

i

)
2i, à íåîáõîäèìàòà ïàìåò çà ñúõðàíÿâàíå íà ìàñèâà el å

⌊
qn−k

8

⌋
+ 1. Âèæäà

ñå, ÷å ïðèëîæåíèåòî íà ìåòîäà å ëèìèòèðàíî îò íåîáõîäèìàòà ïàìåò çà ðàçïîëà-

ãàíå íà ìàñèâà el è òîé, ìàêàð è ñðàâíèòåëíî áúðç, å ïðèëîæèì çà êîäîâå ñ ìàëêè

êî-ðàçìåðíîñòè (n− k). Ïðîãðàìàòà ðåàëèçèðàùà òîçè àëãîðèòúì å CovRadM1.

Àëãîðèòúì 4: Çà äà áúäå ïðèëîæåí Ìåòîä 2, ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà êîäà

òðÿáâà äà å â ñèñòåìàòè÷åí âèä.

1) Ïðèâåæäà ñå â ñèñòåìàòè÷åí âèä ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà êîäà.

2) Ãåíåðèðàò ñå è ñå çàïîìíÿò â ïàìåòòà âñè÷êè êîäîâè äóìè.

3) Ðàçãëåæäàò ñå âñè÷êè âåêòîðè ñ äúëæèíà n îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a), a ∈ F n−k
q

è ñå ïðåñìÿòà òÿõíîòî ðàçñòîÿíèå äî êîäà. Íàé-ãîëÿìîòî îò òåçè ðàçñòîÿíèÿ å

òúðñåíèÿò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå.

Àêî ïî âðåìå íà èçïúëíåíèåòî íà ñòúïêà 3) ñå íàìåðè âåêòîð, êîéòî å íà

ðàçñòîÿíèå îò êîäà ðàâíî íà ãîðíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà ìó íà ïîêðèòèå, òî òîâà å

è òî÷íàòà ìó ñòîéíîñò è òåñòâàíåòî íà îñòàíàëèòå âåêòîðè ñå ïðåêðàòÿâà.

Â ñëó÷àèòå êîãàòî áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè å ãîëÿì, òå íå ìîãàò äà ñå ñúáåðàò

â ïàìåòòà è çàòîâà ñå íàëàãà êîäúò äà ñå ãåíåðèðà çà âñåêè âåêòîð ïîîòäåëíî, ò.å.

qn−k ïúòè.

Çà äà îïðåäåëèì ñïåêòúðà íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå, òðÿáâà äà ñå ïðå-

ìàõíå ïðîâåðêàòà çà äîñòèãíàòà ãîðíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå è äà ñå

ãåíåðèðà ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè ñúñåäåí êëàñ. Òåõíèòå ðàçñòîÿíèÿ äî êî-

äà ñà òîçè ñïåêòúð. Êîãàòî îïðåäåëÿìå òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ â ñúñåäíèòå

êëàñîâå, òðÿáâà äà ãåíåðèðàìå âñåêè îò òÿõ ÷ðåç ïðèáàâÿíå íà âñè÷êè âåêòîðè îò

âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a) êúì âñè÷êè êîäîâè äóìè íà êîäà.

Çà âñåêè îò ðàçãëåæäàíèòå qn−k âåêòîðà ñå ïðàâÿò ïî qk ñðàâíåíèÿ â íàé-

ëîøèÿ ñëó÷àé è ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà ïðåñìÿòàíèÿòà å ïðîïîðöèîíàëåí íà qn.

Òúé êàòî ãåíåðèðàíåòî íà êîäà â ñëó÷àèòå, êîãàòî òîé íå ñå ñúáèðà â ïàìåòòà,

ñòàâà çà ëèíåéíî (ñïðÿìî áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè) âðåìå êàòî ñå èçïîëçâà êîä

íà Grey, îáùàòà îöåíêà çà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå íà àëãîðèòúìà íå ñå ïðîìåíÿ

ïî ñúùåñòâî. Íåîáõîäèìàòà ïàìåò çà ðàçïîëàãàíå íà êîäà å qk
⌈
n

s

⌉
, êúäåòî ñ s

å îçíà÷åí áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà ïîëåòî, çàïèñàíè â åäèí áàéò. Ïðîãðàìíàòà

ðåàëèçàöèÿ íà Àëãîðèòúì 4 å CovRadM2.

Àëãîðèòúì 5: Ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà ìåòîä 3 ñå ðàçãëåæäàò âñè÷êè äóìè
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ñ òåãëî R0 + 1 è ñå ïðåñìÿòà ðàçñòîÿíèåòî èì äî êîäà. Êàêòî è ïðè ïðåäíèÿ

àëãîðèòúì, êîãàòî êîäúò ìîæå äà ñå ñúáåðå â ïàìåòòà, òîé ñå ãåíåðèðà ñàìî âåäíúæ

â íà÷àëîòî. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, òîâà ñå ïðàâè çà âñÿêà ðàçãëåæäàíà äóìà. Àêî

âñè÷êè èçñëåäâàíè äóìè ñå îêàæàò íà ðàçñòîÿíèÿ îò êîäà íå íàäìèíàâàùè R0, ñå

ïðàâè èçâîä, ÷å R(C) ≤ R0. Èíà÷å å èçïúëíåíî, ÷å R(C) > R0.

Áðîÿò íà ïðåñìÿòàíèÿòà ïðè òîçè àëãîðèòúì å ïðèáëèçèòåëíî ðàâåí íà(
n

R0 + 1

)
2R0+1qk, à íåîáõîäèìàòà ïàìåò å êàêòî ïðè Ìåòîä 2 - qk

⌈
n

s

⌉
. Òîçè ìåòîä

å óäà÷íî äà áúäå èçïîëçâàí â ñëó÷àèòå, êîãàòî èçâåñòíèòå ãîðíà è äîëíà ãðàíèöà

çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà èìàò áëèçêè ñòîéíîñòè. Òîãàâà, çà äà ñå îïðåäåëè

òî÷íàòà ìó ñòîéíîñò, å äîñòàòú÷íî äà ñå òåñòâàò ñàìî íÿêîëêî çíà÷åíèÿ íà R0.

Àëãîðèòúìúò ñå ðåàëèçèðà îò ïðîãðàìàòà CovRadM3.

Çà ðåøàâàíåòî íà êîíêðåòíèòå çàäà÷è, ðåçóëòàòèòå îò êîèòî ñà îïèñàíè â

ñëåäâàùèòå ãëàâè, îñâåí òåçè îñíîâíè ïðîãðàìíè ñðåäñòâà ñà ðàçðàáîòâàíè è äî-

ïúëíèòåëíè èëè ñà ïðàâåíè ìîäèôèêàöèè íà îñíîâíèòå ïðîãðàìíè ñðåäñòâà. Òå ùå

áúäàò ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèòå ãëàâè â êîíòåêñòà íà çàäà÷èòå, çà ÷èåòî ðåøàâàíå

ñà èçïîëçâàíè. Çà íÿêîè îò çàäà÷èòå ñà ðàçðàáîòåíè è äîïúëíèòåëíè àëãîðèòìè

è ñà íàïðàâåíè òåõíè ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè. Òå ñúùî ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ïî-

íàòàòúê â èçëîæåíèåòî.

Åäèí âúïðîñ, êîéòî âèíàãè âúçíèêâà ïðè ïðåäñòàâÿíå íà ðåçóëòàòè ïîëó÷åíè

÷ðåç êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ, å çà êîðåêòíîñòòà íà òåçè ðåçóëòàòè. Ïðîâåðêàòà

íà êîðåêòíîñòòà íà ïîëó÷åíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè å ïðàâåíà ïî äâà íà÷èíà,

èçâúí ñòàíäàðòíîòî òåñòâàíå íà ïðîãðàìèòå çà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè ðåçóëòàòè,

êîåòî âñåêè ïðîãðàìèñò ïðàâè. Åäèíèÿò èçïîëçâà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè äîëíè

è ãîðíè ãðàíèöè çà èçñëåäâàíèòå ïàðàìåòðè è òîâà, ÷å ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñå

íàìèðàò â òåçè ãðàíèöè. Äðóãèÿò å ñâúðçàí ñ ïðåñìÿòàíåòî íà íÿêîè îò ïàðàìåò-

ðèòå îò äâå ðàçëè÷íè ïðîãðàìè. Çà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íàïðèìåð ñà èçïîëçâàíè

ïðåñìÿòàíèÿ ïî äâà îò ìåòîäèòå. Çà äðóãè çàäà÷è ïðîâåðêàòà å ïðàâåíà è êàòî ñà

ñðàâíÿâàíè ðåçóëòàòèòå ïîëó÷åíè ñ ðàçðàáîòåíèòå â òàçè äèñåðòàöèÿ ïðîãðàìíè

ñðåäñòâà ñ òåçè ïîëó÷åíè ñ ðàçðàáîòåíè îò äðóãè êîëåãè òàêèâà, êàêâàòî å íàïðè-

ìåð ïðîãðàìíàòà ñèñòåìà íà Èëèÿ Áóþêëèåâ Q-EXTENSION [23]. Â íÿêîè ñëó÷àè

ðåçóëòàòèòå ñà ïîëó÷åíè íåçàâèñèìî îò ðàçëè÷íè ñúàâòîðè.
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Ãëàâà 3

Ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà êëàñîâå
ëèíåéíè êîäîâå

Â òàçè ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè çàäà÷è çà íàìèðàíå íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà

íÿêîè êëàñîâå òðîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå.

Èçñëåäâàíè ñà òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ ÷åòíè äúëæèíè äî 26. Òîâà

èçñëåäâàíå å ïðîäúëæåíèå íà ïðåäèøíà ðàáîòà íà àâòîðà [10], êúäåòî ñà êëàñè-

ôèöèðàíè âñè÷êè òðîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 25 è ñà ïðåñìåòíàòè

ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå. Â èçñëåäâàíåòî ñà ðàçãëåæäàíè ñàìî íåãàöèêëè÷íèòå

êîäîâå ñ ÷åòíè äúëæèíè, çàùîòî òåçè ñ íå÷åòíè äúëæèíè ñà åêâèâàëåíòíè íà öèê-

ëè÷íè êîäîâå. Íàïðàâåíà å êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè êîäîâå

ñ ÷åòíè äúëæèíè äî 26 è ñà ïðåñìåòíàòè ìèíèìàëíèòå èì ðàçñòîÿíèÿ, òåãëîâíèòå

ðàçïðåäåëåíèÿ íà êîäîâèòå èì äóìè è ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå. Óòî÷íåíè ñà

7 ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà t3[n, k], à çà äðóãè òðè ñëó÷àÿ ñà ïîäîáðåíè ãîðíèòå

ãðàíèöè.

Èíòåðåñåí êëàñ ëèíåéíè êîäîâå ñà êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå. Â ðàçäåë 3.2

ñèñòåìàòè÷íî ñà èçñëåäâàíè äâîè÷íèòå è òðîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå è ñà íàïðàâåíè

êëàñèôèêàöèè íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 14. Íàïðàâåí å è îáçîð

íà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà òàêèâà êîäîâå íàä ïîëåòà ñ äâà, òðè è ÷åòèðè åëåìåíòà.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å êàòî çíàåì ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà íÿêîè êîäîâå îò òÿõ

ìîæåì äà ïîëó÷èì íîâè êàòî èçïîëçâàìå íÿêîè îò èçâåñòíèòå êîíñòðóêöèè, ïðåä-

ñòàâåíè â ïúðâà ãëàâà, êàòî âúíøíà äèðåêòíà ñóìà, óäúëæàâàíå è ñêúñÿâàíå íà

êîä, ñëåïâàíå íà êîäîâå. Íîâèòå êîäîâå ùå áúäàò ñ òî÷íî èçâåñòåí ðàäèóñ íà ïîê-

ðèòå çà ïúðâèòå äâå êîíñòðóêöèè èëè ùå çíàåì íÿêàêâà ãðàíèöà çà íåãî çà äðóãèòå

äâå.
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3.1 Ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå
ñ äúëæèíè äî 26

Êîíñòàöèêëè÷íèòå êîäîâå ñà ëèíåéíè êîäîâå, êîèòî ñà çàòâîðåíè îòíîñíî

êîíñòàöèêëè÷íî çàâúðòàíå íà êîäîâèòå äóìè. Êîíñòàöèêëè÷íîòî çàâúðòàíå íà n-

îðêàòà (a0, a1, . . . , an−2, an−1) âîäè äî n-îðêàòà (can−1, a0, a1, . . . , an−2), êúäåòî c

å ôèêñèðàí íå íóëåâ åëåìåíò íà ïîëåòî. Êîíñòàöèêëè÷íèòå êîäîâå èìàò ìíîãî

îò äîáðå èçâåñòíèòå àëãåáðè÷íè ñâîéñòâà íà öèêëè÷íèòå êîäîâå [145, Ãëàâà 7].

Åäèí íà÷èí äà áúäå îïèñàí êîíñòàöèêëè÷íèÿ êîä C å êàòî èäåàë â ïðúñòåíà íà

ïîëèíîìèòå F [x]/(xn−c), çàòâîðåí îòíîñíî ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ïî ìîäóë xn−c.
Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å C å ãëàâåí èäåàë è êàòî òàêúâ òîé ñúäúðæà åäèíñòâåí

ïîëèíîì îò ìèíèìàëíà ñòåïåí, îçíà÷åí ñ g(x), êîéòî ïîðàæäà C, ò.å. C = 〈g(x)〉.
Ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì g(x) òðÿáâà äà å äåëèòåë íà xn − c, è ñòåïåíòà r íà g(x)

îïðåäåëÿ áðîÿ íà ïðîâåðî÷íèòå ñèìâîëè íà C, ò.å. 〈g(x)〉 å [n, k] êîä, êúäåòî n−r =

k.

Êîãàòî c = −1, êîäîâåòå ñå íàðè÷àò íåãàöèêëè÷íè [13, Ãëàâà 9]. Â òîçè ñëó÷àé,

g(x) å äåëèòåë íà xn + 1. Ïîëèíîìúò h(x) = (xn + 1)/g(x) å ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì

íà êîäà C.

Òúé êàòî xn + 1 = (x2n − 1)/(xn − 1), êîðåíèòå íà ïîëèíîìà xn + 1 ñà òåçè

êîðåíè íà x2n − 1, êîèòî íå ñà êîðåíè íà ïîëèíîìà xn − 1. Àêî α å ïðèìèòèâåí

êîðåí íà ïîëèíîìà x2n−1, íåãîâèòå íå÷åòíè ñòåïåíè ñà êîðåíè íà ïîëèíîìà xn+1,

ò.å. êîðåíèòå íà ïîëèíîìà xn + 1 ñà íå÷åòíèòå ñòåïåíè íà ïðèìèòèâíèÿ 2n-òè

êîðåí íà åäèíèöàòà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà õàðàêòåðèçèðàìå êîäà C ñ íåãîâîòî

äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè j, òàêèâà ÷å αj å êîðåí íà

g(x).

Â [138] å ïîêàçàíî, ÷å âñåêè òðîè÷åí íåãàöèêëè÷åí êîä ñ íå÷åòíà äúëæè-

íà å åêâèâàëåíòåí íà öèêëè÷åí êîä. Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè òðîè÷íè

öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 25 ñà ïðåñìåòíàòè â [10]. Çàòîâà ïî-íàòàòúê ùå

ðàçãëåæäàìå ñàìî òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ ÷åòíè äúëæèíè.

Êàòî èçòî÷íèê çà òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíà 26 å èçïîëç-

âàíà Òàáëèöà II-A îò [138]. Â òàáëèöàòà å äàäåíî ðàçëàãàíåòî íà ìíîæèòåëè íà

xn + 1 íàä GF(3) çà n ≤ 50. Íà îñíîâàòà íà òîâà ðàçëàãàíå è êàòî å èçïîëçâàíà

ïðîãðàìàòà GEN_NCY CL ñà ãåíåðèðàíè âñè÷êè âúçìîæíè òðîè÷íè íåãàöèêëè÷-

íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 26. Êàòî âõîä íà òàçè ïðîãðàìà ñå ïîäàâàò ïîëèíîìèòå,

íà êîèòî ñå ðàçëàãà xn + 1, à â ðåçóëòàò òÿ ãåíåðèðà ïîðàæäàùèòå ïîëèíîìè íà

âñè÷êè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíà n è ãè çàïèñâà âúâ ôàéë. Îïðåäåëåíè ñà è
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äåôèíèöèîííèòå ìíîæåñòâà íà âñåêè îò êîäîâåòå êàòî å èçïîëçâàíà Òàáëèöà IV

îò [82].

Ñïîðåä [13, Òåîðåìà 5.81], äâà êîäà ñà åêâèâàëåíòíè, àêî òåõíèòå äåôèíèöè-

îííè ìíîæåñòâà ñà åêâèâàëåíòíè ñ òî÷íîñò äî óìíîæåíèå ñ öÿëî ÷èñëî âçàèìíî

ïðîñòî ñ òÿõíàòà äúëæèíà. Ïðîâåðêàòà íà òîâà óñëîâèå å íàïðàâåíà ñ ïðîãðàìàòà

EQUIV è òàêà ñà îòäåëåíè ñàìî íå åêâèâàëåíòíèòå êîäîâå. Âõîä íà EQUIV ñà

äåôèíèöèîííèòå ìíîæåñòâà íà âñè÷êè ãåíåðèðàíè îò GEN_NCY CL êîäîâå, à â

ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñïèñúê íà íå åêâèâàëåíòíèòå òàêèâà. Çà êîäîâåòå îò òîçè

ñïèñúê ñà ïðåñìåòíàòè ìèíèìàëíèòå èì ðàçñòîÿíèÿ è òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ

íà êîäîâèòå èì äóìè êàòî å èçïîëçâàíà ïðîãðàìàòà QWD. Ðàäèóñèòå íà ïîêðè-

òèå íà ÷àñò îò êîäîâåòå ñà ïîëó÷åíè àíàëèòè÷íî, çà îñòàíàëèòå ñà èçïîëçâàíè

êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ ïî Ìåòîä 1 è Ìåòîä 2.

Ðåçóëòàòèòå (ñïèñúê íà íå åêâèâàëåíòíèòå òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ

äúëæèíà äî 26, òåõíèòå ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ, ðàäèóñè íà ïîêðèòèå R(C) è ïî-

ðàæäàùè ïîëèíîìè) ñà äàäåíè â Òàáëèöà 3.1.1 â ïðèëîæåíèåòî. Ïîðàæäàùèòå

ïîëèíîìè ñà ïðåäñòàâåíè êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñò îò êîåôèöèåíòè êàòî íà ïúð-

âî ìÿñòî å êîåôèöèåíòà ïðåä íàé-âèñîêàòà ñòåïåí. Íàïðèìåð ïîñëåäîâàòåëíîñòòà

10201 îçíà÷àâà x4 + 2x2 + 1.

Ùå ïðåäñòàâèì íàêðàòêî ìàòåìàòè÷åñêèòå ñúîáðàæåíèÿ, êîèòî ñà èçïîëçâà-

íè, çà äà ñå îïðåäåëè àíàëèòè÷íî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà ÷àñò îò èçñëåäâàíèòå â

òîçè ðàçäåë êîäîâå. Íåêà äà îçíà÷èì ñ Ci êîäúò ñ íîìåð i â òàáëèöàòà ñ ðåçóëòàòèòå

(Òàáëèöà 3.1.1 îò ïðèëîæåíèåòî).

1) Êîäîâåòå C3, C8, C20, C27, C29, C48, C54, C60 è C74 ñà [sk, k] êîäîâå èìàùè, ñ

òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò, ïîðàæäàùè ìàòðèöè îò ñëåäíèÿ âèä:

G =


E 0 0 . . . 0 0
0 E 0 . . . 0 0
0 0 E . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 E

 ,
êúäåòî E = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

s

) è 0 = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
s

). Âñåêè êîä îò òîçè âèä å äèðåêòíà ñóìà íà êîäî-

âå ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà E (âèæ [47, Òåîðåìà 3.2.1]), ò.å. R(C) = kR(E) = k
⌊

2s

3

⌋
.

2) Êîäúò C10 èìà ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H = [I4|I4], êúäåòî I4 å åäèíè÷íà 4× 4

ìàòðèöà. Ñïîðåä Ìåòîä 1 R(C10) = 4. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñà îïðåäåëåíè ðàäèóñèòå

íà ïîêðèòèå íà êîäîâåòå C2, C5, C17, C22, C24, C31, C51, C56 è C63.

3) Âåêòîðúò (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0) å íà ðàçñòîÿ-

íèå 12 îò êîäà C61, ò.å. R(C61) ≥ 12. Îò äðóãà ñòðàíà R(C61) ≤ R(3) = R[19, 3] = 12
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(âèæ [193, Òâúðäåíèå1.2.2]). Ñëåäîâàòåëíî R(C61) = 12.

4) Íåêà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà ëèíåéíèÿ êîä C äà å îò âèäàG =

[
G′ A
0 G′′

]
.

Àêî C ′ è C ′′ ñà êîäîâå ñ ïîðàæäàùè ìàòðèöè G′ è G′′, òî R(C) ≤ R(C ′) + R(C ′′)

[150]. Çà êîäúò C72, C
′ å [12, 6] êîä ñ R(C ′) = 4, à C ′′ å [14, 2] êîä ñ R(C ′′) = 7.

Ñëåäîâàòåëíî R(C72) ≤ 11. Âåêòîðúò (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 0, 0, 0) å íà ðàçñòîÿíèå 11 îò C72, ò.å. R(C72) ≥ 11. Ñëåäîâàòåëíî R(C72) = 11.

Ïîñúùèÿ íà÷èí, çà êîäúò C73, C
′ å [8, 4] êîä ñ R(C ′) = 2, à C ′′ å [18, 2] êîä ñ

R(C ′′) = 12. Ñëåäîâàòåëíî R(C73) ≤ 14. Âåêòîðúò (0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) å íà ðàçñòîÿíèå 14 îò C73, ò.å. R(C73) ≥ 14. Ñëåäîâàòåëíî

R(C73) = 14.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å êîäîâåòå C4, C6, C11, C18, C30, C32 è C65 ñà êâàçè-ñúâúðøåíè.

Ãðàíèöè è òî÷íè ñòîéíîñòè çà ôóíêöèÿòà t3[n, k] çà òðîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå

ñ n ≤ 27 ñà äàäåíè â [11, Òàáëèöà II]. Êàòî ñà èçïîëçâàíè âå÷å îïðåäåëåíèòå â

òîçè ðàçäåë ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè

äî 26 â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà ïîëó÷åíè íÿêîè òî÷íè ñòîéíîñòè è íîâè ãîðíè

ãðàíèöè çà t3[n, k].

Òâúðäåíèå 3.1.1. 1) t3[20, 6] = 7− 8.

2) t3[20, 10] = t3[20, 11] = t3[21, 11] = 4.

3) t3[24, 12] = t3[25, 13] = 5.

4) t3[21, 10] = t3[22, 11] = 5

5) t3[22, 10] = 5− 6.

6) t3[25, 12] = 5− 6.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ñïîðåä [11, Òàáëèöà II], t3[20, 6] = 7−9, t3[20, 10] = t3[20, 11] = t3[21, 11] = 4−5,

t3[24, 12] = t3[25, 13] = 5−6, t3[21, 10] = t3[22, 11] = 5−6, t3[22, 10] = t3[25, 12] = 5−7.

Áåøå ïðåñìåòíàòî, ÷å [20, 6] êîäúò C47 èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 8 è [20, 10]

êîäúò C41 èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4. Ñëåäîâàòåëíî t3[20, 6] = 7− 8 è t3[20, 10] = 4.

Îã ãðàíèöàòà (1.12) çà tq[n, k], t3[24, 12] ≤ t3[20, 10] + t3[4, 2] = 4 + 1 = 5, îò

êúäåòî ïîëó÷àâàìå t3[24, 12] = 5.

Òúé êàòî t3[21, 10] ≤ t3[20, 10] + 1 = 5, t3[22, 10] ≤ t3[21, 10] +1 = 6, t3[25, 12] ≤
t3[24, 12] + 1 = 6, îò ãðàíèöàòà (1.13) ñëåäâà, ÷å t3[21, 10] = 5, t3[22, 10] = 5 − 6 è

t3[25, 12] = 5− 6.

Êàòî èçïîëçâàìå (1.14) îò t3[20, 11] ≤ t3[20, 10] ñëåäâà, ÷å t3[20, 11] = 4.

Îò ãðàíèöàòà (1.15) t3[25, 13] ≤ t3[24, 12] è ñëåäîâàòåëíî t3[25, 13] = 5 è

t3[22, 11] ≤ t3[21, 10]. Òîãàâà t3[22, 11] = 5 è t3[21, 11] ≤ t3[20, 10], îò êúäåòî ñëåäâà,

÷å t3[21, 11] = 4. �

49



Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñàìîñòîÿòåëíî, ïóáëèêóâàíè ñà â

[211] è ñà ïðåäñòàâåíè íà International Symposium on Infromation Theory â Ñîðåíòî,

Èòàëèÿ ïðåç 2000 ã.

3.2 Äâîè÷íè è òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìàëêè
ðàçìåðíîñòè

Â ïúðâà ãëàâà áåøå äåôèíèðàí ðàäèóñúò íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà

e(C) =

⌊
d− 1

2

⌋
è áåøå ïðåäñòàâåíà ãðàíèöàòà íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà (1.1)

R(C) ≥ e(C).

Ðàäèóñúò íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà íè äàâà òåãëîòî íà íàé-òåæêèÿ åäíîçíà÷íî êî-

ðèãèðóåì âåêòîð ãðåøêà, äîêàòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòå íà êîäà å ìÿðêàòà çà ìàê-

ñèìàëíîòî òåãëî íà êîðèãèðóåì (åäíîçíà÷íî èëè íå) âåêòîð ãðåøêà. Ñïåöèàëåí

ñëó÷àé â òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî ñà ñúâúðøåíèòå êîäîâåòå, çà êîèòî R(C) = e(C).

Ïðîáëåìúò çà íàìèðàíå íà âñè÷êè ñúâúðøåíè êîäîâå å ïîñòàâåí îò Golay ïðåç

1949 è å íàïúëíî ðåøåí ïðåç 1973 íåçàâèñèìî îò Tiet�av�ainen [188] è îò Çèíîâüåâ

è Ëåîíòüåâ [207]. Ñúùåñòâóâàò ñàìî ñëåäíèòå ñúâúðøåíè êîäîâå:

• [n, n, 1]q0 êîäîâåòå çà âñÿêî n ≥ 1,

• [2s+ 1, 1, 2s+ 1]2s êîäîâåòå ñ ïîâòîðåíèå çà âñÿêî s ≥ 1,

• êîäúò ñ äúëæèíà n, ñúñòîÿù ñå ñàìî îò åäíà êîäîâà äóìà,

• q-è÷íèòå êîäîâå ñ ïàðàìåòðè íà êîäîâåòå íà Õåìèíã,

• [23, 12, 7]23 äâîè÷íèÿ êîä íà Golay,

• [11, 6, 5]32 òðîè÷íèÿ êîä íà Golay.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà â òàçè ïîñîêà å äà ñå ðàçãëåæäàò êâàçè-ñúâúðøåíè êîäî-

âå, ò.å. êîäîâå, çà êîèòî ðàäèóñúò íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà è ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå

ñå ðàçëè÷àâàò ñ 1. Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà òàêèâà êîäîâå å 2e+ 1 èëè 2e+ 2.

Åäèí ñúâñåì åñòåñòâåí âúïðîñ å êîè êîäîâå ñà êâàçè-ñúâúðøåíè? ßñíî å, ÷å âñåêè

êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 1 è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 1 èëè 2 å êâàçè-ñúâúðøåí.

Ñëåäîâàòåëíî êîäîâåòå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 1 íå ñà èíòåðåñíè è íàøåòî èçñëåä-

âàíå ùå ñå ôîêóñèðà âúðõó êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòå ïîíå 2.
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Ïúðâî ùå íàïðàâèì åäèí êðàòúê îáçîð íà èçâåñòíèòå äî ìîìåíòà ðåçóëòàòè

çà ñúùåñòâóâàíå íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòå ïî-ãîëÿì îò 1.

Êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå ñ ðàäèóñè íà ïîêðèòèå 2 è 3 ñà èçñëåäâàíè îò

ðàçëè÷íè àâòîðè. Â ÷àñòíîñò, êîäîâåòå ñ ïàðàìåòðè [n, k, d]q2 d = 3, 4 ñà êâàçè-

ñúâúðøåíè. Òåçè êîäîâå ñà ñâúðçàíè ñ 1-saturating ìíîæåñòâà â ïðåêòèâíèòå ïðîñ-

òðàíñòâà PG(n− k − 1, q) è â ëèòåðàòóðàòà ñà îïèñàíè ìíîãî òàêèâà êîäîâå [56]�

[60],[83],[94],[102],[103],[108]. Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâàìå êîíñòðóêöèÿ íà ïîñ-

ëåäîâàòåëíîñò îò êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå.

Òåîðåìà 3.2.1. Äà ïðèåìåì, ÷å ñúùåñòâóâà [n, k, d]q2 êâàçè-ñúâúðøåí êîä ñ n ≤
qn−k − 1

q − 1
− 2 è 3 ≤ d ≤ 4. Òîãàâà ñúùåñòâóâà è [n + 1, k + 1, 3]q2 êâàçè-ñúâúðøåí

êîä.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà äà äîáàâèì ñòúëá êúì ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà íà [n, k,

d]q2 êîäà, çà äà ïîëó÷èì íîâ [n+1, k+1, dnew]qRnew êîä. Ñïîðåä Ëåìà 1.2.12 Rnew ≤

2. Òúé êàòî äúëæèíàòà íà íîâèÿ êîä å n+ 1 ≤ qn−k − 1

q − 1
− 1, òî å íåâúçìîæíî

Rnew = 1. Çà âñåêè äîáàâåí ñòúëá å èçïúëíåíî dnew ≤ 3. Àêî òîçè ñòúëá íå e

ïîëó÷åí ÷ðåç óìíîæåíèå íà âå÷å íàëè÷åí â ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà ñòúëá ñ íå íóëåâ

åëåìåíò íà ïîëåòî GF (q), òî dnew = 3. Ïîäõîäÿù èçáîð íà íîâ ñòúëá å âúçìîæåí

òúé êàòî n ≤ qn−k − 1

q − 1
− 2. �

[n, n − 4, 5]q3 êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå ñúîòâåòñòâàò íà ïúëíè àðêè â ïðî-

åêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî PG(3, q) è ñà èçñëåäâàíè â [57] è [59]. Îáçîð, êàêòî è

íîâè ðåçóëòàòè çà äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â

[81]. Îêàçâà ñå, ÷å èìà ìíîãî ãîëÿì áðîé êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå äî 5.

Çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêî å èçâåñòíî çà q-è÷íèòå êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ q >

2. Åäíà áåçêðàéíà ôàìèëèÿ îò òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå å èçâåñòíà îò

ðàáîòàòà íà Ãàøêîâ è Ñèäåëüíèêîâ [98]. ×ëåíîâå íà ôàìèëèÿòà ñà [(3s+1)/2, (3s+

1)/2 − 2s, 5]33 êîäîâåòå. Äâå ôàìèëèè îò ÷åòâúðòè÷èíè êîäîâå [(4s − 1)/3, (4s −
1)/3− 2s, 5]43 è [(22s+1 + 1)/3, (22s+1 + 1)/3− 2s− 1, 5]43 ñà ïðåäñòàâåíè â [76] è [99],

à îò Äîäóíåêîâ å ïîêàçàíî, ÷å òåõíèòå ÷ëåíîâå ñà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå [65, 66].

Çà ïðúâ ïúò êîìïþòúð å áèë èçïîëçâàí ïðè êîíñòðóèðàíå íà êâàçè-ñúâúðøåíè

êîäîâå îò Wagner ïðåç 1966 [197]. Òîé ïðåäëàãà àëãîðèòúì, êîéòî èçïîëçâà ñâîéñ-

òâàòà íà ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà íà äâîè÷åí ëèíååí êâàçè-ñúâúðøåí êîä, çà äà

ïîñòðîè òàêèâà êîäîâå. Êàòî ïðåäâàðèòåëíî ôèêñèðà áðîÿ íà ïðîâåðî÷íèòå ñèì-

âîëè è íà ãðåøêèòå, êîèòî äà ñå êîðèãèðàò îò êîäà, àëãîðèòúìúò íàìèðà ïî åäèí
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êâàçè-ñúâúðøåí êîä çà âñÿêà òåñòâàíà äúëæèíà, àêî òàêúâ êîä ñúùåñòâóâà. Ñ ïî-

ìîùòà íà ïðîãðàìàòà, ðåàëèçèðàùà òîçè àëãîðèòúì, ñà íàìåðåíè 27 íîâè äâîè÷íè

ëèíåéíè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäà [197, 198]. Êîäîâåòå ñà ñ äúëæèíè ìåæäó 19 è 55

è âñè÷êè èìàò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 3. Ïî-êúñíî Simonis [179] äîêàçâà, ÷å åäèí îò

êîäîâåòå íà Wagner ([23, 14, 5]) å åäèíñòâåí.

Òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ è ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå íà ãðåøêè íà òðî-

è÷íèÿ [13, 7, 5] êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí êîä ñà èçñëåäâàíè â [212]. Ïîêàçàíî å, ÷å

ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà å òðè, ò.å. òîé å êâàçè-ñúâúðøåí. Ïî-êúñíî Äîäó-

íåêîâ è Äàíåâ [54] äîêàçâàò, ÷å òîçè êîä å ïúðâèÿò ÷ëåí íà ôàìèëèÿ îò òðîè÷íè

êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ïàðàìåòðè [(3s − 1)/2, (3s − 1)/2− 2s, 5]3 çà âñè÷êè íå-

÷åòíè s ≥ 3.

Âñè÷êè ïðåäñòàâåíè äî òóê ðåçóëòàòè âîäÿò äî ñëåäíèÿ âúïðîñ:
”
Êîëêî ðåñò-

ðèêòèâíî å ñâîéñòâîòî íà åäèí êîä äà å êâàçè-ñúâúðøåí, ò.å. èìà ëè íå åêâèâàëåí-

òíè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå, òúé êàòî âñè÷êè ïîñî÷åíè ïðèìåðè ñà ñàìî çà åäèí

êîä çà ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè?“ Îòãîâîðúò íà òîçè âúïðîñ ùå äàäåì ñåãà.

Ïîäõîäúò, êîéòî ñìå èçïîëçâàëè, å äà ñå êëàñèôèöèðàò êîäîâå ñúñ çàäàäåíè

ïàðàìåòðè. Ïúðâî ôèêñèðàìå ðàçìåðíîñòòà íà êîäà è çà òàçè ðàçìåðíîñò îïðå-

äåëÿìå âúçìîæíèòå äúëæèíè è ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ íà êîäîâåòå, êîèòî áèõà

ìîãëè äà ñà êâàçè-ñúâúðøåíè. Ñëåä òîâà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè òàêèâà êîäîâå è

îïðåäåëÿìå ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå. Òàêà íàìèðàìå âñè÷êè êâàçè-ñúâúðøåíè

êîäîâå ñúñ çàäàäåíèòå ïàðàìåòðè. Çà äà îïðåäåëèì ïàðàìåòðèòå íà âúçìîæíèòå

êàíäèäàòè çà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå e + 1, íèå âçåìà-

ìå ïðåäâèä, ÷å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà òåçè êîäîâå ìîæå äà èìà ñàìî äâå

ñòîéíîñòè: 2e + 1 èëè 2e + 2. Çà äà áúäàò îïðåäåëåíè âúçìîæíèòå äúëæèíè íà

êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå ïðè ôèêñèðàíà ðàçìåðíîñò, ñà èçïîëçâàíè òàáëèöèòå

íà Brouwer [29] ñ ãðàíèöè çà îáåìà íà êîä è òàáëèöèòå çà ìèíèìàëíèÿ ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå íà äâîè÷íèòå [47] è òðîè÷íèòå [11] ëèíåéíè êîäîâå. Íàïðèìåð äà ðàçãëå-

äàìå äâîè÷íèòå ëèíåéíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 7. Òúé êàòî òúðñèì êîäîâå ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå ïîíå 2, òî ìèíèìàëíîòî èì ðàçñòîÿíèå òðÿáâà äà å ïî-ãîëÿìî îò 3.

Îò òàáëèöàòà íà Brouwer îïðåäåëÿìå, ÷å ïúðâàòà äúëæèíà, çà êîÿòî èìà êîäîâå

ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 3, å 11. Îò òàáëèöàòà çà t2[n, k] îò [47] âèæäàìå, ÷å ñòîé-

íîñòòà íà òàçè ôóíêöèÿ çà [11, 7] êîäîâåòå å 2, ò.å. ñúùåñòâóâàò êîäîâå ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå 2. Ñëåäîâàòåëíî å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâà êâàçè-ñúâúðøåí äâîè÷åí

ëèíååí [11, 7, 3]2 êîä. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí óñòàíîâÿâàìå, ÷å å âúçìîæíî ñúùåñ-

òâóâàíåòî íà äâîè÷íè [12, 7, 3]2 êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå. Çà äúëæèíà n = 13 îò

òàáëèöàòà íà Brouwer ïîëó÷àâàìå, ÷å ìàêñèìàëíîòî âúçìîæíî ìèíèìàëíî ðàçñòî-

ÿíèå çà [13, 7] êîä å 4, à îò òàáëèöàòà çà t2[n, k] ñå âèæäà, ÷å ìèíèìàëíèÿò ðàäèóñ
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íà ïîêðèòèå íà [13, 7] êîä å 2. Òîãàâà êâàçè-ñúâúðøåíè áèõà ìîãëè äà áúäàò êàê-

òî [13, 7, 4]2, òàêà è [13, 7, 3]2 êîäîâåòå. Ìàêñèìàëíîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà

[14, 7] êîäîâåòå å 4, à t2[14, 7] = 3. Ñëåäîâàòåëíî íå å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâàò

êâàçè-ñúâúðøåíè [14, 7] êîäîâå. Ïî àíàëîãè÷åí, ñ ïðåäíèòå ñëó÷àè, íà÷èí ñå âèæ-

äà, ÷å å âúçìîæíî ñúùåñòâóâàíåòî íà [15, 7, 5]3 êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå. È òîâà å

ïîñëåäíàòà äúëæèíà, íà êîÿòî å âúçìîæíî ñúùåñòâóâàíåòî íà êâàçè-ñúâúðøåíè

êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 7, çàùîòî ìàêñèìàëíèòå ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ íà êîäîâå-

òå ñúñ ñëåäâàùèòå äúëæèíè ðàñòàò ïî-áàâíî, îòêîëêîòî ìèíèìàëíèÿ èì ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå. Çà èëþñòðàöèÿ íà êàçàíîòî, çà ñëåäâàùèòå íÿêîëêî äúëæèíè èìà-

ìå ñëåäíèòå ìàêñèìàëíè ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ [16, 7, dmax = 6], [17, 7, dmax = 6],

[18, 7, dmax = 7], [19, 7, dmax = 8], [20, 7, dmax = 8], äîêàòî ìèíèìàëíèòå ðàäèóñè

íà ïîêðèòå çà êîäîâå ñ òåçè ïàðàìåòðè ñà ñúîòâåòíî t2[16, 7] = 4, t2[17, 7] = 4,

t2[18, 7] = 5, t2[19, 7] = 5, t2[20, 7] = 5.

Òàêà áÿõà îïðåäåëåíè ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâàò äâî-

è÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 14 è íà òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè

êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 13. Òåçè ïàðàìåòðè ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöèòå ïî-äîëó.

Òàáëèöà 3.2.1. Âúçìîæíè ïàðàìåòðè çà äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñòè äî 14

k/n 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
2 ?
3 ? ? ?
4 ? ? ?
5 ? ?
6 ? ? ?
7 ? ? ? ?
8 ? ? ? ? ?
9 ? ? ? ? ? ? ?
10 ? ? ? ? ? ? ?
11 ? ? ? ? ? ? ?
12 ? ? ? ? ? ? ?
13 ? ? ? ? ? ? ? ?
14 ? ? ? ? ? ? ? ?

53



Òàáëèöà 3.2.2. Âúçìîæíè ïàðàìåòðè çà òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñòè äî 13

k/n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
2 ?
3 ?
4 ? ? ?
5 ? ? ? ?
6 ? ? ? ?
7 ? ? ? ? ?
8 ? ? ?
9 ? ? ? ? ?
10 ? ? ? ? ? ?
11 ? ? ? ? ? ?
12 ? ? ? ? ? ? ?
13 ? ? ? ? ? ?

Ñëåä êàòî ñà îïðåäåëåíè ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâàò

êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ôèêñèðàíà ðàçìåðíîñò, âñè÷êè òàêèâà êîäîâå ñà êëàñè-

ôèöèðàíè êàòî å èçïîëçâàí ïîäõîäúò ðàçðàáîòåí îò Èëèÿ Áóþêëèåâ â [23].

Äâå îñíîâíè òåõíèêè ñå ïðèëàãàò ïðè êëàñèôèêàöèÿòà. Ïúðâàòà ñå îñíîâàâà

íà ñúêðàùàâàíå, à âòîðàòà - íà ñêúñÿâàíå íà êîäîâå. Ïðè ñúêðàùàâàíå íà êîäà,

èçòðèâàìå åäíà èëè íÿêîëêî íåãîâè ïîçèöèè îò âñÿêà êîäîâà äóìà. Ïðè ñêúñÿâàíå

íà êîäà, ôèêñèðàìå åäíà íåãîâà ïîçèöèÿ, èçáèðàìå êîäîâèòå äóìè, êîèòî èìàò 0

â òàçè ïîçèöèÿ, èçòðèâàìå òàçè ïîçèöèÿ è ïîëó÷àâàìå ñêúñåíèÿ [n− 1, k − 1] êîä

íà [n, k] êîäà.

Ïðè ñúêðàùàâàíåòî, â ãîëÿìà ÷àñò îò ñëó÷àéèòå, ðàçìåðíîñòòà íà êîäà îñ-

òàâà íåïðîìåíåíà. Òîâà íå å òàêà êîãàòî âñè÷êè íå íóëåâè ïîçèöèè íà êîäà ñà

ïðåìàõíàòè. Íåêà G äà å ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà ëèíåéíèÿ [n, k, d]q êîä C. Òî-

ãàâà îñòàòú÷íèÿ êîä Res(C, c) íà C ïî îòíîøåíèå íà êîäîâàòà äóìà c å êîäúò

ãåíåðèðàí îò ðåñòðèêöèÿòà íà G ïî ñòúëáîâåòå, êúäåòî c èìà íóëåâà ñòîéíîñò.

Åäíà äîëíà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà îñòàòú÷íèÿ êîä å ñëåäíàòà.

Ëåìà 3.2.2. [64] Íåêà C å [n, k, d]q êîä è íåêà c ∈ C å ñ òåãëî w, êúäåòî d >
w(q − 1)/q. Òîãàâà Res(C, c) å [n− w, k − 1, d′]q êîä ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d′ ≥
d− w + dw/qe.

Êàòî èçïîëçâàìå òàçè îïåðàöèÿ â îáðàòíà ïîñîêà, íèå òúðñèì [n, k, d]q êîä

íà áàçàòà íà íåãîâèÿ îñòàòú÷åí [n − w, k − 1, d′]q êîä ïî îòíîøåíèå íà êîäîâà

äóìà ñ òåãëî w èëè íà áàçàòà íà ñúêðàòåíèÿ ñ i êîîðäèíàòè [n − i, k, d′]q êîä.

Ìîæåì äà ïðèëîæèì òåçè îïåðàöèè ðåêóðñèâíî çà îñòàòú÷íèÿ èëè ñúêðàòåíèÿ

êîä, ñúîòâåòíî. Ïîâòàðÿìå ïðîöåäóðàòà äîêàòî ïîëó÷èì êàòî ñòàðòîâ êîä òàêúâ
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ñ ìàëêè ïàðàìåòðè, ïîçâîëÿâàùè âñè÷êè êîäîâå ñ òåçè ïàðàìåòðè äà áúäàò ëåñíî

êëàñèôèöèðàíè. Íàïðèìåð, àêî èçïîëçâàìå êàòî ñòàðòîâ êîä [3, 2, 2]2 êîäà, ìîæåì

äà ïîëó÷èì îò íåãî âñè÷êè [8, 3, 5]2 êîäîâå. Âçåìàìå ñàìî íå åêâèâàëåíòíèòå îò òÿõ

è ïîëó÷àâàìå âñè÷êè [28, 4, 20]2 êîäîâå è ñúùî îòäåëÿìå ñàìî íå åêâèâàëåíòíèòå.

Òàêà ïîëó÷àâàìå êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè [28, 4, 20]2 êîäîâå.

Ïðè äðóãàòà èçïîëçâàíà òåõíèêà, óâåëè÷àâàìå åäíîâðåìåííî äúëæèíàòà è

ðàçìåðíîñòòà íà êîäà, ò.å. êîíñòðóèðàìå [n, k, d]q êîäîâå êàòî ðàçøèðÿâàìå [n −
i, k − i, d]q èëè [n− i− 1, k − i, d]q êîäîâå. Ñëåäâàùàòà ëåìà ïîêàçâà êîãà ìîãàò äà

ñå èçïîëçâàò êîäîâå îò âòîðèÿ òèï [145, p. 592].

Ëåìà 3.2.3. Íåêà C äà å [n, k, d]q êîä. Àêî ñúùåñòâóâà êîäîâà äóìà c ∈ C⊥ ñ
wt(c) = i, òî ñúùåñòâóâà è [n− i, k − i+ 1, d]q êîä.

Àêî G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà [n− i, k− i, d]q èëè íà [n− i− 1, k− i, d]q êîä,

íèå ÿ ðàçøèðÿâàìå ïî âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè ñúîòâåòíî äî

(
∗ Ii
G 0

)
(3.1)

èëè

(
∗ 1 Ii
G 0

)
. (3.2)

Â òîâà ïðåäñòàâÿíå Ii å i× i åäèíè÷íàòà ìàòðèöà, à 1 å âåêòîð-ñòúëá ñàìî îò
åäèíèöè. Àêî ïðèåìåì, ÷å ìàòðèöàòàG å â ñèñòåìàòè÷åí âèä, ìîæåì äà ôèêñèðàìå

îùå k ñòúëáà. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(
∗ 0 Ii
G1 Ik 0

)
(3.3)

èëè

(
∗ 0 1 Ii
G1 Ik 0

)
. (3.4)

Çà äà îïðåäåëèì G1 ìîæåì äà ïðèëîæèì ðåêóðñèâíî ñúùèÿ ïîäõîä, äîêàòî

ñòèãíåì äî äúíîòî íà òàçè éåðàðõèÿ îò ðàçøèðÿâàíèÿ, êúäåòî ñòîè òðèâèàëåí

[k, k, 1]q êîä.

Çà êëàñèôèêàöèÿòà íà ÷àñò îò êîäîâåòå, îáåêò íà òîâà èçñëåäâàíå, èçïîëç-

âàõìå è âå÷å ãîòîâè êëàñèôèêàöèè. Êàêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, íèå ñå èíòåðåñó-

âàìå îò êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòå ïî-ãîëÿì îò 1. Ñëåäîâàòåëíî ìèíèìàëíîòî èì

ðàçñòîÿíèå òðÿáâà äà å ïîíå 3. Òîãàâà äóàëíèòå èì êîäîâå òðÿáâà äà ñà ïðîåêòèâ-

íè êîäîâå, ò.å. òàêèâà, ÷èåòî äóàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå å ïîíå 3. Äâîè÷íèòå
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ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 6 ñà êëàñèôèöèðàíè îò Èëèÿ Áóþêëèåâ â

[22]. Òå áÿõà èçïîëçâàíè êàòî îñíîâà çà êëàñèôèöèðàíåòî íà äâîè÷íèòå êîäîâå

ñ êî-ðàçìåðíîñòè n − k äî 6. Çà äà íàïðàâèì òîâà, èçìåæäó êëàñèôèöèðàíèòå â

[22] ïðîåêòèâíè êîäîâå, ðàçãëåæäàõìå ñàìî òåçè, êîèòî èìàò íåîáõîäèìîòî äóàëíî

ðàçñòîÿíèå. Íàïðèìåð, çà äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè äâîè÷íè [8, 2, 5] êîäîâå, íèå

ðàçãëåäàõìå 14-òå [8, 6] ïðîåêòèâíè êîäà. Ñàìî åäèí îò òÿõ èìà äóàëíî ðàçñòîÿíèå

5 è ñëåäîâàòåëíî èìàìå åäèíñòâåí [8, 2, 5] êîä. Ïî ñúùèÿ íà÷èí áåøå èçïîëçâàíà

êëàñèôèêàöèÿòà íà òðîè÷íèòå ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 4 [215], çà äà

áúäàò êëàñèôèöèðàíè òðîè÷íèòå êîäîâå ñ êî-ðàçìåðíîñòè äî 4, êîèòî áèõà ìîãëè

äà áúäàò êâàçè-ñúâúðøåíè.

Ñëåä êàòî áåøå çàâúðøåíà êëàñèôèêàöèÿòà íà êîäîâåòå, êîèòî áèõà ìîãëè äà

ñà êâàçè-ñúâúðøåíè, áÿõà ïðåñìåòíàòè ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòå. Çà öåëòà áåøå

èçïîëçâàí Àëãîðèòúì 4. Ñïîðåä íåãî, çà äà ïîëó÷èì ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè

ñúñåäåí êëàñ, òðÿáâà äà ãåíåðèðàìå âñè÷êè äóìè îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a), a ∈ F n−k
q ,

êàòî â íàøèÿ ñëó÷àé q = 2 èëè 3. Òúé êàòî âñåêè âåêòîð ñ òåãëî ïî-ìàëêî èëè ðàâíî

íà e å åäèíñòâåí ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ, áÿõà òåñòâàíè ñàìî äóìèòå îò ïîñî÷åíèÿ

ïî-ãîðå âèä ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî îò e. Ñòúïêèòå íà ìîäèôèöèðàíèÿ, çà öåëòà íà òîâà

èçñëåäâàíå, Àëãîðèòúì 4 ñà ñëåäíèòå.

1) Ïðèâåæäà ñå â ñèñòåìàòè÷åí âèä ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà êîäà.

2) Ãåíåðèðàò ñå è ñå çàïîìíÿò â ïàìåòòà âñè÷êè êîäîâè äóìè.

3) Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ðàçãëåæäàò âñè÷êè âåêòîðè ñ äúëæèíà n îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,

a), a ∈ F n−k
q çà q = 2 èëè q = 3 è ñ òåãëî ≥ e. Ïðåñìÿòà ñå òÿõíîòî ðàçñòîÿíèå

äî êîäà. Àêî ñå íàìåðè âåêòîð, êîéòî å íà ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò e+ 1 îò êîäà,

òúðñåíåòî ñå ïðåóñòàíîâÿâà, çàùîòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà ñúîòâåòíèÿ êîä å

ïîíå e+ 2, à íèå òúðñèì êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå e+ 1.

Ïðè èçïúëíåíèåòî íà òàçè ìîäèôèêàöèÿ íà Àëãîðèòúì 4, òðÿáâà äà ñå òåñòâàò

íàé-ìíîãî
∑n−k
i=e

(
n−k
i+1

)
(q−1)i+1 äóìè è òîâà ñòàâà â ñëó÷àÿ, êîãàòî íàìèðàìå êâàçè-

ñúâúðøåí êîä. Â îñòàíàëèòå ñëó÷àè, ïðîöåäóðàòà ïðåêúñâà ïðè íàìèðàíåòî íà

ïúðâèÿ âåêòîð ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî îò e+ 1, êîåòî ìîæå äà ñå ñëó÷è â ìíîãî íà÷àëåí

åòàï îò ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà.

Çàáåëåæêà. Òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå ᾱ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà

êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå å èçâåñòíî. Âñè÷êè âåêòîðè ñ òåãëà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè

íà e ñà åäèíñòâåíè ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå, ò.å. αi =
(
n
i

)
(q − 1)i çà i = 0, . . . , e.

Òîãàâà çà αe+1 ïîëó÷àâàìå αe+1 = qk −∑e
i=0 αi.

Ñ ïîìîùòà íà ïðåäñòàâåíèÿ ïîäõîä, áÿõà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êè äâîè÷íè è

56



òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè ñúîòâåòíî äî 9 è 6. Áÿõà ïîëó÷åíè

è ÷àñòè÷íè ðåçóëòàòè çà äâîè÷íèòå êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî

14 è çà òðîè÷íèòå êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 13. Â òàáëèöèòå

ïî-äîëó ñà ïîêàçàíè ïðîìåíèòå â Òàáëèöè 3.2.1 è 3.2.2, êàòî ñ
√

ñà îòáåëÿçàíè

ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî ñà íàïðàâåíè ïúëíè êëàñèôèêàöèè, ñ N òåçè, çà êîèòî å

ïîêàçàíî íåñúùåñòâóâàíå è ñ ? - îòâîðåíèòå ñëó÷àè.

Òàáëèöà 3.2.3. Äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 14

k/n 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
2

√

3
√ √

N
4

√ √ √

5
√ √

6
√ √ √

7
√ √ √ √

8
√ √ √

N N
9

√ √ √ √
N N N

10
√ √ √ √

N N ?
11

√ √ √
? N N ?

12
√ √

?
√ √ √ √

13
√ √

?
√

? ? ? ?
14

√ √ √ √ √
? ? ?

Òàáëèöà 3.2.4. Òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 13

k/n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
2
√

3 N
4

√ √
N

5
√ √

N N
6

√ √ √
N

7
√ √ √ √

?
8

√ √
?

9
√ √

? ? ?
10

√
? ? ? ? ?

11
√

? ? ? ? ?
12

√
? ? ? ? ? ?

13
√

? ? ? ? ?

Ïàðàìåòðèòå íà êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå, çà êîèòî ñà íàïðàâåíè ïúëíè êëà-

ñèôèêàöèè, êàêòî è ñúîòâåòíèòå áðîéêè êîäîâå çà òåçè ïàðàìåòðè ñà îáîáùåíè â

Òàáëèöà 3.2.5.
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Òàáëèöà 3.2.5. Êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà äâîè÷íè è òðîè÷íè

êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå

Äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåííè êîäîâå
Êîä Âñè÷êè ÊÑ Êîä Âñè÷êè ÊÑ Êîä Âñè÷êè ÊÑ
[5, 2, 3] 1 1 [12, 7, 3] 84 55 [16, 11, 3] 143 143
[6, 3, 3] 1 1 [13, 7, 4]* 45 1 [17, 11, 4]* 39 5
[8, 2, 5]* 1 1 [13, 7, 3] 1660 7 [17, 11, 3] 70416 12221
[7, 3, 3] 3 2 [15, 7, 5] 6 4 [20, 11, 5] 13924 565
[8, 4, 4]* 1 1 [12, 8, 3] 2 2 [17, 12, 3] 129 129
[8, 4, 3] 4 4 [13, 8, 3] 109 88 [18, 12, 4]* 33 1
[9, 4, 4]* 4 1 [14, 8, 3] 4419 65 [21, 12, 5] 2373 666
[9, 4, 3] 19 1 [13, 9, 3] 1 1 [22, 12, 6] 128 1
[11, 4, 5] 1 1 [14, 9, 3] 126 113 [24, 12, 8] 1 1
[9, 5, 3] 5 5 [15, 9, 3] 11464 380 [24, 12, 7] 11 11
[10, 5, 4]* 4 1 [17, 9, 5] 1 1 [25, 12, 8] 7 2
[10, 5, 3] 37 12 [14, 10, 3] 1 1 [18, 13, 3] 113 113
[10, 6, 3] 4 4 [15, 10, 3] 142 131 [19, 13, 3] 366064 185208
[11, 6, 3] 58 25 [16, 10, 3] 28900 2296 [22, 13, 5] 128 120
[14, 6, 5] 11 1 [19, 10, 5] 31237 13 [19, 14, 3] 91 91
[11, 7, 3] 3 3 [16, 11, 4]* 1 1 [20, 14, 4]* 24 1

Òðîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåííè êîäîâå
Êîä Âñè÷êè ÊÑ Êîä Âñè÷êè ÊÑ Êîä Âñè÷êè ÊÑ
[5, 2, 3]* 2 2 [10, 6, 3] 195 10 [12, 8, 3] 805 753
[6, 3, 3] 1 1 [12, 6, 6] 1 1 [14, 8, 5] 1 1
[7, 4, 3] 4 4 [12, 6, 5] 36 18 [12, 9, 3] 1 1
[8, 4, 4]* 3 2 [10, 7, 3] 2 2 [13, 9, 3] 1504 1479
[8, 4, 3] 37 5 [11, 7, 3] 339 319 [14, 10, 3] 2695 2659
[8, 5, 3] 3 3 [12, 7, 3] 60910 1 [15, 11, 3] 4304 4304
[9, 5, 3] 87 23 [13, 7, 5] 6 5 [16, 12, 3] 6472 6472
[9, 6, 3] 3 3 [11, 8, 3] 1 1 [17, 13, 3] 8846 8846
[10, 6, 4]* 1 1

Íÿêîè îò êîäîâåòå, âêëþ÷åíè â òàáëèöàòà, íå ñà íîâè. Òå ñà áèëè êîíñòðóèðà-

íè â ïðåäèøíè ðàáîòè. Ùå îòáåëåæèì, ÷å êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå ñ ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå 3 èëè 4 è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 2 ñà ñâúðçàíè ñ 1-saturating ìíîæåñò-

âà â ïðîåêòèâíèòå ïðîñòðàíñòâà PG(n − k − 1, q) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: òî÷êèòå íà

1-saturating n-ìíîæåñòâà ìîãàò äà ñå ðàçãëåäàò êàòî (n − k)-ìåðíè ñòúëáîâå íà

ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà íà [n, k]q2 êîä. Ñúùî òàêà, êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå ñ

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 ñà ïúëíè øàïêè â PG(n − k − 1, q). Êîíñòðóêöèè íà

ìèíèìàëíè 1-saturating ìíîæåñòâà è ïúëíè øàïêè â ïðîåêòèâíèòå ïðîñòðàíñòâà

PG(k − 1, 2) ñà îïèñàíè â [56], [58]�[60], [83], [129]. Êîäîâåòå, êîèòî ñà êîíñòðóè-

ðàíè â òåçè ðàáîòè, ñà îòáåëÿçàíè ñúñ çâåçäà â òàáëèöàòà. Íÿêîè îò îòáåëÿçàíèòå

êîäîâå ñà ïîëó÷åíè ñúùî â [129], êúäåòî ñà äàäåíè ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè íà

ïúëíè øàïêè â PG(n−k−1, 2). Ñúùåñòâóâàíåòî íà êîäîâå ñ ïàðàìåòðè [10, 5, 3]22,

58



[14, 6, 5]23 è [13, 7, 3]22 å ïîêàçàíî â [103]. [17, 9, 5]23 êîäúò å ïúðâèÿò ïðåäñòàâèòåë

íà áåçêðàéíàòà ôàìèëèÿ îò [22s + 1, 22s + 1 − 4, 5]2, s ≥ 2 êîäîâå íà Zetterberg,

çà êîèòî Äîäóíåêîâ [65] å äîêàçàë, ÷å ñà êâàçè-ñúâúðøåíè. Êîäîâåòå [19, 10, 5]23,

[20, 11, 5]23, [23, 14, 5]23 è [24, 14, 6]23 ñà ñðåä êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå, ïîëó÷åíè

ñ êîìïþòúðíî òúðñåíå îò Wagner. Òîé ïîëó÷àâà ñàìî ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë çà

âñåêè îò èçáðîåíèòå ïàðàìåòðè. Íàøàòà êëàñèôèêàöèÿ ïîêàçâà, ÷å [19, 10, 5]23 è

[20, 11, 5]23 êâàçè-ñúâúðøåíèòå êîäîâå íå ñà åäèíñòâåíè. Èìà îùå 12 [19, 10, 5]2 è

564 [20, 11, 5]2 êâàçè-ñúâúðøåíè êîäà. [24, 12, 8]2 å äîáðå èçâåñòíèÿò ðàçøèðåí êîä

íà Golay, êîéòî ñúùî å êâàçè-ñúâúðøåí.

Çà ïúëíîòà íà êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè çà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå, ùå

îòáåëåæèì è îùå íÿêîè òàêèâà êîäîâå ïîëó÷åíè â ðàáîòèòå íà äðóãè àâòîðè.

Â [57] å ïðåäñòàâåí åäèíñòâåíèÿò [6, 1, 5]23 êîä. Äðóã åäèíñòâåí [5, 1, 5]33 êâàçè-

ñúâúðøåí êîä å äàäåí â [59]. Â [83] ñà íàìåðåíè êâàçè-ñúâúðøåíèòå [16, 11, 4]32,

[17, 12, 4]32 è [18, 13, 4]32 êîäîâå êàòî ïúëíè øàïêè â PG(4, 3). Êâàçè-ñúâúðøåíèÿò

êîä [21, 14, 4]22 å íàìåðåí êàòî ïúëíà øàïêà â PG(6, 2) â [94]. Â [129] å ïîêàçàíî,

÷å èìà 5 íå åêâèâàëåíòíè [21, 14, 4]22 êîäà.

Êàòî ïðèëîæèì Òåîðåìà 3.2.1 êúì êîäîâåòå, ïîëó÷åíè â Òàáëèöà 3.2.5, ïîëó-

÷àâàìå ñëåäíèòå âåðèãè îò ïàðàìåòðè íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå.

[5, 2, 3]22→ [6, 3, 3]22;

[8, 4, 4]22→ . . .→ [14, 10, 3]22;

[9, 4, 4]22→ . . .→ [30, 25, 3]22;

[13, 7, 4]22→ . . .→ [18,12,3]22→ [19, 13, 3]22→ [20,14,3]22→ . . .→ [62,56,3]22;

[5, 2, 3]32→ [12, 3, 3]32;

[8, 4, 4]32→ . . .→ [17, 13, 3]32→ [18,14,3]32→ . . .→ [40,36,3]32;

[12, 7, 3]32→ [13,8,3]32→ . . .→ [121,116,3]32.

Êîäîâåòå, êîèòî íå ñà ïîëó÷åíè â íàñòîÿùàòà êëàñèôèêàöèÿ, ñà äàäåíè â áîëä.

Äî íàøàòà ðàáîòà, åäèíñòâåíèòå èçâåñòíè ïðèìåðè íà êàâçè-ñúâúðøåíè êî-

äîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî 5 áÿõà äâîè÷íèòå êîäîâå ñ ïîâòîðåíèå,

[22, 12, 6]23 ñúêðàòåíèÿò êîä íà Golay, [7, 1, 7]34 è [8, 1, 8]24 êîäîâåòå, êëàñèôèöèðà-

íè â [57]. Íèå äàâàìå ïðèìåðè íà îùå òàêèâà êîäîâå è ïî òîçè íà÷èí îòãîâàðÿìå íà

îòâîðåíèÿ ïðîáëåì, ïîñòàâåí â ñòàòèÿòà íà Etzion è Mounits [81], êúäåòî ñå ïðåä-

ëàãà äà ñå íàìåðÿò íîâè èëè äà ñå äîêàæå íåñúùåñòâóâàíåòî íà êâàçè-ñúâúðøåíè

êîäîâå ñ d > 5. Íàé-èíòåðåñíè ñà [24, 12, 7]24 è [25, 12, 8]24 êîäîâåòå, êîèòî ñà ïúð-

âèòå ïðèìåðè íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ R = 4 èçâúí [24, 12, 8]24 ðàçøèðåíèÿ

êîä íà Golay, [7, 1, 7]34 è [8, 1, 8]24 êîäîâåòå ñ ïîâòîðåíèå. Ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè

ïîðàæäàùèòå ìàòðèöè íà òåçè êîäîâå. Êîäîâåòå ñà â ñèñòåìàòè÷åí âèä ñ ïîðàæ-

äàùè ìàòðèöè îò âèäà G = [Ik|A], êàòî åäèíè÷íàòà ìàòðèöà Ik å ïðîïóñíàòà, çà
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äà íå ñå óòåæíÿâà çàïèñà.

Ïîðàæäàùè ìàòðèöè íà äâîè÷íè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå 7 èëè 8

A. [24, 12, 7]24 êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå

A1 =



010010110101
101000111001
111010010010
000110011011
010101010110
101100001110
111111011101
111100110100
101101010011
010101111001
011000011111
000011111110



A2 =



110001001011
001011000111
111010010010
100101100101
010101010110
101100001110
011100100011
111100110100
001110101101
110110000111
111011100001
000011111110



A3 =



010101001011
001100111001
011110010010
100010011011
110110101000
101100001110
111111011101
111011001010
101010101101
110110000111
011000011111
000011111110



A4 =



100010111101
001011010011
101110001110
110011101010
110111010100
111101111111
111110100001
011011001101
111010110110
110110011011
001111111000
000111100111



A5 =



000010111101
011100110100
011001101001
110100001101
110000110011
101101111111
101110100001
111100101010
111101010001
100110011011
001111111000
010111100111



A6 =



000011011110
101010101011
101110010101
010011110001
010110101100
111101111111
111111000010
111011001101
111010110110
010110011011
001111111000
000111100111


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A7 =



110001010101
001011011001
111010010010
000110010111
110110100100
001111100010
111111001111
111100101010
001110101101
110110011001
111011100001
000011111110



A8 =



000011011011
001010101101
001110010110
100011100110
100110110001
101101111111
101111001000
101011010101
101010111010
100110001111
001111100011
010111111100



A9 =



010101011101
011011101100
001110001111
100001101011
110111000110
111100100001
101010110010
101101010111
111110011100
110011110101
011000111011
000111111010



A10 =



110001101110
111111011111
101010111100
010110101101
100100110011
001011100111
011101110100
111110100010
101101101001
010111000110
011000111011
000111111010



A11 =



000111100110
101101010101
101100101011
110000110111
110011011100
111011100001
111110010010
011010101110
011001011011
010101101101
001111111000
000110011111


B. [25, 12, 8]24 êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå

A1 =



1101101100100
1101000111001
1110100001101
1110110110000
1011001110010
1011010101100
1000100111110
0111100101010
0111101010001
0100110011011
0001111111000
0010111100111



A2 =



1101101110000
1101000100111
1100011101001
1100001011110
1001110010110
1001101001101
1000100111011
0101011010101
0101010111010
0100110001111
0001111100011
0010111111100


Ïîëó÷åíèòå â òîâà èçñëåäâàíå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å èìà ñàìî ïî íÿêîëêî

äúëæèíè, çà êîèòî å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâàò êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå çà âñÿêà
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ðàçìåðíîñò. Çà íÿêîè îò ïàðàìåòðèòå áÿõà íàìåðåíè ñòîòèöè è õèëÿäè êâàçè-

ñúâúðøåíè êîäîâå, êîåòî ïîêàçâà ÷å òîâà íå å òîëêîâà ðåñòðèêòèâíî ñâîéñòâî çà

êîäà. Íàìåðåíèòå êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò 5

íè äàâà îñíîâàíèå äà ñ÷èòàìå, ÷å çà ïî-ãîëåìè ðàçìåðíîñòè ùå ñúùåñòâóâàò êâàçè-

ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ïî-ãîëåìè ðàäèóñè íà ïîêðèòèå. Ñëåäîâàòåëíî èíòåðåñíî áè

áèëî äà ñå îòãîâîðè íà ñëåäíèòå âúïðîñè:

• Ñúùåñòâóâàò ëè äðóãè êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

ïî-ãîëÿìî îò 8, ñ èçêëþ÷åíèå íà äâîè÷íèòå êîäîâå ñ ïîâòîðåíèå?

• Èìà ëè ãîðíà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êâàçè-ñúâúðøåí êîä?
Â çàêëþ÷åíèå ùå îòáåëåæèì, ÷å íàïðàâåíèòå èçñëåäâàíèÿ âîäÿò äî èçâîäà,

÷å êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè âúçìîæíè ïàðàìåòðè íà êâàçè-ñúâúðøåíè êîäîâå

áè áèëà ìíîãîêðàòíî ïî-òåæêà çàäà÷à â ñðàâíåíèå ñ òàçè çà ñúâúðøåíèòå êîäîâå.

Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Èëèÿ Áóþêëèåâ, Ñòåôàí Äîäó-

íåêîâ è Veerle Fack è ñà ïóáëèêóâàíè â [223]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà International

Workshop on Optimal Codes and Related Topics âúâ Áÿëàòà Ëàãóíà, Áúëãàðèÿ,

ïðåç 2007 ãîäèíà è íà ëåêöèÿ íà ñåìèíàðà íà ãðóïàòà CAAGT îò óíèðåñèòåòà â

Ãåíò, Áåëãèÿ.

3.3 Ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íè ëèíåéíè êî-
äîâå ñ ìàëêè äúëæèíè

Èíòåðåñåí èçñëåäîâàòåëñêè ïðîáëåì, ñâúðçàí ñ ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîä,

å îïðåäåëÿíåòî íà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà tq[n, k] çà ôèêñèðàíè äúëæèíè è

ðàçìåðíîñòè. Íàé-èíòåíçèâíî å èçñëåäâàíà ôóíêöèÿòà t2[n, k] è òî÷íè ñòîéíîñòè

èëè ãîðíè è äîëíè ãðàíèöè çà íåÿ ñà ïîëó÷åíè â [8, 38, 48, 74, 103, 110, 180, 186, 187].

Ðåçóëòàòèòå îò òåçè ðàáîòè ñà îáîùåíè â Òàáëèöà 7.1 îò [47], êúäåòî ñà äàäåíè

òî÷íèòå ñòîéíîñòè èëè ãîðíèòå è äîëíèòå ãðàíèöè çà t2[n, k] çà êîäîâå ñ äúëæèíè

äî 64.

Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè ïúðâèòå øåñò îòâîðåíè ñëó÷àÿ îò Òàáëèöà

7.1 îò [47] çà t2[n, k]. Ïîäõîäúò, êîéòî å èçïîëçâàí, å äà ñå êîíñòðóèðàò êîäîâå ñ

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ðàâåí íà äîëíàòà ãðàíèöà çà t2[n, k]. Îêàçà ñå, ÷å çà âñè÷êè

ïàðàìåòðè íå ñúùåñòâóâàò êîäîâå ñ ðàäèóñè íà ïîêðèòèå ðàâíè íà äîëíàòà ãðà-

íèöà è òúé êàòî äîëíàòà è ãîðíàòà ãðàíèöè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ñ åäèíèöà, áÿõà

îïðåäåëåíè òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà t2[n, k] çà òåçè ïàðàìåòðè.

Ïúðâî ùå äîêàæåì òðè ëåìè îòíîñíî t2[n, k], êîèòî ùå áúäàò èçïîëçâàíè ïî-

êúñíî.
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Ëåìà 3.3.1. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà [n, k] êîäà C ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíå 1
èëè 2 å ïîíå t2[n− 1, k − 1].

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà íà [n, k, 1] êîä èìà ñòúëá ñàìî îò

åäèíèöè, à íà [n, k, 2] êîä èìà åäíàêâè ñòúëáîâå. Îò Òåîðåìà 1.2.12-â) ñëåäâà, ÷å

R(C) ≥ t2[n− 1, k − 1]. �

Ëåìà 3.3.2. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà [n, k, d] êîäúò C ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå
íà äóàëíèÿ ìó êîä 1 å ïîíå t2[n− 1, k] + 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å âåêòîðúò (1, 0, . . . ,

0) ïðèíàäëåæè íà äóàëíèÿ êîä íà êîäà C. Ñëåäîâàòåëíî ïúðâàòà êîîðäèíàòà íà

C å íóëåâà è R(C) ≥ t2[n− 1, k] + 1. �

Ëåìà 3.3.3. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà [n, k, d ≥ 3] êîä C ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå
íà äóàëíèÿ ìó êîä 2 å ïîíå t2[n− 2, k] + 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿò êîä C⊥ íà

êîäà C å 2, ìîæåì äà ïðèåìåì áåç çàãóáà íà îáùíîñò, ÷å âåêòîðúò (1, 1, 0, . . . , 0)

ïðèíàäëåæè íà C⊥. Òîãàâà c1 = c2 çà âñÿêà êîäîâà äóìà c = (c1, c2, . . . , cn) îò êîäà

C è ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ïîðàæäàùàòà ìó ìàòðèöà å âúâ âèäà:

G =


1 1
0 0
...

... G′

0 0

 .
Êîäúò C èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå 3 è ñëåäîâàòåëíî G′ å ïîðàæäàùà ìàò-

ðèöà íà [n− 2, k] êîä C ′. Îò ãðàíèöàòà çà ñëåïâàíå íà êîäîâå R(C) ≥ R(C ′) + 1 ≥
t2[n− 2, k] + 1.

Â íàøåòî èçñëåäâàìå èñêàìå äà ïîñòðîèì áàçèñ G íà êîäà C ñúñ çàäàäåí ðà-

äèóñ íà ïîêðèòå r = R(C) è ôèêñèðàíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ∆ íà äóàëíèÿ ìó

êîä. Çà öåëòà, êîíñòðóèðàìå áàçèñà H íà äóàëíèÿ íà C êîä. Ïîïúëâàìå ìàòðè-

öàòà H ïîñëåäîâàòåëíî ðåä ñëåä ðåä êàòî èçáèðàìå âñåêè ñëåäâàù ðåä òàêà, ÷å

êîäúò, êîéòî òÿ ùå ïîðàæäà äà èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ∆. Çà äà îãðàíè÷èì

âúçìîæíèòå èçáîðè çà ðåäîâå, ùå èçïîëçâàìå îùå åäíî óñëîâèå. Äà ïðèåìåì, ÷å

ñìå èçáðàëè ïúðâèòå i ðåäà íà H. Äà îçíà÷èì ñ Ti(m) i = 1, 2, . . . , R áðîÿò íà ëè-

íåéíèòå êîìáèíàöèèòå îò i ñòúëáà íà H, ÷èéòî ïðåôèêñ å m ∈ F i
2. Ñïîðåä Òåîðåìà

1.2.12-â) òðÿáâà äà áúäå óäîâëåòâîðåíî ñëåäíîòî óñëîâèå:

(3.3.1) Ti(m) ≥ 2n−k−i.

Òîãàâà íà âñÿêà ñòúïêà, íà êîÿòî èçáèðàìå íîâ ðåä, ùå èçáèðàìå ñàìî òàêèâà,

êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî (3.3.1).
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Íåêà äà ïåðìóòèðàìå ñòúëáîâåòå íà äóàëíèÿ êîä ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å åäèíèöè-

òå â äóìàòà ñ ìèíèìàëíî òåãëî äà ñà â ïúðâèòå ∆ ïîçèöèè, à íóëèòå - â îñòàíàëèòå.

Òîãàâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å áàçèñúò G íà C å â ñëåäíèÿ âèä:

G = [G0︸︷︷︸
∆

| G′]︸︷︷︸
n−∆

,

êúäåòî òåãëàòà íà âåêòîðèòå â G0 ñà ÷åòíè. Ùå îçíà÷èì ñ C0 êîäúò ïîðîäåí îò

G0, à ñ C
′ - êîäúò ïîðîäåí îò G′.

Èìà äâà îñíîâíè ñëó÷àÿ çà êîäîâåòå, êîèòî èçñëåäâàìå.

Ñëó÷àé 1: ∆ ∈ {3, 4} è ðåäîâåòå íà G′ ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Ùå êîíñòðó-

èðàìå áàçèñúò G â äâå ñòúïêè. Ïúðâî ùå êîíñòðóèðàìå âñè÷êè íå åêâèâàëåíòíè

êîäîâå C ′ ñ ïîðàæäàùè ìàòðèöè G′ è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R′ = R − 1 êàòî êîí-

ñòðóèðàìå òåõíèòå ïðîâåðî÷íè ìàòðèöè H ′. Òúé êàòî âñåêè êîä èìà ïðîâåðî÷íà

ìàòðèöà â ñèñòåìàòè÷åí âèä, ìîæåì äà ôèêñèðàìå ÷àñò îò H ′, ò.å.

H ′ =


1 . . . 0

D′
. . .

0 . . . 1

 .
Ñëåä òîâà îïðåäåëÿìå âñè÷êè íå åêâèâàëåíòíè ìàòðèöè D′ êàòî èçáèðàìå ñàìî

ðåäîâå, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî (3.3.1). Ñëåä êàòî îïðåäåëèì G′ îò H ′,

òðÿáâà äà ïîïúëíèì îñòàâàùèòå ∆ ñòúëáà îò G, ò.å. äà îïðåäåëèì G0. Àíàëîãè÷íî

íà ïîñòðîÿâàíåòî íà G′, ùå ñòðîèì ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà H íà êîäà C âúâ âèäà:

H =



1 . . . 0 0 . . . 0

D′
. . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0
∗ . . . ∗ 0 . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
∗ . . . ∗︸ ︷︷ ︸

k

0 . . . 0 0 . . . 1


← 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−∆

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
∆

Íà ìÿñòîòî íà ïúðâèÿ íåïîïúëíåí ðåä íà H ìîæå äà áúäå ïîñòàâåí òîçè îçíà÷åí

ñúñ ñòðåëêà, çàùîòî ñóìàòà îò ñòúëáîâåòå íà G0 å 0. Çà îñòàíàëèòå ùå ïðàâèì

ïúëíî ïðåòúðñâàíå, îãðàíè÷åíî îò èçïúëíåíèåòî íà óñëîâèå (3.3.1).

Ñëó÷àé 2: ∆ = 4 è èìà ëèíåéíî çàâèñèìè ðåäîâå â G′, ò.å. ðàçìåðíîñòòà íà
ìàòðèöàòà G′ å ñ 1 ïî-ìàëêà îò òàçè íà G. Êîíñòðóèðàìå âñè÷êè íå åêâèâàëåíòíè

[n −∆, k − 1] êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R′ = R − 1 ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî è â

Ñëó÷àé 1. Ìàòðèöàòà G, â êîÿòî âñå îùå íå ñà ïîïúëíåíè ïúðâèòå 4 ñòúëáà, å â
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ñëåäíèÿ âèä: 
∗ . . . ∗

. . . G′

∗ . . . ∗ 0 . . . 0

 .
Òúé êàòî ïîñëåäíèÿò ðåä íå å èçöÿëî íóëåâ, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å èìàìå 1 â íàé-

äÿñíàòà ïîçèöèÿ íà íåïîïúëíåíàòà ÷àñò, ò.å. â ÷åòâúðòà ïîçèöèÿ. Êàòî ïðèáàâèì

ïîñëåäíèÿ ðåä êúì ïðåäèøíèòå ðåäîâå, ìîæåì äà ïîëó÷èì íóëè â òåõíèòå ïîçèöèè

íîìåð 4. Òàçè îïåðàöèÿ íÿìà äà ïðîìåíè ìàòðèöàòà G′. Ñëåä òîâà ïåðìóòèðàìå

ñòúëáîâåòå òàêà, ÷å ÷åòâúðòàòà åäèíèöà äà îòèäå íà ïîñëåäíî ìÿñòî â G. Àêî

ïðèåìåì, ÷å G′ å â ñèñòåìàòè÷åí âèä ([G′x|I]), ïîëó÷àâàìå G âúâ âèäà:
∗ . . . ∗ 1 . . . 0

. . . G′x
. . .

∗ . . . ∗ 0 . . . 0 0 . . . 1

 .
Êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé, çà äà êîíñðóèðàìå G íèå êîíñòðóèðàìå H âúâ

âèäà:

H =



0 1 . . . 0

G′x
tr ...

0
. . .

∗ . . . ∗
. . .
∗ . . . ∗ 0 . . . 1

 ← 0 . . . 01

n−k︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

∆

Ïúðâèòå øåñò îòâîðåíè ñëó÷àÿ çà t2[n, k] â Òàáëèöà 7.1 îò [47] ñà ñëåäíèòå:

t2[17, 6] = 4 − 5; t2[17, 8] = 3 − 4; t2[18, 7] = 4 − 5; t2[19, 7] = 4 − 5; t2[20, 8] =

4− 5 è t2[21, 7] = 5− 6. Èçëîæåíàòà ïî-ãîðå òåõíèêà çà êëàñèôèêàöèÿ íà äâîè÷íè

ëèíåéíè êîäîâå ñúñ çàäàäåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå áåøå èçïîëçâàíà â òúðñåíåòî

íà êîäîâå ñ äúëæèíè è ðàçìåðíîñòè êàòî íà êîäîâåòå îò îòâîðåíèòå ñëó÷àè è

ðàäèóñè íà ïîêðèòèå ðàâíè íà äîëíàòà ãðàíèöà. Ñ ïîìîùòà íà Ëåìè 3.3.1, 3.3.2 è

3.3.3, ïúðâî ïîêàçâàìå, ÷å ìèíèìàëíèòå ðàçñòîÿíèÿ íà èçñëåäâàíèòå êîäîâå è íà

òåõíèòå äóàëíè òðÿáâà äà ñà ïî-ãîëåìè îò 2. Ñëåä òîâà èçïîëçâàìå ïðîãðàìà, êîÿòî

ðåàëèçèðà òåõíèêàòà çà êëàñèôèêàöèÿ, çà äà íàìåðèì âñè÷êè íå åêâèâàëåíòíè

êîäîâå ñ òúðñåíèòå ïàðàìåòðè.

Ñåãà ùå îïèøåì íàêðàòêî êàê òîâà áåøå íàïðàâåíî çà âñåêè îò èçñëåäâàíèòå

øåñò ñëó÷àÿ. Ìàêñèìàëíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ìèíèìàëíèòå ðàçñòîÿíèÿ çà

èçñëåäâàíèòå êîäîâå áÿõà âçåòè îò [29].

1. [17,6] êîäîâå.

Òâúðäåíèå 3.3.4. Àêî ñúùåñòâóâà [17, 6] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4, òî ìèíè-
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ìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4}.

Äîêàçàòåëñòâî.Îò Ëåìà 3.3.1 ñëåäâà, ÷å t2[17, 6, 1] ≥ t2[16, 5] = 5 è t2[17, 6, 2] ≥
t2[16, 5] = 5, îò Ëåìà 3.3.2, ÷å çà [17, 6] êîäîâåòå ñ ∆ = 1, t2[17, 6] ≥ t2[16, 6] + 1 = 5

è îò Ëåìà 3.3.3, ÷å çà [17, 6] êîäîâåòå ñ d ≥ 3 è ∆ = 2, t2[17, 6] ≥ t2[15, 6] + 1 = 5. Çà

äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, ùå îòáåëåæèì, ÷å ∆ ≤ 4 çà âñè÷êè [17, 6] êîäîâå.

Ñëó÷àé 1: ∆ ∈ {3, 4} è ðåäîâåòå íà G′ ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Êîìïþòúðíîòî
òúðñåíå ïîêàçâà, ÷å èìà 15 íå åêâèâàëåíòíè êîäà ñ ∆ = 3 è 87 íå åêâèâàëåíòíè

êîäà ñ ∆ = 4, íî ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè òåçè êîäîâå ñà ïî-ãîëåìè îò 4.

Ñëó÷àé 2: ∆ = 4 è ðàçìåðíîñòòà íà ìàòðèöàòà G′ å ñ 1 ïî-ìàëêà îò òàçè íà G,

ò.å.G′ å 5×13 ìàòðèöà. Îò ãðàíèöàòà çà ñëåïâàíå íà êîäîâåR(C) ≥ R(C0)+R(C ′) =

1 + R(C ′). Òúé êàòî t2[13, 5] = 4, èìàìå R(C) ≥ 5. Ñëåäîâàòåëíî íå ìîæåì äà

êîíñòðóèðàìå êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4 â òîçè ñëó÷àé.

Ñëåäîâàòåëíî íå ñúùåñòâóâàò [17, 6] êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4 è t2[17, 6] =

5.

2. [17,8] êîäîâå.

Òâúðäåíèå 3.3.5. Àêî ñúùåñòâóâà [17, 8] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 3, òî ìèíè-
ìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4, 5}.

Ùå ïðîïóñíåì äîêàçàòåëñòâàòà íà òîâà è íà ñëåäâàùèòå 4 òâúðäåíèÿ, òúé

êàòî òå ñà ïîäîáíè íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 3.3.4.

Çà ∆ ∈ {3, 4} áÿõà òåñòâàíè ñëó÷àè 1 è 2, íî ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè
1004 êîäà, êîèòî áÿõà êîíñòðóèðàíè ñà ïî-ãîëåìè îò 4.

Çà ∆ = 5, áÿõà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êè [17, 9, 5] êîäà. Îêàçà ñå, ÷å èìà åäèíñ-

òâåí [17, 9, 5] êîä ñúñ ñëåäíàòà ïîðàæäàùà ìàòðèöà



11111000000000000
11000110100000000
00110001101000000
10100001010100000
00110100010010000
01100010010001000
00010011010000100
10000111010000010
10010011100000001


.

Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà äóàëíèÿò ìó êîä å 5.

Ñëåäîâàòåëíî íå ñúùåñòâóâàò [17, 8] êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 3 è t2[17, 8] =

4.
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3. [18,7] êîäîâå.

Òâúðäåíèå 3.3.6. Àêî ñúùåñòâóâà [18, 7] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4, òî ìèíè-
ìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4}.

Áÿõà òåñòâàíè ñëó÷àè 1 è 2, íî íå áÿõà íàìåðåíè êîäîâå ñ ðàäèóñè íà ïîêðèòèå

4 è ñëåäîâàòåëíî t2[18, 7] = 5.

Îò òîçè ðåçóëòàò íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å t2[19, 7] ≥ 5, ò.å. t2[19, 7] = 5.

4. [20,8] êîäîâå.

Òâúðäåíèå 3.3.7. Àêî ñúùåñòâóâà [20, 8] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4, òî ìèíè-
ìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4}.

Ñëó÷àé 1: Çà ∆ = 3 îò ãðàíèöàòà çà ñëåïâàíå íà êîäîâå èìàìå R(C) ≥ 1 +

t2[17, 8] = 5. Çàòîâà òúðñèì ñàìî êîäîâå ñ ∆ = 4. Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè

êîíñòðóèðàíè êîäîâå ñà ïî-ãîëåìè îò 4.

Ñëó÷àé 2: Òúé êàòî t2[16, 7] = 4, ïîëó÷àâàìå R(C) ≥ 1 + t2[16, 7] = 5.

Îò ñëó÷àè 1 è 2 ñëåäâà, ÷å t2[20, 8] = 5.

5. [21,7] êîäîâå.

Òâúðäåíèå 3.3.8. Àêî ñúùåñòâóâà [21, 7] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 5, òî ìèíè-
ìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4}.

Ñëó÷àé 1: Òúðñèì ñìî êîäîâå ñ ∆ = 4, çàùîòî çà êîäîâåòå ñ ∆ = 3 èìàìå

R(C) ≥ 1 + t2[18, 7] = 6. Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè êîíñòðóèðàíè êîäîâå ñà

ïî-ãîëåìè îò 5.

Ñëó÷àé 2: Îò t2[17, 6] = 5 ñëåäâà, ÷å R(C) ≥ 1 + 5 = 6.

Ñëåäîâàòåëíî t2[21, 7] = 6.

Äðóãà àëòåðíàòèâà, êîãàòî òúðñèì êîäîâå ñ íàé-äîáðè ïîêðèâàùè ñâîéñòâà, å

ïðè çàäàäåíè êî-ðàçìåðíîñò m è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà

l(m,R), êîÿòî å íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà äúëæèíà íà êîä ñúñ çàäàäåíè m è R. Ùå

ïðåäñòàâèì ïîëó÷åíèòå â òîçè ðàçäåë ðåçóëòàòè è â òåðìèíèòå íà òàçè ôóíêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.3.9. l(9, 3) = 18, l(11, 4) = 19, 21 ≤ l(12, 4) ≤ 23 è 22 ≤ l(14, 5) ≤ 24.

Äîêàçàòåëñòâî.Îò Òàáëèöà 7.2 ([47], ñòð. 202-208) å èçâåñòíî, ÷å 17 ≤ l(9, 3) ≤
18, 17 ≤ l(11, 4) ≤ 19, 19 ≤ l(12, 4) ≤ 23 è 21 ≤ l(14, 5) ≤ 24. Ðåçóëòàòà ñå ïîëó÷àâà

íåïîñðåäñòâåíî îò Òâúðäåíèÿ 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 è 3.3.7.

Â êðàÿ íà òîçè ðàçäåë ùå ïîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà íà åäèí êîä ñ ìèíèìàëåí

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Â [103] å ïîêàçàíî, ÷å t2[14, 6] = 3 êàòî å êîíñòðóèðàí êîä
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ñ òåçè ïàðàìåòðè. Èçêàçàíî å ñúùî è ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å òîçè êîä å åäèíñòâåí.

Ïî-êúñíî â [69] å ïîêàçàíî, ÷å ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí [14, 6, 5] êîä è ðàäèóñúò ìó íà

ïîêðèòèå å 3. Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà âñåêè [14, 6] êîä å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî

íà 5, à íà íåãîâèÿ äóàëåí å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà 4. Ñëåäîâàòåëíî çà äà äîêàæåì

õèïîòåçàòà îò [103], òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà [14, 6, d ≤ 4]

êîäîâåòå ñà ïî-ãîëåìè îò 3. Îò Ëåìè 3.3.1, 3.3.2 è 3.3.3 ñëåäâà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 3.3.10. Àêî ñúùåñòâóâà [14, 6, d ≤ 4] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 3, òî
ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä å ∆ ∈ {3, 4}.

Ïðèëàãàìå ñúùèÿ ïîäõîä êàêòî è ïðè ïðåäèøíèòå êîäîâå è òåñòâàìå ñëó÷àè

1 è 2. Êîìïþòúðíîòî òúðñåíå ïîêàçà, ÷å âñè÷êè òàêèâà êîäîâå èìàò ðàäèóñè íà

ïîêðèòèå ïîíå 4.

Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñ Âåñåëèí Âàâðåê è ñà ïóá-

ëèêóâàíè â [214]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà EuroWorkshop on Optimal Codes and Related

Topics â Ñëúí÷åâ áðÿã, Áúëãàðèÿ ïðåç 2001 ã.

3.4 Ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íèòå ëèíåéíè
êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6

Â òîçè ðàçäåë îïðåäåëÿìå ìèíèìàëíèòå ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè äâî-

è÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6. Ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòàt2[n, k] çà êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñòè äî 5 ñà îïðåäåëåíè â [48] è [103]. Â [103] ñà îïðåäåëåíè è ãîðíè ãðàíè-

öè çà t2[n, k] çà êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè 6 è 7. Ïî-òî÷íî, çà ðàçìåðíîñò 6 å äîêàçàíî,

÷å

(3.4.1) t2[n, 6] ≤
⌊
n− 8

2

⌋
, çà n ≥ 18

Çà äà îïðåäåëèì ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà t2[n, 6] çà âñÿêî n, èçïîëçâàõìå

êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè äâîè÷íè ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6 íàïðàâå-

íà îò Èëèÿ Áóþêëèåâ â [22]. Ñëåä òîâà, òðÿáâàøå äà ïðîâåðèì äàëè òåçè êîäîâå

èìàò îïðåäåëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Îò ðåøàâàùî çíà÷åíèå áåøå äà èìàìå åôåê-

òèâåí àëãîðèòúì, êîéòî áúðçî äà îòõâúðëÿ êîäîâåòå, ÷èèòî ðàäèóñè íà ïîêðèòèå

ñà ïî-ãîëåìè îò ïðåäâàðèòåëíî îïðåäåëåíèÿ. Ìíîãî ïîäõîäÿùà çà öåëòà ñå îêàçà

ïðåäëîæåíàòà îò Èëèÿ Áóþêëèåâ ìîäèôèêàöèÿ íà Àëãîðèòúì 4 çà ïðåñìÿòàíå íà

ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä. Àëãîðèòúìúò å åâðèñòè÷åí è áúðçî îïðåäåëÿ

äîëíà ãðàíèöà íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä.

Èäåÿòà íà àëãîðèòúìà å ïîäîáíà íà èçïîëçâàíàòà â ðàçäåë 3.2. Èçïîëçâàìå

Ìåòîä 2, çà ïðåñìÿòàíåòî íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà. Ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà
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íà êîäà å â ñèñòåìàòè÷åí âèä è ãåíåðèðàìå ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè ñúñå-

äåí êëàñ êàòî ðàçãëåæäàìå âåêòîðèòå îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a), a ∈ F n−k
2 . Â ðàçäåë 3.2

ñèñòåìàòè÷íî ãåíåðèðàõìå âñè÷êè òàêèâà âåêòîðè ñ òåãëà ïî-ãîëåìè îò

⌊
d− 1

2

⌋
,

òúé êàòî çà òÿõ å èçâåñòíî, ÷å ñà åäèíñòâåíè ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå. Â òî-

çè ðàçäåë èçïîëçâàìå åâðèñòè÷íà òåõíèêà, ñ öåë äà íàìåðèì êîëêîòî å âúçìîæíî

ïî-áúðçî ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî îò íÿêàêâà ïðåäâàðèòåëíî çà-

äàäåíà ñòîéíîñò R çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà. Íàìèðàíåòî íà òàêúâ ëèäåð

îçíà÷àâà, ÷å ðàäèóñúò íà ïîêðèòå íà êîäà å ïî-ãîëÿì îò R. Àëãîðèòúìúò çàïî÷âà

ñ òåñòâàíåòî íà âåêòîð c îò ñúñåäíèÿ êëàñ Kc = {c + C}. Àêî òåãëîòî íà ëèäåðà
íà òîçè ñúñåäåí êëàñ å ïî-ãîëÿìî îò R, ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà ïðèêëþ÷âà. Â

ïðîòèâåí ñëó÷àé, ôîðìèðàìå ìíîæåñòâàòà îò ñúñåäè íà c - N(c), êîèòî ñå ðàçëè-

÷àâàò îò c â åäíà ïîçèöèÿ è èçïîëçâàìå îöåíú÷íàòà ôóíêöèÿ f(c), çà äà íàìåðèì

òåêóùîòî íàé-äîáðî ðåøåíèå. Ôóíêöèÿòà f(c) = wt(Kc)2
k − A(Kc) çàâèñè îò òåã-

ëîòî íà ñúñåäíèÿ êëàñ wt(Kc) è áðîÿ A(Kc) íà âåêòîðèòå ñ ìèíèìàëíî òåãëî îò

Kc. Öåëòà íè å äà ìàêñèìèçèðàìå f(c), ò.å. äà ìèíèìèçèðàìå áðîÿ íà âåêòîðèòå ñ

ìèíèìàëíî òåãëî â ñúñåäíèÿ êëàñ. Òúðñåíåòî ïðîäúëæàâà â ìíîæåñòâîòî îò ñúñå-

äè N(c) äîêàòî íàìåðèì ñúñåäåí êëàñ ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî îò R. Àêî ïðåòúðñâàíåòî

íà òîâà ìíîæåñòâî íå äîâåäå äî î÷àêâàíèÿ ðåçóëòàò, äîáàâÿìå øóì êúì âåêòîðà c

êàòî èíâåðòèðàìå ïðîèçâîëíî èçáðàíè íåãîâè ïîçèöèè è ïîâòàðÿìå ïðîöåäóðàòà.

Ñõåìàòè÷íî àëãîðèòúìúò å ïîêàçàí ïî-äîëó.

Àëãîðèòúì 6.LowerBoundCoveringRadius(Rmin)

c, c′: vector; br0,br: integer;

{ br0 := 0;

while br0 < const0
{ br0 := br0 + 1; br := 0;

Select a random vector c ∈ F n
2 \ {C};

while br < const

{ br := br + 1;

while exists c′ ∈ N(c) such that f(c′) > f(c) do c := c′;

if wt(Kc) > Rmin break; output R > Rmin

Add some noise to c;

}

}

}
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Òúé êàòî â íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå áåøå âàæíî äà ïîêàæåì íåñúùåñòâóâàíåòî

íà êîäîâå ñ îïðåäåëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, Àëãîðèòúì 6 ñå îêàçà ìíîãî åôåêòèâåí.

Òîé áåøå èçïîëçâàí, çà äà ñå ïîêàæå íåñúùåñòâóâàíåòî íà êîäîâå ñ äúëæèíè 22 ≤
n ≤ 54, n ÷åòíî è ôèêñèðàí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R. Áÿõà òåñòâàíè 236779414 òàêèâà

êîäà è ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì ñå îêàçà èçêëþ÷èòåëíî åôåêòèâåí, ò.å. ìíîãî áúðçî

áåøå âúçìîæíî äà ñå íàìåðè ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî îò R.

Êàòî îñíîâà çà èçñëåäâàíåòî íà ìèíèìàëíèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòå íà äâîè÷íèòå

êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6 èçïîëçâàìå Òàáëèöà 7.1 îò [47] êàòî â íåÿ îòðàçÿâàìå è íîâèÿ

ðåçóëòàò çà t2[17, 6], ïîëó÷åí â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë. Èçâåñòíèòå òî÷íè ñòîéíîñòè è

ãîðíè è äîëíè ãðàíèöè çà t2[n, 6] ñà îáîáùåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

Òàáëèöà 3.4.1. Ãðàíèöè çà t2[n, 6] çà n ≤ 64.
n 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t2[n,6] 1 1 1 2 2 3 3 3 4

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24
t2[n,6] 4 5 5 5 6 6 6-7 7 7-8

n 25 26 27 28 29 30 31 32 33
t2[n,6] 7-8 8-9 8-9 9-10 9-10 9-11 10-11 10-12 11-12

n 34 35 36 37 38 39 40 41 42
t2[n,6] 11-13 11-13 12-14 12-14 13-15 13-15 14-16 14-16 14-17
n 43 44 45 46 47 48 49 50 51
t2[n,6] 15-17 15-18 16-18 16-19 17-19 17-20 17-20 18-21 18-21

n 52 53 54 55 56 57 58 59 60
t2[n,6] 19-22 19-22 20-23 20-23 20-24 21-24 21-25 22-25 22-26

n 61 62 63 64
t2[n,6] 23-26 23-27 23-27 24-28

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å çà äâîè÷íè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6 è äúëæèíà ïî-ãîëÿìà

îò 17, ãðàíèöàòà (3.4.1) å òî÷íà. Ïî òîçè íà÷èí îïðåäåëÿìå ñòîéíîñòèòå íà ôóíê-

öèÿòà t2[n, 6] çà âñÿêî n. Ïîäõîäúò, êîéòî èçïîëçâàìå ñå îñíîâàâà íà îïðåäåëÿíåòî

íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íèòå ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6.

Òåîðåìà 3.4.1.

t2[n, 6] =
⌊
n− 8

2

⌋
, çà n ≥ 18.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà êîäîâåòå ñ äúëæèíè 18 - 21, ñòîéíîñòèòå íà t2[n, 6] ñà

èçâåñòíè è òå èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà. Çà îñòàíàëèòå êîäîâå ñ äúëæè-

íè äî 64, ãîðíèòå ãðàíèöè îò Òàáëèöà 3.4.1 ñúâïàäàò ñúñ ñòîéíîñòèòå, äàäåíè â

òåîðåìàòà. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å òåçè ãîðíè ãðàíèöè ñà òî÷íè.
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Íåêà äà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿò îòâîðåí ñëó÷àé - [22, 6] êîäîâåòå. Àêî [22, 6] êîäúò

C èìà ïîâòàðÿùè ñå ñòúëáîâå, òî ìîæåì äà ãî ðàçãëåæäàìå êàòî ñëåïâàíå íà äâà

êîäà: [20, 6] êîä ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è [2, 1] êîäúò ñ ïîâòîðåíèå ñ

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 1. Ñëåäîâàòåëíî R(C) ≥ t2[20, 6]+1 = 7 è àêî ñúùåñòâóâà [22, 6]

êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 6, òî òîé òðÿáâà äà å ïðîåêòèâåí. Îò êëàñèôèêàöèÿòà

íà äâîè÷íèòå ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 6 [22] å èçâåñòíî, ÷å èìà 2852541

òàêèâà êîäà. Ñ Àëãîðèòúì 6 ïîêàçâàìå, ÷å âñè÷êè òåçè êîäîâå èìàò ðàäèóñè íà

ïîêðèòèå ïî-ãîëåìè îò 6. Ñëåäîâàòåëíî t2[22, 6] = 7.

Íåêà ñåãà C äà å [24, 6] êîä. Àêî èìà [24, 6] êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòå 7, òî òå

òðÿáâà äà ñà ïðîåêòèâíè è ñ Àëãîðèòúì 6 ïîêàçâàìå, ÷å âñè÷êèòå 8239576 òàêèâà

êîäîâå èìàò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ïî-ãîëÿì îò 7. Ñëåäîâàòåëíî t2[24, 6] = 8. Òúé

êàòî t2[25, 6] ≥ t2[24, 6], ïîëó÷àâàìå è ÷å t2[25, 6] = 8.

Ïîâòàðÿìå òàçè ïðîöåäóðà äîêàòî îïðåäåëèì, ÷å t2[54, 6] = t2[55, 6] = 23. Îò

Òàáëèöà 3.4.1 ñå âèæäà, ÷å çà âñåêè äâå ñúñåäíè äúëæèíè, ãðàíèöèòå çà t2[n, 6]

ñà åäíàêâè. Òîãàâà å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå ñàìî ïúðâèÿ êîä (òîçè ñ ÷åòíà

äúëæèíà), à ðåçóëòàòà çà âòîðèÿ ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò íåãî.

Íåêà C äà å [56, 6] êîä. Àêî òîé èìà ïîâòîðåíè ñòúëáîâå, òî R(C) ≥ t2[54, 6] +

1 = 23 + 1 = 24. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, C ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ñêúñåí ñ 7

ïîçèöèè [63, 6] Ñèìïåêñåí êîä, ÷èéòî ðàäèóñ íà ïîêðèòå å 31. Òîãàâà îò ãðàíèöàòà

çà ñêúñÿâàíå íà êîäîâå ñëåäâà, ÷å R(C) ≥ 31− 7 = 24. Ñëåäîâàòåëíî t2[56, 6] = 24

è t2[57, 6] = 24. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó÷àâàìå, ÷å t2[58, 6] = t2[59, 6] = 25,

t2[60, 6] = t2[61, 6] = 26 è t2[62, 6] = t2[63, 6] = 27.

Çà n ≥ 64, âñåêè [n, 6] êîä òðÿáâà äà èìà ïîâòîðåíè ñòúëáîâå è t2[n, 6] ≥ t2[n−
2, 6] + 1, îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå t2[n, 6] ≥ b(n− 8)/2c çà âñÿêî n ≥ 18. Ñëåäîâàòåëíî

ãðàíèöàòà å òî÷íà.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèÿòà å ìíîãî âàæíî íå ñàìî äà çíàåì ñòîéíîñòòà

íà ìèíèìàëíèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà êîä ñ ôèêñèðàíè äúëæèíà è ðàçìåðíîñò,

íî è äà èìàìå êîíñòðóêöèè íà òàêèâà êîäîâå. Ñåãà ùå ïðåäñòàâèì êëàñèôèêà-

öèè è êîíñòðóêöèè íà äâîè÷íè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè äî 6 è ðàäèóñè íà ïîêðèòèå

R = t2[n, k]. Ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà êîäîâåòå âàæíà ðîëÿ èãðàÿò ïîíÿòèÿòà íîðìà-
ëèçèðàíè ëèíåéíè êîäîâå è êîíñòðóêöèÿòà ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà (amalgamated
direct sum - ADS) çà íîðìàëèçèðàíè êîäîâå, âúâåäåíà â [103].

Íåêà C äà å äâîè÷åí êîä ñ äúëæèíà n, ðàçìåðíîñò k è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

R, ò.å. [n, k]R êîä. Àêî i å åäíà îò n-òå ìó êîîðäèíàòè, íåêà äà îçíà÷èì ñ C
(i)
0

ìíîæåñòâîòî îò êîäîâè äóìè, ïðè êîèòî i-òàòà êîîðäèíàòà å 0 è ñ C
(i)
1 ìíîæåñòâîòî

îò êîäîâè äóìè, ïðè êîèòî å 1. Ïðèåìàìå, ÷å C
(i)
1 íå å ïðàçíî è òîãàâà C

(i)
0 è C

(i)
1
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ñúäúðæàò ïî 2k−1 êîäîâè äóìè. Çà ïðîèçâîëíà äâîè÷íà n-îðêà, íåêà

f0(x) = dist(x,C
(i)
0 ) = min

c∈C(i)
0

dist(x, c),

f1(x) = dist(x,C
(i)
1 ).

Òîãàâà

N (i) = max
x
{f0(x) + f1(x)}

ñå íàðè÷à íîðìà íà C ïî îòíîøåíèå íà i-òàòà êîîðäèíàòà è

N = min
i
N (i)

å íîðìàòà íà C. Êîîðäèíàòèòå i, çà êîèòî N = N (i) ñå íàðè÷àò ïðèåìëèâè. Íàêðàÿ,
êîäúò å íîðìàëèçèðàí àêî íîðìàòà ìó óäîâëåòâîðÿâà

N ≤ 2R + 1.

Òåîðåìà 3.4.2. [47] Äà ïðèåìåì, ÷å A å íîðìàëèçèðàí äâîè÷åí [nA, kA]RA êîä,
÷èÿòî ïîñëåäíà êîîðäèíàòà å ïðèåìëèâà è B å íîðìàëèçèðàí äâîè÷åí [nB, kB]RB

êîä, ÷èÿòî ïúðâà êîîðäèíàòà å ïðèåìëèâà. Òîãàâà òÿõíàòà ñìåñåíà äèðåêòíà
ñóìà

A⊕̇B = {(a, 0, b)|(a, 0) ∈ A, (0, b) ∈ B} ∪ {(a, 1, b)|(a, 1) ∈ A, (1, b) ∈ B}
å [nA + nB − 1, kA + kB − 1]R êîä ñ R ≤ RA + RB. Ïî-îáùî, àêî íîðìàòà íà A ïî
îòíîøåíèå íà ïîñëåäíàòà êîîðäèíàòà å NA è íîðìàòà íà B ïî îòíîøåíèå íà
ïúðâàòà êîîðäèíàòà å NB, òî êîäúò A⊕̇B èìà íîðìà NA+NB−1 è ñëåäîâàòåëíî

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íàé-ìíîãî
1

2
(NA +NB − 1). Â ÷àñòíîñò, àêî ðàäèóñúò íà

ïîêðèòèå íà A⊕̇B å ðàâåí íà RA+RB, òî A⊕̇B å íîðìàëèçèðàí è ïðèïîêðèòàòà
êîîðäèíàòà å ïðèåìëèâà.

Ñëåäíèÿò ðåçóëòàò îò [103] å ìíîãî ïîëåçåí ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà êîäîâå ñ

ìàëêè ðàäèóñè íà ïîêðèòå.

Òåîðåìà 3.4.3. Àêî C å [n, k]R íîðìàëèçèðàí êîä, òî ñúùåñòâóâàò [n+2i, k]R+i

íîðìàëèçèðàíè êîäîâå çà âñÿêî i ≥ 0.

Èçâåñòíî å, ÷å âñè÷êè äâîè÷íè [n, k] êîäîâå ñ äúëæèíè äî 15 ñà íîðìàëèçè-

ðàíè. Íèå êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè òàêèâà êîäîâå êàòî èçïîëçâàìå ïðîãðàìàòà Q-

EXTENSION [23] è ñëåä òîâà ïðåñìÿòàìå ðàäèóñèòå èì ïîêðèòèå. Â Òàáëèöà 3.4.2

ñà äàäåíè áðîéêèòå íå åêâèâàëåíòíè êîäîâå ñ R = t2[n, k]. Ñëó÷àÿò k = 1 å òðèâèà-

ëåí è å âêëþ÷åí â òàáëèöàòà ñàìî çà ïúëíîòà. Ïîðàæäàùèòå ìàòðèöè íà êëàñèôè-

öèðàíèòå êîäîâå ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè íà http //www.moi.math.bas.bg/∼tsonka.
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Òàáëèöà 3.4.2. Äâîè÷íè êîäîâå ñ R = t2[n, k] çà n ≤ 15 è k ≤ 6.
Êîä Âñè÷êè Êîä Âñè÷êè Êîä Âñè÷êè Êîä Âñè÷êè Êîä Âñè÷êè Êîä Âñè÷êè

[3, 1]1 1 [3, 2]1 2

[4, 1]2 1 [4, 2]1 2 [4, 3]1 3

[5, 1]2 1 [5, 2]2 4 [5, 3]1 4 [5, 4]1 4

[6, 1]3 1 [6, 2]2 4 [6, 3]2 11 [6, 4]1 7 [6, 5]1 5

[7, 1]3 1 [7, 2]3 7 [7, 3]2 12 [7, 4]1 1 [7, 5]1 11 [7, 6]1 6

[8, 1]4 1 [8, 2]3 6 [8, 3]3 31 [8, 4]2 37 [8, 5]1 2 [8, 6]1 16

[9, 1]4 1 [9, 2]4 11 [9, 3]3 32 [9, 4]2 2 [9, 5]2 102 [9, 6]1 4

[10, 1]5 1 [10, 2]4 9 [10, 3]4 76 [10, 4]3 164 [10, 5]2 19 [10, 6]2 255

[11, 1]5 1 [11, 2]5 15 [11, 3]4 72 [11, 4]3 5 [11, 5]3 841 [11, 6]2 100

[12, 1]6 1 [12, 2]5 12 [12, 3]5 162 [12, 4]4 653 [12, 5]3 129 [12, 6]3 4126

[13, 1]6 1 [13, 2]6 20 [13, 3]5 149 [13, 4]4 11 [13, 5]4 6527 [13, 6]3 2101

[14, 1]7 1 [14, 2]6 16 [14, 3]6 316 [14, 4]5 2334 [14, 5]4 889 [14, 6]3 1

[15, 1]7 1 [15, 2]7 26 [15, 3]6 286 [15, 4]5 25 [15, 5]5 47604 [15, 6]4 47552

Êàòî íàïðàâèì ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà íà âñåêè îò êëàñèôèöèðàíèòå êîäîâå

ñ ðàçìåðíîñòè äî 5 è íà [2s + 1, 1]s êîäà ñ ïîâòîðåíèå ñ íåîáõîäèìàòà äúëæèíà,

ñïîðåä Òåîðåìà 3.4.3, ìîæåì äà ïîëó÷èì êîä ñ ïðîèçâîëíà äúëæèíà n ïî-ãîëÿìà

îò 15, ðàçìåðíîñò k äî 5 è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ðàâåí íà t2[n, k].

Â [103] ñà êîíñòðóèðàíè äâà íîðìàëèçèðàíè êîäà. Ïîêàçàíî å, ÷å âñè÷êè êî-

îðäèíàòè íà òåçè êîäîâå ñà ïðèåìëèâè. Òîâà ñà [14, 6, 5]3 è [19, 6, 7]5 êîäîâåòå.

Åäèíñòâåíîñòòà íà [14, 6, 5]3 êîäà áåøå ïîêàçàíà â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë, à ñúùî òàêà

áåøå ïîòâúðäåíî è îò íàïðàâåíàòà ïî-ãîðå êëàñèôèêàöèÿ. [19, 6]5 êîäúò òðÿáâà

äà å ïðîåêòèâåí (t2[19, 5] ≥ t2[17, 6] + 1 = 6) è êàòî èçïîëçâàìå êëàñèôèêàöèÿòà

îò [22], îïðåäåëèõìå ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè 366089 ïðîåêòèâíè [19, 6]

êîäîâå. Îêàçà ñå, ÷å èìà ñàìî åäèí êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 5 è ñëåäîâàòåëíî

è [19, 6, 7]5 êîäúò å åäèíñòâåí. Òîãàâà çàïî÷âàéêè îò [14, 6, 5]3 èëè [19, 6, 7]5 êî-

äîâåòå è ïðèëàãàéêè ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà ñ [2s + 1, 1]s êîäà ñ ïîâòîðåíèå ñúñ

ñúîòâåòíàòà äúëæèíà, ìîæåì äà ïîëó÷èì âñåêè [n, 6]R = t2[n, 6] êîä ñ äúëæèíà

ïî-ãîëÿìà îò 17. Çà äà ïîëó÷èì [17, 6]5 êîä, ìîæå äà ïðèëîæèì ñìåñåíà äèðåêòíà

ñóìà ìåæäó åäèí îò êëàñèôèöèðàíèòå [15, 6]4 íîðìàëèçèðàíè êîäîâå è [3, 1]1 êîäà

ñ ïîâòîðåíèå.

Íîðìàëèçèðàíèòå êîäîâå, êëàñèôèöèðàíè â òîçè ðàçäåë, ìîãàò ñúùî äà áú-

äàò èçïîëçâàíè çà êîíñòðóèðàíå íà êîäîâå ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è

çà ðàçìåðíîñòè ïî-ãîëåìè îò 6. Íàïðèìåð èçâåñòíî å, ÷å t2[17, 8] = t2[18, 8] = 4.

Àêî ðàçãëåäàìå ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà íà [8, 4]2 è [10, 5]2 íîðìàëèçèðàíè êîäî-

âå, ñïîðåä Òåîðåìà 3.4.2, ïîëó÷àâàìå [17, 8]4 íîðìàëèçèðàí êîä. Ïî ñúùèÿ íà÷èí,

ñìåñåíàòà äèðåêòíà ñóìà íà [9, 4]2 è [10, 5]2 íîðìàëèçèðàíè êîäîâå äàâà [18, 8]4

íîðìàëèçèðàí êîä.

Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà íà [7, 4]1 è [14, 6]3 íîðìà-

ëèçèðàíè êîäîâå. Ðåçóëòàòúò å [20, 9]4 íîðìàëèçèðàí êîä ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà
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ïîêðèòèå. [25, 9]6 íîðìàëèçèðàí êîä ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ìîæå äà

áúäå êîíñòðóèðàí ÷ðåç ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà íà [7, 4]1 êîä è íà [19, 6]5 êîäà,

êîíñòðóèðàí â [103], çà êîéòî äîêàçàõìå ïî-ãîðå, ÷å å åäèíñòâåí.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Èëèÿ Áóþêëèåâ è ñà ïóáëèêóâàíè

â [226]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà International Workshop on Algebraic and Combinatorial

Coding Theory â Ïàìïîðîâî, Áúëãàðèÿ ïðåç 2008 è íà ñåìèíàð íà ãðóïàòà CAAGT

â óíèâåðñèòåòà â Ãåíò, Áåëãèÿ ïðåç ñúùàòà ãîäèíà.

3.5 Ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå ëèíåéíè
êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4

Â òîçè ðàçäåë ñà èçñëåäâàíè òðîè÷íèòå ëèíåéíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4. Íàï-

ðàâåíà å êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè òðîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4 è íà

áàçàòà íà òàçè êëàñèôèêàöèÿ ñà îïðåäåëåíè íÿêîè íåèçâåñòíè ñòîéíîñòè íà ôóí-

êöèÿòà t3[n, 4].

Êëàñèôèêàöèÿ íà òðîè÷íèòå ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4 ïî îòíîøå-

íèå íà ìèíèìàëíîòî èì ðàçñòîÿíèå, êàòî ñà èçïîëçâàíè ïðîåêòèâíè ãåîìåòðèè, å

íàïðàâåíà â [82]. Â òàçè ãëàâà èçïîëçâàìå ïîäõîäà íà McKay [153] çà îòõâúðëÿíå

íà èçîìîðôíè ðåøåíèÿ, çà äà íàïðàâèì ñúùàòà êëàñèôèêàöèÿ.

Íåêà äà îçíà÷èì ñM qm × qm − 1

q − 1
ìàòðèöàòà îò êîäîâè äóìè íà ñèìïëåêñíèÿ

êîä. Çà äà êîíñòðóèðàìå ïðîåêòèâåí êîä ñúñ çàäàäåíà ðàçìåðíîñò, èçïîëçâàìå

ôàêòà, ÷å òîé å ñêúñåíà âåðñèÿ íà ñúîòâåòíèÿ ñèìïëåêñåí êîä. Ñ äðóãè äóìè,

êîäîâèòå äóìè íà âñåêè ïðîåêòèâåí êîä C ñå ïîëó÷àâàò êàòî ñå èçáåðàò îïðåäåëåí

áðîé ñòúëáîâå îò ìàòðèöàòà M . Ùå êàçâàìå, ÷å êîäúò C å äåôèíèðàí îò òåçè

ñòúëáîâå íà M .

Îñíîâíàòà èäåÿ å äà ñå êîíñòðóèðàò ðåêóðñèâíî íîâè êîäîâå, êîèòî â ñúîò-

âåòñòâèå ñ òåðìèíîëîãèÿòà íà McKay ùå íàðè÷àìå êîäîâå-íàñëåäíèöè, îò êîäîâå,
êîèòî ùå íàðè÷àìå êîäîâå-ðîäèòåëè. Â íàøèÿ ñëó÷àé, àêî êîäúò-ðîäèòåë å äå-

ôèíèðàí îò n ñòúëáà íà ìàòðèöàòà M , òî êîäúò-íàñëåäíèê ùå áúäå äåôèíèðàí

îò òåçè ñòúëáîâå ïëþñ îùå åäèí íîâ, ðàçëè÷åí îò òÿõ ñòúëá îò M . Êàòî êîäîâå-

íàñëåäíèöè ùå áúäàò ïðèåìàíè ñàìî òåçè îò òàêà êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå, êîèòî

îòãîâàðÿò íà ðîäèòåëñêèÿ òåñò è íà òåñòà çà èçîìîðôèçúì.

Ïðè ðîäèòåëñêèÿ òåñò èçïîëçâàìå âúâåäåíîòî â [153] êàíîíè÷íî ïîäðåæäàíå

íà êîîðäèíàòèòå íà êîäîâåòå. Òîãàâà ðîäèòåëñêèÿò òåñò ìîæå äà áúäå ïðåìèíàò

ñàìî îò òåçè êîäîâå-íàñëåäíèöè, ÷èéòî ïîñëåäåí äîáàâåí ñòúëá å ïúðâè â êàíîíè÷-

74



íîòî ïîäðåæäàíå èëè å â åäíà è ñúùà îðáèòà ñ ïúðâèÿ â êàíîíè÷íîòî ïîäðåæäàíå.

Îò êîäîâåòå-íàñëåäíèöè, êîèòî ñà ïðåìèíàëè ðîäèòåëñêèÿ òåñò, âçåìàìå ñàìî ïî

åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Àëãîðèòúìúò çà êîíñòðóèðàíå íà ïðîåêòèâíè êîäîâå èìà ñëåäíèòå ñòúïêè.

• Çàïî÷âàìå îò ïðàçíîòî ìíîæåñòâîòî è ðåêóðñèâíî ïðàâèì ñëåäíîòî.

• Çà äàäåí êîä îò äúðâîòî íà òúðñåíå êîíñòðóèðàìå âñè÷êè âúçìîæíè êîäîâå-
íàñëåäíèöè êàòî äîáàâÿìå êúì êîäà-ðîäèòåë åäèí íîâ ñòúëá, ðàçëè÷åí îò

òåçè êîèòî ñà âå÷å â êîäà-ðîäèòåë.

• Çà âñåêè òàêúâ êîä-íàñëåäíèê ïðàâèì ðîäèòåëñêèÿ òåñò è çà êîäîâåòå-íàñëåä-
íèöè, êîèòî óñïåøíî ñà ãî ïðåìèíàëè, ïðàâèì òåñòà çà èçîìîðôèçúì èçìåæäó

êîäîâåòå, êîèòî ñà ïîëó÷åíè îò åäèí è ñúù ðîäèòåë.

Çà ïðåñìÿòàíåòî íà êàíîíè÷íîòî ïîäðåæäàíå íà ñòúëáîâåòå è ðåàëèçèðàíåòî

íà òåñòà çà èçîìîðôèçúì, èçïîëçâàìå àëãîðèòúìà îò [24]. Ïðåäèìñòâîòî íà òîçè

àëãîðèòúì çà íàøåòî èçñëåäâàíå å, ÷å òðÿáâà äà ïðàâèì òåñòà çà èçîìîðôèçúì

ñàìî ìåæäó êîäîâåòå-íàñëåäíèöè íà åäèí êîä-ðîäèòåë.

Ñ òîçè àëãîðèòúì è ñúñ ñúîòâåòíèÿ ñîôòóåð, ðàçðàáîòåí îò Èëèÿ Áóþêëè-

åâ, áÿõà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êè òðîè÷íè ïðîåêòèâèí êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4. Òå

ñà ïðåäñòàâåíè ïî-äîëó êàòî çà âñÿêà äúëæèíà å ïîñî÷åí îáùèÿ áðîé íà íå åê-

âèâàëåíòíèòå êîäîâå. Êàòî ñòåïåí å äàäåíè áðîÿ íà êîäîâåòå, èìàùè ñúîòâåòíîòî

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå, çàïèñàíî êàòî îñíîâà íà èçðàçà.

Ïî-êúñíî òîçè àëãîðèòúì áåøå ðàçøèðåí, òàêà ÷å äà áúäàò êëàñèôèöèðàíè

âñè÷êè òðîè÷íè êîäîâå ñ ðàçìåðíîñò 4 è äúëæèíè äî n = 20. Çà öåëòà ðàçøèðÿ-

âàìå ñ íåîáõîäèìèÿ áðîé ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè ñúîòâåòíèòå ïðîåêòèâíè [n− s, 4]

êîäîâå. Ñëåä òîâà èçïîëçâàìå àëãîðèòúìà îò [24], çà äà îòäåëèì íå åêâèâàëåíòíè-

òå êîäîâå. Ïðîãðàìíàòà ðåàëèçàöèÿ íà òàçè ÷àñò îò èçñëåäâàíåòî å íàïðàâåíà îò

Èëèÿ Áóþêëèåâ.
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k= 4
n = 4 1 11

n = 5 3 12, 21

n = 6 8 13, 25

n = 7 19 14, 211, 34

n = 8 44 14, 216, 321, 43

n = 9 91 13, 216, 345, 426, 51

n = 10 199 13, 213, 355, 4112, 515, 61

n = 11 401 12, 210, 346, 4174, 5165, 64

n = 12 806 11, 26, 333, 4154, 5448, 6164

n = 13 1504 11, 23, 319, 4102, 5478, 6843, 758

n = 14 2659 11, 22, 39, 453, 5314, 61318, 7950, 812

n = 15 4304 21, 35, 422, 5151, 6941, 72559, 8623, 92

n = 16 6472 32, 49, 557, 6439, 72310, 83478, 9177

n = 17 8846 43, 519, 6153, 71099, 84617, 92937, 1018

n = 18 11127 55, 645, 7356, 82454, 96799, 101466, 112

n = 19 12723 610, 789, 8782, 94582, 106935, 11324, 121

n = 20 13358 716, 8178, 91514, 106893, 114722, 1235

n = 21 12723 828, 9328, 102526, 117860, 121981

n = 22 11127 947, 10528, 113587, 126530, 13435

n = 23 8846 1068, 11763, 124220, 133747, 1448

n = 24 6472 1191, 12977, 133913, 141484, 157

n = 25 4304 12114, 131074, 142764, 15351, 161

n = 26 2659 13127, 141014, 151462, 1655, 171

n = 27 1505 14127, 15801, 16569, 177, 181

n = 28 807 15113, 16520, 17171, 183

n = 29 402 1690, 17274, 1838

n = 30 201 1766, 18127, 198

n = 31 94 1845, 1947, 202

n = 32 47 1926, 2020, 211

n = 33 23 2015, 218

n = 34 12 219, 223

n = 35 6 225, 231

n = 36 4 233, 241

n = 37 2 242

n = 38 1 251

n = 39 1 261

n = 40 1 271
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Ïîñëåäíàòà ñòúïêà îò òîâà èçñëåäâàíå å îïðåäåëÿíåòî íà íÿêîè îò íåèçâåñ-

òíèòå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà t3[n, 4]. Â [11] å ïðåäñòàâåíà òàáëèöà ñ ãðàíèöè è

òî÷íè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà t3[n, k] çà êîäîâå ñ äúëæèíè äî 27. Ïî-êúñíî, â [164]

ñà îïðåäåëåíè ñòîéíîñòèòå íà t3[10, 4] è t3[12, 4]. Íèå ðàçøèðÿâàìå òàçè òàáëèöà

çà êîäîâå ñ äúëæèíè äî 40 (âèæ Òàáëèöà 3.5.1 îò ïðèëîæåíèåòî). Äîëíàòà ãðà-

íèöà å ãðàíèöàòà íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà (1.2), à çà ãîðíà ãðàíèöà å èçïîëçâàíà

íàé-äîáðàòà îò ãðàíèöèòå (1.12) � (1.15). Íÿêîè òî÷íè ñòîéíîñòè ñà ïîëó÷åíè â

ðàáîòèòå íà ðàçëè÷íè àâòîðè è ñà îçíà÷åíè òàêà: ñ c - ïîëó÷åíèòå â [10], ñ n - â

[211], ñ D - â [55], ñ O1 - â [164] è ñ O2 - â [164]. Ñëåä òîâà e ïðèëîæåíà ãðàíèöàòà

(1.12) è ñà óòî÷íåíè îùå ñëåäíèòå 9 ñòîéíîñòè íà t3[n, k]:

1 - t3[16, 8] ≤ t3[8, 4] + t[8, 4] = 4 ⇒ t3[16, 8] = 4,

2 - t[18, 8] ≤ t[14, 7] + t[4, 1] = 5 ⇒ t3[18, 8] = 5,

3 - t3[24, 11] ≤ t3[20, 10] + t3[4, 1] = 6 ⇒ t3[24, 11] = 6,

4 - t3[28, 14] ≤ t3[24, 12] + t3[4, 2] = 6 ⇒ t3[28, 14] = 6,

5 - t3[31, 16] ≤ t3[20, 10] + t[11, 6] = 6 ⇒ t3[31, 16] = 6,

6 - t3[33, 20] ≤ t3[20, 10] + t3[13, 10] = 5 ⇒ t3[33, 20] = 5,

7 - t3[34, 17] ≤ t3[20, 10] + t3[14, 7] = 7 ⇒ t3[34, 17] = 7,

8 - t3[36, 18] ≤ t3[34, 17] + t3[2, 1] = 7 ⇒ t3[36, 18] = 7,

9 - t3[40, 20] ≤ t3[20, 10] + t3[20, 10] = 8 ⇒ t3[40, 20] = 8.

Ïðè îïðåäåëÿíåòî â [11] íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå êîäîâå ñ

ðàçìåðíîñòè 2 è 3 ñå îêàçà, ÷å çà âñè÷êè äúëæèíè äî
3m − 1

3− 1
çà m = 2, 3 èìà

ïðîåêòèâåí êîä ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Çàòîâà ïðè îïðåäåëÿíåòî íà

ñòîéíîñòèòå íà t3[n, k], íèå ïúðâî òåñòâàõìå ïðîåêòèâíèòå êîäîâå ñúñ ñúîòâåòíà-

òà äúëæèíà. Àêî íå ñå íàìåðåõà êîäîâå ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ðàâåí íà äîëíàòà

ãðàíèöà çà t3[n, k], òðÿáâàøå äà ñå ïðîâåðÿò è êîäîâåòå ñ ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè.

Íåêà C äà å êîä ñ n1 åêâèâàëåíòíè êîîðäèíàòè. Òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå

C êàòî ñëåïâàíå íà [n1, k1] êîä C1 è íà [n2, k2] êîä C2, êàòî k1 ≤ k2 è ïîðàæäàùèòå

èì ìàòðèöè ñà ñúîòâåòíî G1 è G2. Ôîðìèðàìå ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G íà êîäà

C òàêà G = [G′1|G2], êàòî G′1 å G1 ñ äîáàâåíè k2 − k1 íóëåâè ðåäà. Òîãàâà C å

[n1 + n2, k2] êîä, ÷èéòî ðàäèóñ íà ïîêðèòèå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

R(C) ≥ R(C1) +R(C2).

Íèå èçïîëçâàìå òàçè ãðàíèöà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà [n, 4] êîäúò C äà èìà ïîâòî-

ðåíè êîîðäèíàòè è íåêà òå äà ñà íà ïúðâèòå s ïîçèöèè â ïîðàæäàùàòà ìó ìàòðèöà.

Òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå C êàòî ñëåïâàíå íà êîäîâåòå C1, êîéòî å [s, 1] êîä

è íà C2, êîéòî å [n− s, 4] ïðîåêòèâåí êîä. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà C1 å

R(C1) =
⌊

2s

3

⌋
,
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à çà C2 èçáèðàìå êîä ñ ìèíèìàëíèÿ âúçìîæåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

R(C2) = t3[n− s, 4].

Òàêà ïîëó÷àâàìå äîëíà ãðàíèöà çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà C

(3.1) R(C) ≥
⌊

2s

3

⌋
+ t3[n− s, 4].

Çà äà îïðåäåëèì ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà ïðîåêòèâíèòå êîäîâå è íà ïîëó-

÷åíèòå ïî ãîðåîïèñàíèÿ íà÷èí êîäîâå ñ ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè, èçïîëçâàìå ìîäè-

ôèêàöèÿ íà ìåòîä 2, êàòî òåñòâàìå ñàìî äóìèòå îò âèäà (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a), a ∈ F n−4
3 è

wt(a) ≥ t3[n, 4]. Àêî ïî âðåìå íà òúðñåíåòî íàìåðèì ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ ñ òåãëî

ðàâíî íà äîëíàòà ãðàíèöà çà t3[n, 4] ãî ïðåêúñâàìå, çàùîòî å íàìåðåí êîä ñúñ çàäà-

äåíèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Àêî íàìåðèì ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ ñ òåãëî ïî-ãîëÿìî

îò t3[n, k], ñïèðàìå òúðñåíåòî, çàùîòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà å ñúñ ñèãóð-

íîñò ïî-ãîëÿì îò çàäàäåíàòà ñòîéíîñò. Ìîäèôèöèðàíèÿò ïî òîçè íà÷èí àëãîðèòúì

äàâà ìíîãî áúðçî ðåçóëòàò, êîãàòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà å ïî-ãîëÿì îò

äîëíàòà ãðàíèöà çà t3[n, 4] è óñïÿâàìå çà êðàòêî âðåìå äà îòõâúðëèì ãîëÿì áðîé

êîäîâå, èìàùè ïî-ãîëÿì îò ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå.

Ïúðâèÿò îòâîðåí ñëó÷àé çà t3[n, 4] å íà äúëæèíà n = 13. Òåñòâàìå âñè÷êè

70440 [13, 4] êîäîâå, êàòî òúðñèì òàêúâ ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 5. Îêàçâà ñå, ÷å

íÿìà òàêúâ è ñëåäîâàòåëíî t3[13, 4] > 5. Íàìèðàìå ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå 6 è òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å t3[13, 4] = 6. Çà ñëåäâàùàòà äúëæèíà èìàìå

t3[14, 4] ≥ t3[13, 4] è îïðåäåëÿìå, ÷å t3[14, 4] = 6.

Àêî åäèí [15, 4] êîä èìà ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè ìîæåì äà ãî ðàçãëåæäàìå

êàòî ñëåïâàíå íà êîäîâå. Òîãàâà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å C2 å [13, 4] êîä ñ ìèíè-

ìàëíèÿ âúçìîæåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, à C1 å [2, 1] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 1.

Òîãàâà ñúãëàñíî (3.1) ïîëó÷àâàìå, ÷å R(C) ≥ 6 + 1 = 7 è ñëåäîâàòåëíî àêî [15, 4]

êîä èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 6, òî òîé òðÿáâà äà å ïðîåêòèâåí. Òåñòâàìå âñè÷êè

êëàñèôèöèðàíè 1504 òàêèâà êîäà è ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà ñ ðàäèóñè íà ïîêðèòèå

R([15, 4]) ≥ 7.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ñëó÷àè äî äúëæèíà 23 è íà äúë-

æèíà 25 è ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè t3[13, 4] = t3[14, 4] = 6, t3[15, 4] = 7,

t3[16, 4] = t3[17, 4] = 8, t3[18, 4] = t3[19, 4] = 9, t3[20, 4] = 10, t3[21, 4] = t3[22, 4] = 11,

t3[23, 4] = 12 è t3[25, 4] = 13.

Ñïåöèàëíî ùå îòáåëåæèì ñëó÷àÿò n = 19. Çà íåãî ïîëó÷àâàìå, ÷å å âúçìîæíî

äà èìàìå ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè â ïîðàæäàùàòà ìó ìàòðèöà. Çàòîâà òåñòâàìå äàëè

âñè÷êè 80233923 [19, 4] êîäà èìàò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ðàâåí íà äîëíàòà ãðàíèöà, à

èìåííî R = 9. Îêàçà ñå, ÷å ñúùåñòâóâàò ñàìî äâà òðîè÷íè [19, 4] êîäà ñ ìèíèìàëåí
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ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 9. Åäèíèÿò å ïðîåêòèâåí è èìà ñëåäíèÿò òåãëîâíè ñïåêòúð

A0 = 1, A9 = 2, A11 = 12, A12 = 16, A13 = 30, A14 = 14, A15 = 2, A17 = 4.

Òîçè ðåçóëòàò áåøå ïîëåçåí è ïðè îïðåäåëÿíåòî íà ìèíèìàëíèÿ ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå íà [21, 4] êîäîâåòå. Çà òÿõ ñúùî áåøå âúçìîæíî äà èìà êîäîâå ñ ìè-

íèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è ñ ïîâòîðåíè êîîðäèíàòè. Òåçè êîäîâå ìîãàò äà ñå

ðàçãëåæäàò êàòî ñëåïâàíå íà [2, 1] êîä ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 1 è [19, 4] êîä ñ ìèíè-

ìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 9. Òúé êàòî ñúùåñòâóâàò ñàìî äâà [19, 4] êîäà ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå 9, íèå ãè ðàçøèðèõìå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè ñ 2 åäíàêâè êîîðäè-

íàòè. Ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà âñè÷êè êîäîâå ñå îêàçàõà ïî-ãîëåìè îò 10. Ñúùî

òåñòâàõìå è ïðîåêòèâíèòå [21, 4] êîäîâå è òåõíèòå ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå ñå îêà-

çàõà ïî-ãîëåìè îò 10, à íàìåðèõìå òàêèâà ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 11. Ñëåäîâàòåëíî

t3[21, 4] = 11.

Çà îñòàíàëèòå êîäîâå íà ðàçìåðíîñò 4 ïîëó÷àâàìå ïîäîáðåíè ñòîéíîñòè çà

äîëíàòà ãðàíèöà çà ôóíêöèÿòà t3[n, 4]. Òàêà ÷åòâúðòèÿò ðåä íà òàáëèöàòà çà t3[n, k]

ñå ïðîìåíÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 1 2 2 3 4 4 5 6

n 14 15 16 17 18 19 20 21 22
6 7 8 8 9 9 10 11 11

n 23 24 25 26 27 28 29 30 31
12 12-13 13 13-14 14-15 15-16 16-17 16-17 17-18

n 32 33 34 35 36 37 38 39 40
17-19 18-19 18-20 19-21 19-21 20-22 20-23 21-23 21-24

Çàáåëåæêà 2. Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè, â êîèòî ñà îïðåäåëåíè ñòîéíîñòèòå íà

ôóíêöèÿòà t3[n, k] (ò.å. 13 ≤ n ≤ 20), èìà ïðîåêòèâíè êîäîâå ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Èëèÿ Áóþêëèåâ è ñà ïóáëèêóâàíè

â [215]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà International Workshop on Algebraic and Combinatorial

Coding Theory â Êðàíåâî, Áúëãàðèÿ ïðåç 2004.
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Ãëàâà 4

Ïîâåäåíèå íà øóìîçàùèòíè êîäîâå
ïðè îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà
ãðåøêè

Â òàçè ãëàâà å èçñëåäâàíî ïîâåäåíèåòî ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè íà êëàñîâå ëè-

íåéíè êîäîâå. Îòäåëåíî å ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà òðîè÷íèÿ êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí

[13, 7, 5] êîä. Ïîêàçàíî å, ÷å òîé å êâàçè-ñúâúðøåí è ñà ïðåäëîæåíè äâà åôåêòèâ-

íè äåêîäèðàùè àëãîðèòúìà çà íåãî. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå íà ïîâåäåíèåòî ïðè

îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà êëàñîâå ëèíåéíè êîäîâå. Ðåøåí å îòâîðåí

ïðîáëåì (5.1) îò êíèãàòà íà MacWilliams è Sloane [145].

Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ åäèí ëèíååí êîä äà å ïîäõîäÿù â öåëèÿ èíòåðâàë

[
0,
q − 1

q

]
èëè â íåãîâè ïîäèíòåðâàëè, îñíîâàâàùè ñå íà äúëæèíàòà è ìèíèìàëíîòî ðàçñòî-

ÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä, ñà ïðåäñòàâåíè îò Äîäóíåêîâà è Íèêîëîâà [3, 72, 73].

Çà äà áúäàò ïðîâåðåíè òåçè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ, òðÿáâà äà ñå çíàÿò òåãëîâ-

íîòî ðàçïðåäåëåíèå Ā íà êîäà C èëè ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ ìó êîä

C⊥. Òåçè ïàðàìåòðè, îñîáåíî Ā, íå ñà èçâåñòíè çà ïîâå÷åòî êîäîâå è îïðåäåëÿíåòî

èì å èç÷èñëèòåëíî òðóäíà çàäà÷à, êàêòî áåøå ïîêàçàíî â ðàçäåë 2.2. Ñëåäîâàòåëíî

ïðîâåðêàòà äàëè åäèí êîä å ïîäõîäÿù çà êîíòðîë íà ãðåøêè ñúùî å òðóäíà çàäà÷à

è îïðåäåëÿíåòî íà êëàñîâå êîäîâå, êîèòî ñà ïîäõîäÿùè, ïðåäñòàâëÿâà çíà÷èòåëåí

èíòåðåñ êàêòî îò òåîðåòè÷íà ãëåäíà òî÷êà, òàêà è îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèÿ-

òà. Îñâåí òîâà, àêî èìàìå ïîäõîäÿùè êîäîâå, îò òÿõ ìîãàò äà ñå êîíñòðóèðàò íîâè,

ñúùî ïîäõîäÿùè êîäîâå. Îò ìîíîãðàôèÿòà íà Kl�ove è Korzhik [132] ñà èçâåñòíè

ñëåäíèòå êîíñòðóêöèè íà íîâè ïîäõîäÿùè êîäîâå îò èçâåñòíè òàêèâà.

Íåêà Sk äà å åäíà ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà Ñèìïëåêñ êîäà, ò.å. Sk å k ×
qk − 1

q − 1
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ìàòðèöà íàä GF(q), òàêàâà ÷å âñè÷êè íåéíè ñòúëáîâå ñà íå íóëåâè, ðàçëè÷íè è íå

ïðîïîðöèîíàëíè. Íåêà C äà å [n, k] êîä íàä GF(q) ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G. Òîãàâà

ùå îçíà÷àâàìå ñ C∗ ñëåïâàíåòî íà C è Ñèìïëåêñ êîäà, ò.å.

[
n+

qk − 1

q − 1
, k

]
êîäà ñ

ïîðàæäàùà ìàòðèöà G∗ = [G|Sk]. Ðàçãëåæäà ñå ñúùî è èòåðàöèÿ íà *-îïåðàöèÿòà,
êàòî ñå äåôèíèðà Cr∗ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

C0∗ = C,

C(r+1)∗ = (Cr∗)∗.

Òåîðåìà 4.0.1. [132] Àêî C e ïîäõîäÿù, òî è C∗ å ïîäõîäÿù.

Òåîðåìà 4.0.2. [132] Àêî C e [n, k]q êîä è r ≥ max{0, n−2d}, òî Cr∗ å ïîäõîäÿù.

Òåîðåìà 4.0.3. [132] Àêî C e [n, k]q êîä è r ≥ n− 2, òî Cr∗ å ïîäõîäÿù.

4.1 Ïîâåäåíèå ïðè îòêðèâàíå íà ãðåøêè íà äâîè÷íè è òðî-
è÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 33

Êëàñèôèêàöèè íà äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå, íà äâîè÷íè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå è íà òðîè÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñà íàïðà-

âåíè ñúîòâåòíî â [10], [75], [117], [211]. Íèå ïðåñìÿòàìå Ā, ᾱ è Qh,l çà âñè÷êè òåçè

êîäîâå, êàòî èçïîëçâàìå îïèñàíèòå âúâ âòîðà ãëàâà àëãîðèòìè. Çà îïðåäåëÿíåòî

íà ᾱ çà êîäîâå ñ ãîëåìè ðàçìåðíîñòè å èçïîëçâàí Ìåòîä 1, êàòî ñà ãåíåðèðàíè

âñè÷êè êîìáèíàöèè îò ρ = t + 1, . . . , R(C) ñòúëáà íà ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà H è

çà âñÿêà ñòîéíîñò íà ρ ñà ïðåáðîåíè ðàçëè÷íèòå n − k-ìåðíè âåêòîðè, ïîëó÷åíè

îò òåçè êîìáèíàöèè. Ùå îòáåëåæèì, ÷å íå å íåîáõîäèìî äà ñå òåñòâàò ñòîéíîñòèòå

íà ρ îò 1 äî t, çàùîòî å èçâåñòíî, ÷å âñåêè n − k-ìåðåí âåêòîð ñ òåãëî 1, . . . , t å

åäèíñòâåí ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ, ò.å. ñòîéíîñòèòå íà α0, α1, . . . , αt ñà ñúîòâåòíî

1,

(
n− k

1

)
, . . . ,

(
n− k
t

)
. Çà ïðåñìÿòàíåòî íà Qh,l çà êîäîâå ñ ìàëêè ðàçìåðíîñòè å

èçïîëçâàí Ìåòîä 2.

Ñëåä êàòî ñà ïðåñìåòíàòè Ā, ᾱ è Qh,l2, ìîæå äà ñå ïðîâåðè ñ ïðîèçâîëíà

ïðåöèçíîñò óñëîâèåòî êîäúò äà å t-ïîäõîäÿù, êàêòî è äèñêðåòíèòå äîñòàòú÷íè

óñëîâèÿ çà òîâà. Òàêà ðàçëè÷íèòå êîäîâå ìîãàò äà áúäàò ñðàâíÿâàíè è äà ñå îïðå-

äåëè íàé-äîáðèÿ ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà è çà êîðåêòíî

ïðåäàâàíå.

Íèå èçïîëçâàõìå ïðîãðàìàòà ISMONOT íàïèñàíà íà Maple, çà äà ïðîâåðèì

ìîíîòîíñòòà íà ôóíêöèÿòà P (t)
ue (C, ε) çà èçñëåäâàíèòå êîäîâå çà êðàéíî ìíîæåñò-
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âî îò ñòîéíîñòè íà ε â èíòåðâàëà

[
0,
q − 1

q

]
ñúñ ñòúïêà 10−5 è òàêà îïðåäåëèõìå

âñè÷êè êîäîâå, êîèòî íå ñà t-ïîäõîäÿùè. Ïàêåòúò Maple áåøå èçáðàí òúé êàòî ïðî-

âåðêàòà íà óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò ñòàâà çà ëèíåéíî âðåìå, ò.å. íå íè å íóæíî

áúðçîäåéñòâèå íà ïðîãðàìàòà, à ñèñòåìàòà ïðåäëàãà âúçìîæíîñòè çà ðàáîòà ñ äðî-

áè. Òàêà ñðàâíåíèÿòà íà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà P (t)
ue (C, ε) íà âñÿêà ñòúïêà ñà

ìàêñèìàëíî ïðåöèçíè, òúé êàòî ñðàâíÿâàìå ñàìèòå äðîáè, à íå òÿõíî ïðåäñòàâÿíå

ñ ìàíòèñà è ïîðÿäúê êàêòî å â Ñ++. Ñúùî òàêà ïàêåòúò äàâà âúçìîæíîñò çà ïîñ-

òðîÿâàíå íà ãðàôèêè íà ôóíêöèè è ïðåäñòàâåíèòå ïî-äîëó ãðàôèêè ñà íàïðàâåíè

ñ íåãîâà ïîìîù.

Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 4.1.1�4.1.4 â ïðèëîæåíèåòî êúì äèñåð-

òàöèÿòà. Â ïúðâèòå òðè òàáëèöà ñà äàäåíè ðåçóëòàòèòå çà öèêëè÷íèòå è íåãàöèê-

ëè÷íèòå êîäîâå. Âêëþ÷åíè ñà ñàìî êîäîâåòå, êîèòî ñà ïîäõîäÿùè çà êîðèãèðàíå

íà ãðåøêè êàòî ñà ïîñî÷åíè òåõíèòå äúëæèíà, ðàçìåðíîñò, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå,

ïîðàæäàù ïîëèíîì è ñòîéíîñòèòå íà t, çà êîèòî òå ñà ïîäõîäÿùè. Ïîðàæäàùè-

òå ïîëèíîìè ñà çàïèñàíè êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñò îò êîåôèöèåíòè êàòî òîçè ïðåä

íàé-âèñîêàòà ñòåïåí å íà ïúðâî ìÿñòî. Ñ o ñà îòáåëÿçàíè êîäîâåòå èìàùè ìàêñè-

ìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå, à ñ ∗ òåçè, êîèòî èìàò íàé-ìàëêèÿ âúçìîæåí ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå. Â ïîñëåäíàòà òàáëèöà ñà ðåçóëòàòèòå çà äâîè÷íèòå ëèíåéíè êîäîâå

ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå. Îêàçâà ñå, ÷å âñè÷êè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ñà t-ïîäõîäÿùè. Â äîïúëíåíèå ñà ïðåñìåòíàòè è ðàäèóñèòå

èì íà ïîêðèòèå.

Êàòî èëþñòðàöèÿ çà òîâà êàê ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè òåçè äàííè, íà ôèã.

4.1 å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà äâîè÷íèÿ

öèêëè÷åí [21, 10, 4] êîä. Òîé èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 è ìîæå äà êîðèãèðà

åäíà ãðåøêà. Ñëåäîâàòåëíî t = 0, 1.

Îò ãðàôèêàòà ñå âèæäà, ÷å òîçè êîä íå å íèòî t = 0, íèòî t = 1 ïîäõîäÿù, àêî

èñêàìå äà ãî èçïîëçâàìå â öåëèÿ èíòåðâàë ε ∈
[
0,

1

2

]
. Ìíîãî ÷åñòî â ïðàêòè÷åñêèòå

ïðèëîæåíèÿ ñå èíòåðåñóâàìå îò èçïîëçâàíåòî íà êîäà â íÿêàêúâ ïîäèíòåðâàë íà

èíòåðâàëà îò âåðîÿòíîñòè çà ãðåøêà ε ∈
[
0,
q − 1

q

]
. Êàòî ðàçïîëàãàìå ñ ðåçóëòàòè-

òå, ïîëó÷åíè â òîçè ðàçäåë, ìîæåì äà íàïðàâèì çàêëþ÷åíèÿ çà òîâà äàëè êîäúò å

ïîäõîäÿù â íÿêîé ïîäèíòåðâàë íà

[
0,
q − 1

q

]
. Àêî ñå âúðíåì íà äâîè÷íèÿ öèêëè÷åí

[21, 10, 4] êîä ìîæåì äà íàïðàâèì çàêëþ÷åíèåòî, ÷å òîé å ïîäõîäÿù â èíòåðâàëà

ε ∈ [0, 0.21] è 1-ïîäõîäÿù â èíòåðâàëà ε ∈ [0, 0.16], ò.å. ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà

îòêðèâàíå è ñúîòâåòíî çà êîðèãèðàíå íà 1 ãðåøêà â òåçè èíòåðâàëè.
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Ôèãóðà 4.1: Pue íà äâîè÷íèÿ öèêëè÷åí [21, 10, 4] êîä.

Íà ôèãóðà 4.2 å ïîêàçàí ïðèìåð íà t = 0, 1, 2 ïîäõîäÿù â öåëèÿ èíòåðâàë[
0,

1

2

]
äâîè÷åí öèêëè÷åí [21, 10, 5] êîä.

Ïðèìåð çà ñðàâíåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî äåêîäèðàíå íà äâà äâîè÷íè

ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå [25, 5, 12] êîäà å ïðåäñòàâåí íà ôèãóðà 4.3.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñàìîñòîÿòåëíî è ñà ïóáëèêóâàíè â

[221]. ×àñò îò ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè íà International Workshop on Algebraic

and Combinatorial Coding Theory â Áàíñêî, Áúëãàðèÿ [209].

Ôèãóðà 4.2: Pue íà äâîè÷íèÿ öèêëè÷åí [21, 10, 5] êîä.
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Ôèãóðà 4.3: Pcorr íà äâîè÷íèòå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå
[25, 5, 12] êîäîâå.

4.2 Ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñúñåäíèòå
êëàñîâå íà öèêëè÷íè êîäîâå

Â òîçè ðàçäåë ïðåäëàãàìå åôåêòèâåí ìåòîä çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî ðàç-

ïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ íà öèêëè÷íè êîäîâå.

Íåêà C å öèêëè÷åí [n, k] êîä íàä êðàéíî ïîëå ñ q åëåìåíòà Fq = GF (q) è íåêà

ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì íà C äà å g(x) îò ñòåïåí deg(g(x)) = n− k. Ñ V îçíà÷àâàìå

n-ìåðíîòî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî íàä Fq. Òîãàâà èçîáðàæåíèåòî σ : V → V ùå å

öèêëè÷íîòî çàâúðòàíå íà äóìèòå îò V , ò.å.

σ(a0, a1, a2, . . . , an−1) = (an−1, a0, a1, . . . , an−2).

Òåîðåìà 4.2.1. Íåêà C äà å öèêëè÷åí [n, k] êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) =

xn−k + gn−k−1x
n−k−1 + . . . + g1x + g0 è íåêà a = (a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0) äà å

âåêòîð îò ïðîñòðàíñòâîòî V . Òîãàâà ñëåäíèòå äâà ñúñåäíè êëàñà ñúâïàäàò

σ(a) + C = r + C,

êúäåòî r = (0, a0, a1, . . . , an−k−2, 0, . . . , 0)− an−k−1(g0, g1, . . . , gn−k−1, 0, . . . , 0).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà äà ñúïîñòàâèì íà âåêòîð îò V ïîëèíîì îò ïðúñòåíà íà
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ïîëèíîìèòå Fq[x]

v = (v0, v1, . . . , vn−1)→ v(x) = v0 + v1x+ . . .+ vn−1x
n−1.

Àêî C å öèêëè÷åí êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) îò ñòåïåí m = n− k, òî å äîáðå
èçâåñòíî, ÷å

b ∈ a+ C ⇔ g(x)|(b(x)− a(x)).

Íåêà a = (a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0) äà å âåêòîð îò V . Òîãàâà

b = σ(a) = (0, a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0)

è ñúîòâåòíèÿ ìó ïîëèíîì å

b(x) = σ(a)(x) = xa(x) = a0x+ a1x
2 + . . .+ an−k−1x

n−k.

Îñòàòúêúò îò äåëåíèåòî íà b(x) íà g(x) = xn−k + gn−k−1x
n−k−1 + . . .+ g1x+ g0 å

r(x) = b(x)− an−k−1g(x) =

= a0x+ a1x
2 + . . .+ an−k−2x

n−k−1 − an−k−1(gn−k−1x
n−k−1 + . . .+ g1x+ g0)

è ñúîòâåòñòâàùèÿ ìó âåêòîð å

r = (0, a0, a1, . . . , an−k−2, 0, . . . , 0)− an−k−1(g0, g1, . . . , gn−k−1, 0, . . . , 0).

Àêî äâà âåêòîðà a è b ïðèíàäëåæàò íà åäèí è ñúùè ñúñåäåí êëàñ íà êîäà C,

òî ñúîòâåòñòâàùèòå èì ïîëèíîìè èìàò åäèí è ñúùè îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà g(x).

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïîëó÷èì ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè ñúñåäåí êëàñ, àêî

ðàçãëåæäàìå âåêòîðèòå îò âèäà

a = (a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0).

Íåêà ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà íà êîäà C äà å îò âèäà H = [In−k|B]. Àêî a =

(a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0) å âåêòîð îò V , òî íåãîâèÿ ñèíäðîì å s(a) = Hat =

(a0, a1, . . . , an−k−1)t. Ñïîðåä Òåîðåìà 4.2.1 èìàìå σ(a) + C = r + C è òîãàâà

s(σ(a)) = (0, a0, a1, . . . , an−k−2)− an−k−1(g0, g1, . . . , gn−k−1).

Ñëåäîâàòåëíî îò ñèíäðîìà íà äóìà îò V ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñèíäðîìèòå íà

âñè÷êèòå íåéíè öèêëè÷íè çàâúðòàíèÿ. �
Íåêà G =< σ > äà å öèêëè÷íà ãðóïà ïîðîäåíà îò σ. Ãðóïàòà èìà n åëåìåíòà.

Ëåìà 4.2.2. Íåêà C äà å öèêëè÷åí [n, k] êîä è a ∈ V . Íåêà B = {σ(z)|z ∈ a+C}.
Òîãàâà B å ñúñåäåí êëàñ íà êîäà C è B = σ(a) + C.

Äîêàçàòåëñòâî. σ(a+c1)−σ(a+c2) = σ(a)+σ(c1)−σ(a)−σ(c2) = σ(c1−c2) =

= σ(c3) ∈ C. �
Îò òàçè ëåìà ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå äåéñòâèåòî íà G íàä ìíî-

æåñòâîòî îò âñè÷êè ñúñåäíè êëàñîâå íà êîäà C êàòî σ(a + C) = σ(a) + C. Ïîä

òîâà äåéñòâèå, ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñúñåäíè êëàñîâå ñå ðàçáèâà íà íå ïðåñè-

÷àùè ñå îðáèòè O(a + C) = {σt(a) + C | t = 0, . . . , n − 1} è äúëæèíàòà íà âñÿêà

îðáèòà (ò.å. áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ñúñåäíè êëàñîâå) å äåëèòåë íà n. Âñè÷êè ñúñåä-
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íè êëàñîâå, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà åäíà è ñúùà îðáèòà, èìàò åäíî è ñúùî òåã-

ëîâíî ðàçïðåäåëåíèå. Ìîæåì äà ïîëó÷èì ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë íà ñúñåäåí êëàñ

îò âñÿêà îðáèòà êàòî âçåìåì âåêòîðèòå a = (a0, a1, . . . , an−k−1, 0, . . . , 0), φ(a) =

(0, a0, a1, . . . , an−k−2, 0, . . . , 0) − an−k−1(g0, g1, . . . , gn−k−1, 0, . . . , 0), φ2(a), . . . , φn−1(a).

Àêî ïîñëåäíèòå k êîîðäèíàòè íà âåêòîðèòå a è b ñà íóëè, òå ïðèíàäëåæàò íà ñú-

ñåäíè êëàñîâå îò åäíà è ñúùà îðáèòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ñúùåñòâóâà s,

òàêîâà ÷å b = φs(a).

Êàêâà å åôåêòèâíîñòòà íà òîçè ïîäõîä? Àêî ïðàâèì ïðåñìÿòàíèÿòà ïî Ìåòîä

2, áðîÿò íà ñòúïêèòå íà àëãîðèòúìà ùå å ïðîïîðöèîíàëåí íà n3n. Àêî òåñòâàìå

ñàìî åäèí ñúñåäåí êëàñ îò âñÿêà îðáèòà, ìîæåì äà íàìàëèì òîçè áðîé. Ïî-òî÷íî,

àêî èìàìå s ðàçëè÷íè îðáèòè, áðîÿò íà ñòúïêèòå ùå å ïðîïîðöèîíàëåí íà n3k+s è

òîçè áðîé å ïî-ìàëúê îò n3n, çàùîòî s < n− k. Âðåìåâàòà ñëîæíîñò ìîæå äà áúäå
íàìàëåíà äîïúëíèòåëíî, àêî ñå âçåìå ïîä âíèìàíèå ôàêòà, ÷å âñè÷êè âåêòîðè ñ

òåãëà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà t =

⌊
d− 1

2

⌋
ñà åäèíñòâåíè ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå.

Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà òåñòâàìå ñàìî âåêòîðèòå ñ òåãëà ïî-ãîëåìè îò t.

Êàòî èëþñòðàöèÿ íà ìåòîäà ñìå ïðåñìåòíàëè òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà

ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà íÿêîè òðîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 14.

Ïîðàæäàùèòå ìàòðèöè íà êîäîâåòå ñà âçåòè îò êëàñèôèêàöèÿòà íàïðàâåíà â [10].

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè (ñïèñúê íà òðîè÷íèòè öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 14,

êîðåíèòå íà ïîðàæäàùèòå èì ïîëèíîìè è òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå

íà ñúñåäíèòå èì êëàñîâå ᾱ) ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.2.1 â ïðèëîæåíèåòî.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñ Åâãåíèÿ Âåëèêîâà è ñà

ïóáëèêóâàíè â [218].

4.3 Ïîâåäåíèå íà òðîè÷íèÿò [13,7,5] êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí
êîä

Â òîçè ðàçäåë å èçñëåäâàí òðîè÷íèÿò [13, 7, 5] êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí êîä,

ïîêàçàíî å, ÷å å ïîäõîäÿù çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè è ñà ïðåäñòàâåíè

äâà åôåêòèâíè àëãîðèòúìà çà äåêîäèðàíåòî ìó.

Íåêà äà îçíà÷èì ñ C òðîè÷èíÿò [13, 7, 5] êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí êîä. Òîé ìîæå

äà áúäå îïèñàí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà äà ïðèåìåì, ÷å êðàéíîòî ïîëå GF (33)

ñå ïîðàæäà îò êîðåíà β íà ïðèìèòèâíèÿ ïîëèíîì x3 − x + 1. Òîãàâà α = β2 å

ïðèìèòèâåí 13-òè êîðåí íà åäèíèöàòà âGF (33). Êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè ïî ìîäóë
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13 ñà

Q = {1, 3, 4, 9, 10, 12}.
Êîäúò C ñå äåôèíèðà êàòî òðîè÷åí ëèíååí êîä ñ äúëæèíà 13 è ïîðàæäàù

ïîëèíîì

g(x) =
∏
j∈Q

(x− αj) = x6 + 2x4 + 2x3 + 2x2 + 1

(âèæ [145, Chapter 16 ]). Ðàçìåðíîñòòà íà C e dim(C) = 7, à ìèíèìàëíîòî ìó

ðàçñòîÿíèå å 5.

Ùå èçñëåäâàìå ïîâåäåíèåòî çà êîíòðîë íà ãðåøêè íà C, êîãàòî òîé ñå èçïîëç-

âà çà êîðèãèðàíå íà 2 èëè ïî-ìàëêî ãðåøêè è êîìóíèêàöèÿòà ñå îñúùåñòâÿâà ïðåç

òðîè÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë áåç ïàìåò.

Çà äà àíàëèçèðàìå ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà

êîäà C, ïúðâî ïðåñìÿòàìå òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñúñåäíèòå ìó êëàñîâå. Çà

öåëòà èçïîëçâàìå ïðîãðàìàòà CovRadM2. Òî å ïðåäñòàâåíî â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

Òåãëà 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Áðîé ñúñ. êë.

1 1 78 182 286 390 520 442 234 26 28
26 1 15 57 167 295 432 500 429 213 62 16
78 1 4 11 54 164 304 435 494 427 212 67 14
78 1 2 16 57 146 319 429 509 409 215 72 12
78 1 2 14 64 144 296 469 486 407 222 70 12
78 1 2 14 62 151 294 446 526 384 220 77 10
78 5 15 50 163 294 446 520 381 233 68 12
78 4 16 56 154 288 461 514 390 212 84 8
78 3 20 55 138 311 463 495 386 238 66 12
26 2 23 54 131 328 438 512 397 210 84 8
52 4 18 51 149 313 444 497 415 207 79 10
78 4 16 58 147 290 484 474 413 214 77 10

Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà, ÷å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäúò C å 3.

Íåêà äà ïðèåìåì, ÷å êîäúò C ñå èçïîëçâà åäíîâðåìåííî çà îòêðèâàíå è çà êî-

ðèãèðàíå íà ãðåøêè ïðåç òðîè÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë. Èçïîëçâàìå Òåîðåìà 1.2.17

è ïðîãðàìàòà CheckDiscreetSuffCond íàïèñàíà íà Maple, çà äà ïðîâåðèì äàëè

ñå óäîâëåòâîðÿâàò äèñêðåòíèòå äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ çà åäèí ëèíååí êîä äà å t-

ïîäõîäÿù çà êîíòðîë íà ãðåøêè. Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäà C å 5 è ñëåäî-

âàòåëíî ïðîâåðÿâàìå òåçè óñëîâèÿ çà t = 0, 1, 2. Òúé êàòî âå÷å èìàìå ïðåñìåòíàòè

òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ñúñåäíèòå êëàñîâå, ïðîâåðêàòà ñòàâà çà ëèíåéíî âðå-

ìå. Òóê îòíîâî èçïîëçâàìå âúçìîæíîñòòà íà Maple äà ñðàâíÿâà ðàöèîíàëíè äðîáè,

òàêà ÷å ïðîâåðêàòà íà äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ äà å ìàêñèìàëíî ïðåöèçíà. Â ðåçóë-
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òàò ïîëó÷èõìå, ÷å êîäúò C å t-ïîäõîäÿù çà t = 0, 1, 2 (à ñëåäîâàòåëíî è t-äîáúð)

â öåëèÿ èíòåðâàë
[
0,

2

3

]
, ò.å. å ïîäõîäÿù êàêòî çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè òàêà è çà

êîðèãèðàíå íà 1 èëè 2 ãðåøêè çà ïðîèçâîëåí òðîè÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë.

Àëãåáðè÷åí äåêîäèðàù àëãîðèòúì çà òðîè÷íèÿ [13, 7, 5] êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷åí

êîä å ïðåäñòàâåí â [115]. Êàòî èçïîëçâàìå äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ñòðóêòó-

ðàòà íà êîäà, íèå ïðåäëàãàìå äâà íîâè äåêîäèðàùè àëãîðèòúìà çà òîçè êîä, êîèòî

ñà ñ ïî-ìàëêà ñëîæíîñò â ñðàâíåíèå ñ ïðåäñòàâåíèÿ â [115] àëãîðèòúì.

A. Ïúðâîòî ïðåäëîæåíèå ñå îñíîâàâà íà ôàêòà, ÷å êîäúò C å Á×Õ êîä.

Äåôèíèöèÿ 4.3.1. Íåêà β äà å ïîðàæäàù åëåìåíò íà êðàéíîòî ïîëå GF (q).
Öèêëè÷íèÿò êîä ñ äúëæèíà n íàä GF (q) å Á×Õ êîä ñ êîíñòðóêòèâíî ðàçñòîÿíèå
δ, àêî ïîðàæäàùèÿ ìó ïîëèíîì g(x) å ïîëèíîìà îò íàé-íèñêà ñòåïåí íàä GF (q),
êîéòî èìà çà êîðåíè βb, βb+1, . . . , βb+δ−2. Òîãàâà c å êîäîâà äóìà, òîãàâà è ñàìî
òîãàâà êîãàòî c(βb) = c(βb+1) = . . . = c(βb+δ−2) = 0. Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå
íà Á×Õ êîäà å ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà êîíñòðóêòèâíîòî ìó ðàçñòîÿíèå δ.

Òâúðäåíèå 4.3.2. Êîäúò C å Á×Õ êîä.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå γ = α8 (èëè α11), êîèòî ñà ïðèìèòèâíè 13-òè

êîðåíè íà åäèíèöàòà. Òîãàâà {γ5, γ6, γ7, γ8} = {α, α9, α4, α12} (èëè = {α3, α, α12, α10})
è ñëåäîâàòåëíî ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì g(x) íà C èìà çà êîðåíè ìíîæåñòâî îò ÷å-

òèðè ïîñëåäîâàòåëíè íóëè.

Ñëåäîâàòåëíî C ìîæå äà áúäå äåêîäèðàí êàòî ñå èçïîëçâà âñåêè îò ñòàíäàðò-

íèòå Á×Õ äåêîäèðàùè àëãîðèòìè çà êîðèãèðàíå íà äâå ãðåøêè (âèæ [19, Chapter

7]). �
Îò òîâà òâúðäåíèå è îò Á×Õ ãðàíèöàòà ñòàâà ÿñíî, ÷å êîäúò C èìà ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå 5. Òîâà ñå âèæäà ñúùî è îò òàáëèöàòà ñ òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà

C.

B. Âòîðèÿò ïîäõîä èçïîëçâà äðóãî âàæíî ñâîéñòâî íà C. Êîðåíè íà ïîëèíîìà

g(x) ñà α è α−1 åäíîâðåìåííî, ò.å. C å ðåâåðñèâåí (âèæ [145, p.206]). Ïî-òî÷íî

g(x) = g1(x)g2(x) = (x3 + x2 + x+ 2)(x3 + 2x2 + 2x+ 2),

êúäåòî g1(α) = 0, g2(α−1) = 0. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ðåâåðñèâíîñòòà å ñâîéñòâî íà

âñè÷êè êâàäðàòè÷íî-îñòàòú÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè n ≡ −1 mod 4, ò.å. êîãàòî −1 å

êâàäðàòè÷åí îñòàòúê mod n (âèæ [143, p.87]).

Íåêà r(x) = c(x) + e(x) äà å ïîëó÷åíàòà äóìà, êîãàòî å áèëà èçïðàòåíà êî-

äîâàòà äóìà c(x) ∈ C è e(x) äà å âåêòîðúò-ãðåøêà. Ùå èçïîëçâàìå ëîêàòîðèòå

1, α, α2, . . . , α12. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñèíäðîìèòå

Si = e(αi) ∈ GF (33).
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Òúé êàòî êîðåíèòå íà g(x) ñà

{α, α3, α9} ∪ {α12 = α−1, α10 = α−3, α4 = α−9}
ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñèíäðîìèòå S1 è S−1 îò r(x). Òàçè èíôîðìàöèÿ ñå îêàçâà

äîñòàòú÷íà, çà äà èçâåäåì èíäèêàòîð, êîéòî äà íè ïîêàçâà äàëè ñà ñå ïîÿâèëè 1, 2

èëè 3 ãðåøêè ïî âðåìå íà êîìóíèêàöèÿòà. Ùå îòáåëåæèì, ÷å òúé êàòî ðàäèóñúò

íà ïîêðèòèå å òðè, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å áðîÿ íà ãðåøêèòå å íàé-ìíîãî òðè, ò.å.

ïîëèíîìúò e(x) èìà íàé-ìíîãî òðè íå íóëåâè êîåôèöèåíòà. Òúé êàòî ìèíèìàëíî-

òî ðàçñòîÿíèå íà C å 5, ìîæå äà ñå ñëó÷è ãðåøêà ñ òåãëî äâå è äðóãà ãðåøêà ñ

òåãëî òðè äà èìàò åäèí è ñúùè ñèíäðîì. Â òàêúâ ñëó÷àé, ñïîðåä äåêîäèðàíåòî ïî

ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå, ðåøàâàìå ÷å ñà ñå ïîÿâèëè äâå ãðåøêè.

ßñíî å, ÷å S1 = 0 è S−1 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ïîëó÷åíàòà äóìà

r(x) å áåç ãðåøêè. Äà ïðèåìåì, ÷å S1 6= 0 è çà óäîáñòâî äà îçíà÷èì ñ ν = S1S−1.

Òâúðäåíèå 4.3.3. ν = 1, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ñå å ïîÿâèëà òî÷íî åäíà
ãðåøêà â ïðîöåñà íà êîìóíèêàöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å e(x) = uxi çà íÿêîå i, 0 ≤ i ≤ 12, u ∈
GF (3)∗ = {1, 2}. Òîãàâà S1 = uαi, S−1 = uα−i è ν = u2 = 1.

Äà äîïóñíåì ñåãà îáðàòíîòî, ò.å. ν = 1. Äà ïðèåìåì ïúðâî, ÷å èìàìå äâå

ãðåøêè è òå ñà â ïîçèöèè i è j, ò.å. e(x) = uxi + vxj, u, v ∈ GF (3)∗, 0 ≤ i ≤ j ≤ 12.

Òîãàâà

S1 = uαi + vαj,

S−1 = uα−i + vα−j,

è

ν = 1 = u2 + v2 + uv(αi−j + αj−i) = 2 + uv(αi−j + αj−i),

êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî ìèíèìàëíîòî òåãëî íà C å 5 è α íå ìîæå äà å êîðåí íà

ðåâåðñèâåí ïîëèíîì îò ñòåïåí ïî-ìàëêà îò 13 ñ ïî-ìàëêî îò 5 íå íóëåâè òðîè÷íè

êîåôèöèåíòà.

Äà ïðèåìåì ñåãà, ÷å èìàìå òðè ãðåøêè, ò.å. e(x) = uxi + vxj + wxk, u, v, w ∈
GF (3)∗, 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ 12. Â òîçè ñëó÷àé

S1 = uαi + vαj + wαk,

S−1 = uα−i + vα−j + wα−k,

ν = 1 = u2 + v2 + w2 + uv(αi−j + αj−i) + uw(αi−k + αki) + vw(αj−k + αk−j).

Äà ïîëîæèì a = uvαi−j, b = vwαj−k. Òîãàâà îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

1 = a+
1

a
+ b+

1

b
+ ab+

1

ab
.
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Èëè åêâèâàëåíòíîòî ìó

(1 + a+ b+ ab)(1 +
1

ab
) = 0.

Êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé 1 + a + b + ab 6= 0, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé α áè

áèëà êîðåí íà ðåâåðñèâåí òðîè÷åí ïîëèíîì ñ òåãëî ïî-ìàëêî îò 5. Àêî

1 +
1

ab
= 0,

òî α2(i−k) = 1, êîåòî âîäè äî i = k, è îòíîâî ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî íå ñà âúçìîæíè òðè ãðåøêè è àêî ν = 1 èìàìå ñàìî åäíà

ãðåøêà. �
Çàáåëåæêà. Â ñëó÷àÿ êîãàòî ν = 1, ò.å. èìàìå åäíà ãðåøêà, ñòîéíîñòòà íà

ãðåøêàòà è íåéíèÿò ëîêàòîð ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè îò S1.

Ïî-òî÷íî, àêî S1 = uαi, òî

S13
1 = u13α13i = u,

è

uS1 = αi.

Äà äîïóñíåì ñåãà, ÷å ν 6= 1. Íåêà äà îçíà÷èì ñ Tr(.) ñëåäàòà îò GF (27) êúì

GF (3). Äåôèíèðàìå µ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: µ =
S1

S−1

.

Òâúðäåíèå 4.3.4. Tr(ν−ν4) = 1, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ñà âúçíèêíàëè äâå
ãðåøêè. Ïîçèöèèòå íà òåçè ãðåøêè ñå ïðåäñòàâÿò îò αi è αj è óäîâëåòâîðÿâàò
ðàâåíñòâàòà αi =

√
µ · ζ è αj =

√
µ
ζ
, êúäåòî ζ å êîðåí íà ïîëèíîìà 1−(ν+1)z+z2.

Ñòîéíîñòèòå íà ãðåøêèòå ei è ej, êîèòî ñà â ïîçèöèè ñúîòâåòñòâàùè íà αi è
αj, ñå ïðåñìÿòàò òàêà:

ei =
S1ζ

αi(ζ + 1)
, ej =

S1

αj(ζ + 1)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà e(x) äà å çàäàäåí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí e(x) = uxi + vxj.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ν å ðàâíî íà íóëà ñàìî àêî ñà âúçíèêíàëè íóëà èëè òðè ãðåøêè.

Òîâà òâúðäåíèå å î÷åâèäíî çà íóëà è åäíà ãðåøêè. Äà äîïóñíåì, ÷å ñà âúçíèêíàëè

äâå ãðåøêè è òîãàâà èìàìå S1 = uαi+vαj. Àêî S1 å ðàâíî íà íóëà, òî áè áèëî âÿðíî

αj−i ∈ GF (3), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ïîäîáíî òâúðäåíèå å âÿðíî çà S12 = S−1 è

ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å è S1 è S−1 íå ñà ðàâíè íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî µ è ν ñà

îïðåäåëåíè è íå ñà íóëè.

Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà

S =

(
S10 S12 S1

S12 S1 S3

)
, (4.1)
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êîÿòî ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî

S =

(
α10i α10j

α12i α12j

)(
u 0
0 v

)(
1 α2i α4i

1 α2j α4j

)
. (4.2)

Îò ðàâåíñòâî (4.2) ñå âèæäà, ÷å S èìà ðàíã äâå è âñÿêî ðåøåíèå (σ0, σ1, σ2) íà

ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ SσT = 0 òðÿáâà äà ñúîòâåòñòâà íà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî(
1 α2i α4i

1 α2j α4j

) σ0

σ1

σ2

 =

(
0
0

)
.

Ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî òðÿáâà äà å êðàòíî íà ïîëèíîìà

σ(x) = σ0 + σ1x
2 + σ2x

4 = (x2 − α2i)(x2 − α2j).

Êàòî ïðåîáðàçóâàìå ìàòðèöàòà S âúâ âèäà

S =

(
S3
−1 S−1 S1

S−1 S1 S3
1

)
, (4.3)

ìîæå äà ñå ïðîâðè, ÷å σ(x) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî σ(x) = µ2−µ(ν+1)x2 +x4. Ïîëàãàìå

y = x2/µ è òîãàâà σ′(y) = µ2(1−(ν+1)y+y2). Ñëåäîâàòåëíî àêî èìàìå äâå ãðåøêè,

ïîëèíîìúò 1−(ν+1)y+y2 òðÿáâà äà å ðàçëîæèì íàä GF (27) è äâàòà ìó êîðåíà ñà

α2i/µ è α2j/µ. Òàêà äîêàçâàìå âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî. Ìîæå äà ñå ïðîâåðè

÷ðåç íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå, ÷å ïîëèíîìúò 1 − (ν + 1)y + y2 ñå ðàçëàãà íàä

GF (27) àêî ν å èëè 0 èëè 1 èëè å êîðåí íà ïîëèíîìà 1− z− z3− z9 + z4 + z10 + z12,

êîåòî çà óäîáñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî Tr(ν − ν4) = 1. Ñëó÷àÿò ν = 0 îòãîâàðÿ

íà íàëè÷èåòî íà íóëà èëè òðè ãðåøêè, à ñëó÷àÿò ν = 1 îòãîâàðÿ íà åäíà ãðåøêà.

Ùå äîêàæåì îáðàòíîòî ÷ðåç áðîåíå. Èìàìå 12 íà÷èíà äà èçáåðåì ν, òàêîâà ÷å

Tr(ν − ν4) = 1 è 26 íà÷èíà äà èçáåðåì S1 ïðè çàäàäåíî ν. Ñëåäîâàòåëíî èìà

òî÷íî 12 · 26 = 312 âúçìîæíè èçáîðà íà ñèíäðîìè S1 è S−1, òàêèâà ÷å ïîëèíîìúò

1−(ν+1)y+y2 äà ñå ðàçëàãà íàä GF (27). Îò äðóãà ñòðàíà, èìà òî÷íî 312 âúçìîæíè

âåêòîð-ãðåøêè ñ òåãëî 2, êîåòî äîêàçâà âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî.

Íàêðàÿ, çà äà îïðåäåëèì ñòîéíîñòèòå íà ãðåøêèòå, ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå

ðàâåíñòâà: (
αi αj

α3i α3j

)(
ei
ej

)
=

=

(
1 1
α2i α2j

)(
αi 0
0 αj

)(
ei
ej

)
=

(
S1

S3
1

)
.

Êàòî ðåøèì òàçè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ èçïîëçâàéêè ðàâåíñòâàòà νµ = S2
1 , α

2i =

µζ, α2j = µ/ζ è ν + 1 = ζ + 1/ζ, ïîëó÷àâàìå èçðàçèòå çà ñòîéíîñòèòå íà ãðåøêèòå.

�
Çàáåëåæêà. Èìà 12 ñòîéíîñòè íà ν, êîèòî îïðåäåëÿò âñè÷êè âúçìîæíè ãðåø-

êè ñ òåãëî 2. Ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò ïðåäâàðèòåëíî äâàíàäåñåòòå êîðåíà íà ïîëè-
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íîìà 1−(ν+1)y+y2 (ïî åäèí çà âñÿêî ν) è òàêà äà ñå ñâåäå äî ìèíèìóì ñëîæíîñòòà

íà ïðîöåäóðàòà çà êîðèãèðàíå íà äâå ãðåøêè. Òîãàâà ïîçèöèèòå íà äâåòå ãðåøêè

ñå îïðåäåëÿò îò Òâúðäåíèå 4.3.4, êàêòî è îò ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà ãðåøêèòå.

Êàòî ñå îñíîâàâàìå íà Òâúðäåíèÿ 4.3.3 è 4.3.4, ïðåäëàãàìå ñëåäíèÿ àëãåáðè-

÷åí àëãîðèòúì çà äåêîäèðàíå íà C.

Ñòúïêà 1. Ïðåñìÿòàò ñå S1 è S−1.

Ñòúïêà 2. Àêî S1 = S−1 = 0, íå ñà âúçíèêíàëè ãðåøêè. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé

ïðåìèíè êúì ñòúïêà 3.

Ñòúïêà 3. Ïðåñìÿòà ñå ν = S1S−1. Àêî ν = 1, âúçíèêíàëà å åäíà ãðåø-

êà. Ïðåñìÿòà ñå ëîêàòîðúò íà ãðåøêàòà αi è ñòîéíîñòòà íà ãðåøêàòà êàêòî å â

çàáåëåæêàòà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ïðåìèíè êúì ñòúïêà 4.

Ñòúïêà 4. Àêî Tr(ν−ν4) = 1, ñà âúçíèêíàëè äâå ãðåøêè. Íàìèðà ñå êîðåíúò

ζ íà ïîëèíîìà 1− (ν + 1)y+ y2. Ïîçèöèèòå è ñòîéíîñòèòå íà ãðåøêèòå ñå äàâàò îò

Òâúðäåíèå 4.3.4. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ñà âúçíèêíàëè òðè ãðåøêè.

Òîçè àëãîðèòúì å îñîáåíî åôåêòèâåí çàðàäè íà÷èíà íà îïðåäåëÿíå íà ïîçèöè-

èòå íà ãðåøêèòå êàòî äåêîäèðàíåòî ñå ñâåæäà äî òúðñåíå â òàáëèöà, ñúäúðæàùà

12 åëåìåíòà îò GF (27).

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñúñ Ñòåôàí Äîäóíåêîâ è

Ralf K�otter è ñà ïóáëèêóâàíè â [212]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà International Workshop on

Algebraic and Combinatorial Coding Theory â Ïñêîâ, Ðóñèÿ

4.4 Ñðàâíåíèå íà ïîâåäåíèåòî çà êîíòðîë íà ãðåøêè íà êëà-
ñîâå ëèíåéíè êîäîâå

Â òîçè ðàçäåë ôîðìóëèðàìå âúïðîñè ñâúðçàíè ñ ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå è

êîðèãèðàíå íà ãðåøêè íà ëèíåéíè êîäîâå, ÷èèòî îòãîâîðè ùå äàäåì â èçëîæåíèåòî.

Íà áàçàòà íà êîíêðåòíè ïðèìåðè, ïîêàçâàìå ðàçëè÷íè àñïåêòè îò îöåíêàòà íà

ïîâåäåíèåòî íà ëèíåéíèòå êîäîâå ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè. Íàêðàÿ, äàâàìå îòãîâîð

íà åäèí îòâîðåí ïðîáëåì ïîñòàâåí â [145].

Îñíîâíà çàäà÷à â òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî å äà ñå îïòèìèçèðà åäèí îò îñíîâ-

íèòå ïàðàìåòðè n, k èëè d íà ëèíååí êîä, àêî ñà ôèêñèðàíè äðóãèòå äâà. Òàêà ñå

îôîðìÿò ñëåäíèòå òðè îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è.

(1) Äà ñå îïðåäåëè Nq(k, d) - íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà äúëæèíàòà n, çà êîÿòî

ñúùåñòâóâà [n, k, d]q êîä.

(2) Äà ñå îïðåäåëè Kq(n, d) - íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ðàçìåðíîñòòà k, çà

êîÿòî ñúùåñòâóâà [n, k, d]q êîä.
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(3) Äà ñå îïðåäåëè Dq(n, k) - íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòî-

ÿíèå d, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà [n, k, d]q êîä.

Êîä ñ äúëæèíà Nq(k, d), ðàçìåðíîñò k è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d ñå íàðè÷à

îïòèìàëåí ïî îòíîøåíèå íà n. Àíàëîãè÷íî, êîäîâåòå ñ ïàðàìåòðè [n,Kq(n, d), d]q
è [n, k,Dq(n, k)]q ñå íàðè÷àò îïòèìàëíè ïî îòíîøåíèå íà k è d. Ñòîéíîñòèòå íà

Dq(n, k) çà ìàëêè q ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [29] êàêòî è íà http://www.codetables.de/.

Èíòåðåñåí âúïðîñ çà ëèíåéíè êîäîâå ñ åäíàêâè îñíîâíè ïàðàìåòðè (äúëæèíà,

ðàçìåðíîñò, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå) å äîêîëêî ïðåöèçíî òåçè

ïàðàìåòðè îïðåäåëÿò ïîâåäåíèåòî èì ïðè îòðèâàíå è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè. Çà

äà èëþñòðèðàìå ïðîáëåìà, íèå ðàçãëåæäàìå òðè êëàñà äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå è

îòãîâàðÿìå íà ñëåäíèòå âúïðîñè.

1. Àêî êîäúò å îïòèìàëåí ïî îòíîøåíèå íà íÿêîÿ îò ôóíêöèèòå Nq(k, d),

Kq(n, d) è Dq(n, k), äàëè òîé å îïòèìàëåí ïî îòíîøåíèå è íà äðóãèòå äâå?

2. Äàëè ïîëó÷àâàìå îòíîâî íå åêâèâàëåíòíè êîäîâå, àêî ðàçøèðèì ñ ïðîâåðêà

ïî ÷åòíîñò äâà íå åêâèâàëåíòíè êîäà?

3. Ñúùåñòâóâàò ëè êîäîâå ñ åäíàêâè îñíîâíè ïàðàìåòðè, íî ðàçëè÷íè òåãëîâíè

ðàçïðåäåëåíèÿ? Íåùî ïî-âå÷å, ñúùåñòâóâàò ëè íå åêâèâàëåíòíè êîäîâå ñ åäíàêâè

îñíîâíè ïàðàìåòðè è ñ åäíàêâè òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ?

4. Ñúùåñòâóâàò ëè êîäîâå ñ åäíàêâè òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà

ñúñåäíè êëàñîâå, íî ñ ðàçëè÷íè òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ñàìèòå êîäîâå?

5. Äàëè îïòèìàëíèòå çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè êîäîâå ñà îïòèìàëíè è ïî îò-

íîøåíèå íà êîðèãèðàíå íà 1, 2, . . . , t ãðåøêè?

6. Êîãàòî äâà êîäà èìàò åäíàêâè ðàäèóñ íà ïîêðèòèå è Íþòîíîâ ðàäèóñ, êàêâè

ñà áðîéêèòå íà åäèíñòâåíèòå ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ

òåãëà ïî-ãîëåìè îò t?

7. (Èçñëåäîâàòåëñêè ïðîáëåì 5.1 îò [145]). Äî êàêâà ñòåïåí ñïåêòúðúò íà ëèäå-

ðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà êîäà ᾱ îïðåäåëÿ ñòîéíîñòèòå íà ñïåêòúðà íà ëèäåðèòå

íà ñúñåäíè êëàñîâå íà äóàëíèÿ ìó êîä?

Çà äà äåìîíñòðèðàìå êàê ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè íà åäèí ëèíååí êîä âëèÿÿò

âúðõó ïîâåäåíèåòî ìó ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè, ùå èçïîëçâàìå òðè êëàñà äâîè÷íè

ëèíåéíè êîäîâå ñ ïàðàìåòðè [15, 3, 7], [15, 3, 8] è [16, 3, 8]. Â [87] Fontaine è Peterson

ñà ïðåäñòàâèëè äâà [15, 3, 7] êîäà, êàòî åäèíèÿò å îïòèìàëåí ïî îòíîøåíèå íà âå-

ðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå Perr, àêî âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êàíàëà å

ìàëêà (ε ≤ 0.307), à äðóãèÿò å îïòèìàëåí, àêî òÿ å ãîëÿìà (ε ≥ 0.307). Ïî òàçè

ïðè÷èíà íèå ðåøèõìå äà èçñëåäâàìå öåëèÿ êëàñ îò [15, 3, 7] êîäîâåòå è ñâúðçàíè-

òå ñ òÿõ [16, 3, 8] êîäîâå, ïîëó÷åíè ñ äîáàâÿíå êúì [15, 3, 7] êîäîâåòå íà ïðîâåðêà

ïî ÷åòíîñò. Òðåòèÿò êëàñ, êîéòî èçáðàõìå ñà îïòèìàëíèòå ïî îòíîøåíèå íà ìè-
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íèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå ïðè äúëæèíà 15 è ðàçìåðíîñò 3 êîäîâå, à èìåííî [15, 3, 8]

êîäîâåòå.

Ñïîðåä [29] èìàìå N2(3, 7) = 13, N2(3, 8) = 14, D2(15, 3) = D2(16, 3) = 8,

K2(15, 7) = K2(16, 8) = 5, K2(15, 8) = 4. Ñëåäîâàòåëíî

(i) [15, 3, 7] êîäîâåòå íå ñà îïòèìàëíè ïî îòíîøåíèå íà íèòî åäíà îò ôóíêöèèòå

D2(n, k), N2(k, d) è K2(n, d).

(ii) [15, 3, 8] è [16, 3, 8] êîäîâåòå ñà îïòèìàëíè ïî îòíîøåíèå íà D2(n, k), íî íå

ñà îïòèìàëíè ïî îòíîøåíèå íà äðóãèòå äâå ôóíêöèè.

Ñ ïîìîùòà íà ñîôòóåðíèÿ ïàêåò Q-EXTENSION [23] áÿõà êëàñèôèöèðàíè êî-

äîâåòå ñ ðàçãëåæäàíèòå ïàðàìåòðè. Èìàìå 17 íå åêâèâàëåíòíè [15, 3, 7] êîäà, 12 íå

åêâèâàëåíòíè [16, 3, 8] êîäà è 3 íå åêâèâàëåíòíè [15, 3, 8] êîäà. Çà âñè÷êè òåçè êî-

äîâå áÿõà ïðåñìåòíàòè òåãëîâíèòå èì ðàçïðåäåëåíèÿ Ā, ðàçïðåäåëåíèÿòà íà ëèäå-

ðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ, òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ñàìèòå ñúñåäíè êëàñîâå,

ãðóïèòå èì îò àâòîìîðôèçìè (AUT), ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå è Íþòîíîâèòå èì

ðàäèóñè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöèòå ïî-äîëó. Çà äà íàïðàâèì çàïèñà

ïî-êîìïàêòåí, ñòúëáîâåòå íà ïîðàæäàùèòå ìàòðèöè ñà çàïèñàíè êàòî äåñåòè÷íè

÷èñëà, ÷èåòî äâîè÷íî ïðåäñòàâÿíå å ñúîòâåòíèÿ ñòúëá. Â òðåòàòà êîëîíà ñà äàäåíè

ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè, à â ÷åòâúðòàòà - òåãëîâíèòå ñïåêòðè Ā. Â ïîñëåäíàòà

êîëîíà íà Òàáëèöà 4.4.1 ñà çàïèñàíè íîìåðàòà íà ñúîòâåòíèòå êîäîâå îò Òàáëèöà

4.4.2 òúé êàòî êîäîâåòå â Òàáëèöà 4.2.2 ñà ïîëó÷åíè îò òåçè â Òàáëèöà 4.4.1 ÷ðåç

äîáàâÿíå íà ïðîâåðêà ïî ÷åòíîñò.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å èìà íå åêâèâàëåíòíè [15, 3, 7] êîäîâå, êîèòî ñå ðàçøèðÿâàò

äî åäèí è ñúù [16, 3, 8] êîä. Íàïðèìåð êîäîâåòå ñ íîìåðà 1, 2 è 16 îò Òàáëèöà 4.4.1

ñå ðàçøèðÿâàò äî êîä íîìåð 1 îò Òàáëèöà 4.4.2.

Ñúùî òàêà ñå âèæäà îò òàáëèöèòå, ÷å ïî÷òè âñè÷êè êîäîâå ñ åäíàêâè äúë-

æèíè, ðàçìåðíîñòè è ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ (ò.å. êîäîâåòå îò åäíà òàáëèöà) èìàò

ðàçëè÷íè òåãëîâíè ñïåêòðè Ā. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òå ùå èìàò ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè

íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà P (t)
ue (C, ε) ñëåä êîðèãèðàíå íà t ãðåøêè. Èìà

îáà÷å è íå åêâèâàëåíòíè êîäîâå ñ åäíàêâè òåãëîâíè ñïåêòðè. Òàêèâà ñà äâîéêèòå

êîäîâå ñ íîìåðà 5,6; 8,9; 13,14 îò Òàáëèöà 4.4.1 è 4,5; 9,10 îò Òàáëèöà 4.4.2.
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Òàáëèöà 4.4.1. [15, 3, 7] êîäîâå
� Ïîðàæäàùà ìàòðèöà AUT Òåãëîâåí ñïåêòúð Åêâ. íà
1 773333666622124 13824 3z7, 2z8, 1z10, 1z13 1
2 777333666222124 10368 2z7, 3z8, 1z9, 1z13 1
3 773333666224124 3456 3z7, 1z8, 1z9, 1z10, 1z12 4
4 773333666624124 9216 3z7, 2z8, 1z11, 1z12 3
5 777333666224124 10368 2z7, 2z8, 2z9, 1z12 6
6 773335666222124 3456 2z7, 2z8, 2z9, 1z12 4
7 733335666224124 3456 3z7, 1z8, 2z10, 1z11 4
8 773331666224124 3456 2z7, 2z8, 1z9, 1z10, 1z11 5
9 773335662224124 1152 2z7, 2z8, 1z9, 1z10, 1z11 4
10 777331662224124 9216 2z7, 3z8, 2z11 3
11 773335666224124 1728 1z7, 3z8, 2z9, 1z11 4
12 773331662244124 10368 3z7, 1z9, 3z10 9
13 773335662244124 1728 2z7, 1z8, 2z9, 2z10 9
14 773351662224124 3072 2z7, 1z8, 2z9, 2z10 10
15 773351666224124 1152 1z7, 2z8, 3z9, 1z10 9
16 333311666644124 41472 3z7, 2z8, 1z9, 1z14 1
17 777711222444124 497664 3z7, 3z8, 1z15 12

Òàáëèöà 4.4.2. [16, 3, 8] êîäîâå
� Ïîðàæäàùà ìàòðèöà AUT Òåãëîâåí ñïåêòúð
1 7773333666622124 82944 5z8, 1z10, 1z14,
2 7773335666222124 31104 3z8, 3z9, 1z13,
3 7733331666624124 73728 5z8, 2z12,
4 7733335666224124 6912 4z8, 2z10, 1z12,
5 7773331666224124 41472 4z8, 2z10, 1z12,
6 7773335666224124 20736 2z8, 4z9, 1z12,
7 7733351666224124 3456 2z8, 3z9, 1z10, 1z11,
8 7733355662224124 9216 3z8, 2z9, 2z11,
9 7733351662244124 10368 3z8, 4z10,
10 7733551662224124 36864 3z8, 4z10,
11 7733551666224124 9216 1z8, 4z9, 2z10,
12 7777111222444124 7962624 6z8, 1z16,

Òàáëèöà 4.4.3 [15, 3, 8] êîäîâå
� Ïîðàæäàùà ìàòðèöà AUT Òåãëîâåí ñïåêòúð
1 777333566622124 31104 6z8, 1z12,
2 773335166624124 4608 5z8, 2z10,
3 773355166224124 9216 3z8, 4z9,
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Ñ ïðîãðàìàòà ComparePue, íàïèñà íà MAPLE, íèå ñðàâíèõìå âñè÷êè òåçè êî-

äîâå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà ñëåä êîðèãèðàíå íà t

ãðåøêè. Òúé êàòî êîäîâåòå ñà ñ ìèíèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ 7 èëè 8, òî èìàìå t =

0, 1, 2, 3. Ðåçóëòàòèòå ñà ñëåäíèòå:

[15, 3, 7]2 êîäîâå.

Íàé-äîáúð å êîäúò ñ íîìåð 15 çà âñÿêî ε ∈ (0, 1/2] è t = 0, 1, 2, 3.

[16, 3, 8]2 êîäîâå.

Íàé-äîáúð å êîäúò ñ íîìåð 11 çà âñÿêî ε ∈ (0, 1/2] è t = 0, 1, 2, 3.

[15, 3, 8]2 êîäîâå.

Íàé-äîáúð å êîäúò ñ íîìåð 3 çà âñÿêî ε ∈ (0, 1/2] è t = 0, 1, 2, 3.

Èíòåðåñíî å ñúùî òàêà äà ñðàâíèì êîäîâåòå îò òðèòå êëàñà ïî îòíîøåíèå íà

âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà. Çà äà ìîæåì äà íàïðàâèì òîâà, ïðåñìåòíàõìå òåãëîâ-

íèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà

ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.4.4. Òúé êàòî ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà å òåãëîòî

íà íàé-òåæêèÿ ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ, ÷ðåç òîâà ïðåñìÿòàíå, îïðåäåëÿìå è òîçè

ïàðàìåòúð. Ñúñ çâåçäà â Òàáëèöà 4.4.4 ñà îòáåëÿçàíè êîäîâåòå èìàùè ìèíèìàëåí

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Â ïîñëåäíàòà êîëîíà íà òàáëèöàòà ñà äàäåíè è Íþòîíîâèòå

ðàäèóñè íà ïîêðèòèå.

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å èìà êîäîâå ñ ðàçëè÷íè òåãëîâíè ñïåêòðè Ā, íî ñ

åäíàêâè ñïåêòðè íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ. Íàïðèìåð òàêèâà ñà [15, 3, 7]

êîäîâåòå ñ íîìåðà 1, 2 è 16. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òåçè êîäîâå ùå èìàò ðàçëè÷íè

ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà P (t)
ue (C, ε), íî ùå èìàò åäíàêâè

ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå Perr. Òîãàâà åäèíñòâåíèÿò ïà-

ðàìåòúð, êîéòî ùå ãè ðàçëè÷àâà å P (t)
ue (C, ε) è íàé-äîáðèÿò ìåæäó òÿõ ùå å òîçè ñ

ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà.
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Òàáëèöà 4.4.4. Òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå è

Íþòîíîâè ðàäèóñè.

Êîä α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 ν
[15, 3, 7]
1∗ 1 15 105 455 1192 1572 756 6
2∗ 1 15 105 455 1192 1572 756 6
3∗ 1 15 105 455 1226 1682 612 6
4 1 15 105 455 1192 1656 600 72 5
5∗ 1 15 105 455 1225 1647 648 6
6∗ 1 15 105 455 1226 1682 612 6
7∗ 1 15 105 455 1226 1682 612 6
8∗ 1 15 105 455 1225 1647 648 6
9∗ 1 15 105 455 1226 1682 612 6
10∗ 1 15 105 455 1192 1656 600 72 5
11∗ 1 15 105 455 1226 1682 612 6
12∗ 1 15 105 455 1260 1693 567 6
13∗ 1 15 105 455 1260 1693 567 6
14 1 15 105 455 1261 1711 500 48 5
15∗ 1 15 105 455 1260 1693 567 6
16∗ 1 15 105 455 1192 1572 756 6
17 1 15 105 455 1158 1498 702 162 5
[16, 3, 8]
1∗ 1 16 120 560 1647 2764 2328 756 6
2∗ 1 16 120 560 1716 3079 2430 270 6
3 1 16 120 560 1647 2848 2256 672 72 5
4∗ 1 16 120 560 1681 2908 2294 612 6
5∗ 1 16 120 560 1680 2872 2295 648 6
6∗ 1 16 120 560 1750 3216 2286 243 6
7∗ 1 16 120 560 1750 3231 2298 216 6
8∗ 1 16 120 560 1716 3194 2345 240 6
9∗ 1 16 120 560 1715 2953 2260 567 6
10 1 16 120 560 1716 2972 2211 548 48 5
11∗ 1 16 120 560 1785 3298 2196 216 6
12 1 16 120 560 1613 2656 2200 864 162 5
[15, 3, 8]
1 1 15 105 455 1159 1497 783 81 5
2 1 15 105 455 1192 1506 750 72 5
3 1 15 105 455 1261 1711 500 48 5
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Ñ ïðîãðàìàòà ComparePcorr, íàïèñàíà íà MAPLE, ñðàâíÿâàìå òðèòå êëàñà

êîäîâå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà èì çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå.

[15, 3, 7]2 êîäîâå.

Ðåçóëòàòèòå çà âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå Perr çà [15, 3, 7] êîäîâåòå

ñà âå÷å èçâåñòíè îò [87] è íèå ñàìî ãè ïðîâåðèõìå. Çà ε ≤ 0.307 íàé-äîáúð å êîäúò

ñ íîìåð 14. Çà ε > 0.307 íàé-äîáðè ñà êîäîâåòå ñ íîìåðà 12, 13 è 15, òúé êàòî èìàò

åäíàêâè òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ᾱ.

[16, 3, 8]2 êîäîâå.

Íàé-äîáúð å êîäúò ñ íîìåð 11 çà âñÿêî ε ∈ (0, 1/2].

[15, 3, 8]2 êîäîâå.

Íàé-äîáúð å êîäúò ñ íîìåð 3 çà âñÿêî ε ∈ (0, 1/2].

Â ñâîÿ ðàáîòà [181] îò 1956 ãîäèíà Slepian ïîêàçâà, ÷å ïî îòíîøåíèå íà âå-

ðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà, [7, 3, 3] êîäúò å ïî-äîáúð îò [7, 3, 4] Ñèìïëåêñ êîäà. Çàòîâà

íèå ñðàâíèõìå íàé-äîáðèòå [15, 3, 7] êîäîâå ñ íàé-äîáðèÿ [15, 3, 8] êîä è ïîëó÷èõìå,

÷å [15, 3, 7] êîäîâåòå ñà ïî-äîáðè ïðè ε > 0.307. Ñëåäîâàòåëíî ïðèìåðúò íà Slepian

íå å èçîëèðàí è íå âèíàãè êîäîâåòå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå èìàò

íàé-äîáðî ïîâåäåíèå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà.

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå ðåçóëòàòèòå çà íàé-äîáðè êîäîâå ïî îòíîøåíèå íà P (t)
ue (C, ε)

è Perr âèæäàìå, ÷å è çà òðèòå êëàñà èçñëåäâàíè êîäîâå òåçè, êîèòî ñà íàé-äîáðè

ïî îòíîøåíèå íà ïúðâàòà ôóíêöèÿ ñà ñúùî íàé-äîáðè è ïî îòíîøåíèå íà âòîðàòà.

Èíòåðåñíî å äà ñå çíàå äàëè òîâà å òàêà âèíàãè?

Îò Òàáëèöà 4.4.4 ñå âèæäà, ÷å èìà êîäîâå, êîèòî èìàò åäíè è ñúùè ðàäèóñè

íà ïîêðèòèå è åäíè è ñúùè Íþòîíîâè ðàäèóñè. Àêî ãè ñðàâíèì ïî îòíîøåíèå íà

áðîÿ íà åäèíñòâåíèòå ëèäåðè (UCL) â ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà ïî-ãîëåìè îò t,

âèæäàìå, ÷å òå ñå ðàçëè÷àâàò. Íàé-äîáðèòå êîäîâå â òîçè ñìèñúë ñà òåçè, êîèòî

èìàò íàé-ãîëÿì áðîé åäèíñòâåíè ëèäåðè. Ðåçóëòàòèòå çà òðèòå êëàñà êîäîâå ñà

ñëåäíèòå.

[15, 3, 7]2 êîäîâå.

Êîäîâå ñ R = 6 è ν = 6. Çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëî 4 - êîä íîìåð N 12 (1260

UCL), çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëî 5 - êîä íîìåð 5 (1416 UCL), çà ñúñåäíèòå

êëàñîâå ñ òåãëî 6 - êîä íîìåð 16 (324 UCL). Òîçè ñëó÷àé å èíòåðåñåí è ñ òîâà, ÷å

ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå è Íþòîíîâèÿò ðàäèóñ íà òåçè êîäîâå ñà åäíè è ñúùè.

Êîäîâå ñ R = 7 è ν = 5. Çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà 4 è 5 - êîä íîìåð 14 (1227 è
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1310 UCL ñúîòâåòíî).

[16, 3, 8]2 êîäîâå.

Êîäîâå ñ R = 7 è ν = 6. Çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà 4 è 5 - êîä íîìåð 11 (1750 è

2792 UCL ñúîòâåòíî), çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà 6 - êîä íîìåð 2 (1080 UCL).

Êîäîâå ñ R = 8 è ν = 5. Çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà 4 è 5 - êîä íîìåð 10 (1613

and 1848 UCL ñúîòâåòíî).

[15, 3, 8]2 êîäîâå.

Çà ñúñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà 4 è 5 - êîä íîìåð 3 (1158 è 1152 UCL ñúîòâåòíî).

Äðóãî èíòåðåñíî íàáëþäåíèå, íàïðàâåíî â [15], ñå îòíàñÿ è çà èçñëåäâàíèòå

îò íàñ êîäîâå. Èìà êîäîâå ñ åäíàêâè òåãëîâíè ñïåêòðè, íî ðàçëè÷íè ñïåêòðè íà

ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå. Òàêèâà êîäîâå ñà [15, 3, 7] êîäîâåòå ñ íîìåðà 5,6; 8,9;

13,14 è [16, 3, 8] êîäîâåòå ñ íîìåðà 4,5; 9,10. Òåãëîâíèÿò ñïåêòúð íà êîíêðåòíèÿ

ñúñåäåí êëàñ ïîêàçâà äîêîëêî óñïåøíî âñÿêà äóìà îò òîçè ñúñåäåí êëàñ ñå àïðîê-

ñèìèðà îò ìíîæåñòâîòî íà êîäîâèòå äóìè.

Ùå çàâúðøèì òîçè ðàçäåë ñ åäèí èíòåðåñåí ïðèìåð, êîéòî íè äàâà âúçìîæ-

íîñò äà ðåøèì èçñëåäîâàòåëñêèÿ ïðîáëåì 5.1, ïîñòàâåí â êíèãàòà íà MacWilliams

è Sloane [145] (Ãëàâà 5, ñòð. 132). Ïðîáëåìúò å ñëåäíèÿ.

Íåêà C äà å ëèíååí êîä. Íåêà αi äà å áðîÿò íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå

íà C ñ òåãëî i è α′i äà å ñúîòâåòíèÿò áðîé çà äóàëíèÿ ìó êîä C
⊥. Äî êàêâà ñòåïåí

÷èñëàòà {αi} îïðåäåëÿò {α′i}?

Îêàçà ñå, ÷å òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà

êîäà íå îïðåäåëÿ òîâà íà äóàëíèÿ ìó êîä. Â òàáëèöà 4.4.5 íà ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà

ñà ïðåäñòàâåíè òåãëîâíèòå ñïåêòðè íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà äóàëíèòå íà

[15, 3, 7] êîäîâåòå. Òîâà ñà [15, 12] êîäîâå. Âèæäà ñå, ÷å [15, 3, 7] êîäîâåòå ñ íîìåðà

1, 2 è 16 èìàò åäíàêâè ñïåêòðè íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå èì êëàñîâå, íî òåõíèòå

äóàëíè - íå. Ïî-òî÷íî äóàëíèòå êîäîâå íà êîäîâåòå ñ íîìåðà 1 è 2 èìàò åäíàêâè

ñïåêòðè, íî êîä íîìåð 16 èìà ðàçëè÷åí. Òîâà å âÿðíî ñúùî è çà êîäîâåòå ñ íîìåðà

3,6,7,9,11 è 12,13,15.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Èëèÿ Áóþêëèåâ, Ñòåôàí Äîääóíå-

êîâ è Wolfgang Williems è ñà ïóáëèêóâàíè â [217]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà Internationa

Congress MASSEE â Áîðîâåö ïðåç 2003 ã.
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Òàáëèöà 4.4.5. Òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà

[15, 12] êîäîâåòå
� α0 α1 α2 � α0 α1 α2 � α0 α1 α2 � α0 α1 α2

1 1 6 1 6 1 7 11 1 7 16 1 5 2
2 1 6 1 7 1 7 12 1 6 1 17 1 4 3
3 1 6 1 8 1 6 1 13 1 7
4 1 6 1 9 1 7 14 1 7
5 1 6 1 10 1 6 1 15 1 7
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Ãëàâà 5

Ñêúñåíè öèêëè÷íè (CRC) êîäîâå

Ùå ïðèïîìíèì, ÷å CRC êîäîâåòå ñà ñêúñåíè äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå. Çà

äà ìîãàò äà ñå îòêðèâàò ãðåøêè â èíôîðìàöèîííà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò k áèòà

i = [i0, i1, . . . , ik−1], êúì òÿõ ñå ïðèáàâÿ ïîñëåäîâàòåëíîñò r = [r0, r1, . . . , rp−1] îò p

ïðîâåðî÷íè áèòà è òàêà ñå ôîðìèðà êîäîâàòà äóìà c = [i, r], êîÿòî ñå ñúñòîè îò

n = k + p áèòà. Ïîñëåäîâàòåëíîñòòà r îò ïðîâåðî÷íè áèòîâå ñå èç÷èñëÿâà ÷ðåç i,

òàêà ÷å

r(x) ≡ (xp.i(x)) mod g(x),

êúäåòî i(x) = i0 + i1x+ . . .+ ik−1x
k−1 è r(x) = r0 + r1x+ . . .+ rp−1x

p−1 ñà ñúîòâåòíî

èíôîðìàöèîííèòå è ïðîâåðî÷íèòå áèòîâå ïðåäñòàâåíè êàòî ïîëèíîìè, à g(x) å

ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì íà êîäà. Íåêà êîäîâàòà äóìà c(x) = xpi(x)+r(x) = q(x)p(x)+

r(x)+r(x) = q(x)p(x) äà å èçïðàòåíà ïðåç êîìóíèêàöèîíåí êàíàë. Øóìúò â êàíàëà

äîáàâÿ ñúîòâåòíàòà ãðåøêà e(x) êúì c(x) è íà ïðèåìàùèÿ êðàé ñå ïîëó÷àâà v(x) =

c(x) + e(x). Áðîÿò íà íå íóëåâèòå êîåôèöèåíòè â e(x) å òî÷íî áðîÿ íà ñãðåøåíèòå

áèòîâå â v(x), à òåõíèòå ñòåïåíè ñà ïîçèöèèòå, â êîèòî ñà âúçíèêíàëè ãðåøêèòå.

Îòêðèâàíåòî íà ãðåøêèòå ñòàâà êàòî ñå ïðåñìåòíå îñòàòúêà

r′(x) ≡ v(x) mod g(x).

Àêî òîé å 0 ñå ñ÷èòà, ÷å íå ñà âúçíèêíàëè ãðåøêè ïðè êîìóíèêàöèÿòà.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì g(x) äåëè xnc + 1, êúäåòî nc =

min{m|xm ≡ 1 mod g(x)}. ×èñëîòî nc ñå íàðè÷à ðåä íà ïîëèíîìà g(x). Òîãàâà íèå

ðàçãëåæäàìå äâîè÷åí öèêëè÷åí [nc, nc − p] êîä D ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) îò

ñòåïåí p, êúäåòî nc = xm + 1. Íà ïðàêòèêà ìíîãî ÷åñòî ñå èçïîëçâà [n, n − p]

ïîäêîä C íà êîäà D ïîëó÷åí ÷ðåç ñêúñÿâàíåòî íà D â nc−n ïîçèöèè. Âñè÷êè òåçè
êîäîâå ñà CRC êîäîâå.

Ùå ïðåäñòàâèì íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà CRC êîäîâåòå.

• Òúé êàòî ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì g(x) äåëè xnc − 1, êúäåòî nc = xm − 1 è
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m = min{m|xm ≡ 1 mod g(x)}, òî g(0) 6= 0. Ñëåäîâàòåëíî g(x) èìà ïîíå äâà

íå íóëåâè êîåôèöèåíòà: ïðåä xp è ïðåä ñâîáîäíèÿ ÷ëåí. Òîãàâà íèòî åäíà

êîäîâà äóìà íå ìîæå äà å ðàâíà íà xi. Ñëåäîâàòåëíî CRC êîäúò ìîæå äà

îòêðèâà âñÿêà åäèíè÷íà ãðåøêà e(x) = xi, i = 0, 1, . . . , n− 1.

• Àêî CRC êîäúò ñå ñúñòîè ñàìî îò êîäîâè äóìè ñ ÷åòíî òåãëî, ò.å. ïîðàæäàùèÿ

ïîëèíîì å îò âèäà g(x) = g′(x)(x+1), òî òîé îòêðèâà âñè÷êè ãðåøêè ñ ÷åòíî
òåãëî.

Ãðóïà îò ãðåøêè ñ äúëæèíà t å âåêòîð, ÷èèòî íå íóëåâè êîìïîíåíòè ñà ðàç-
ïîëîæåíè â t ïîñëåäîâàòåëíè ïîçèöèè, ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà îò êîèòî ñà ðàçëè÷íè

îò íóëà. Àêî äàäåí âåêòîð å öèêëè÷íî åêâèâàëåíòåí íà ãðóïà îò ãðåøêè ñ äúë-

æèíà t, êàçâàìå ÷å òîé å öèêëè÷íà ãðóïà îò ãðåøêè ñ äúëæèíà t. Ïðåäñòàâåíèòå
ïî-äîëó ñâîéñòâà îòíîñíî ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå íà ãðóïè îò ãðåøêè íà ñêú-

ñåíèòå öèêëè÷íè êîäîâå ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ìíîãî êíèãè è ñòàòèè. Íèå ãè

ïðåäñòàâÿìå ñïîðåä [201].

Òâúðäåíèå 5.0.1. Ñêúñåíèÿò öèêëè÷åí (CRC) êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì îò ñòå-
ïåí p ìîæå äà îòêðèâà:

• âñÿêà ãðóïà îò ãðåøêè ñ äúëæèíà äî p;

•
(

1− 1

2p−1

)
îò ãðóïèòå îò ãðåøêè ñ äúëæèíà p+ 1;

•
(

1− 1

2p

)
îò ãðóïèòå îò ãðåøêè ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò p+ 1.

Òâúðäåíèå 5.0.2. Àêî ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì g(x) íà ñêúñåí öèêëè÷åí [n, n−p]
êîä C å ïðèìèòèâåí ïîëèíîì, òî C ìîæå äà îòêðèâà âñÿêà ãðåøêà ñ òåãëî 2.

5.1 Ïîâåäåíèå ïðè îòêðèâàíå íà ãðåøêè íà ñòàíäàðòèçèðà-
íè CRC êîäîâå

Èçáðîåíèòå ïî-ãîðå ñâîéñòâà ïðàâÿò CRC êîäîâåòå áåçñïîðíè ôàâîðèòè êî-

ãàòî òðÿáâà äà ñå èçáåðå êîä çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè. Òå ñå èçïîëçâàò øèðîêî çà

îòêðèâàíå íà ãðåøêè â öèôðîâèòå êîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè è ïðè ñúõðàíÿâàíåòî

íà äàííè. Ïî òàçè ïðè÷èíà èìà ñòàíäàðòèçèðàíè äåñåòêè òàêèâà êîäîâå ñ äî 64

ïðîâåðî÷íè áèòà.
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CRC êîäîâåòå ñà áèëè îáåêò íà èçñëåäâàíå â ìíîãî ðàáîòè (âèæ íàïðèìåð

[39], [40], [92], [93], [128], [132], [134], [136], [137], [155], [172], [176], [202]), íî îñ-

íîâíî å èçñëåäâàíà òðóäíîñòòà íà îïðåäåëÿíåòî íà ñòîéíîñòòà íà âåðîÿòíîñòòà çà

íåîòêðèòà ãðåøêà è ñà ïðåäëîæåíè ìåòîäè çà íåéíîòî îöåíÿâàíå.

Fujiwara, Kasami, Kitai è Lin [92] ñà ðàçðàáîòèëè ìåòîä çà îöåíêà íà âåðîÿò-

íîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà ñêúñåíè êîäîâå íà Õåìèíã, êîèòî ñà CRC êîäîâå ñ

ïðèìèòèâåí ïîðàæäàù ïîëèíîì. Àíàëîãè÷åí ìåòîä çà ñêúñåíè êîäîâå íà Õåìèíã

ñàìî ñ ÷åòíè òåãëà å ïðåäëîæåí îò Wolf è Blakeney â [203]. Castagnoly, Br�auer è

Herrmann [39] ðàçøèðÿâàò òîçè ìåòîä, òàêà ÷å äà ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò ïðîèç-

âîëíè ñêúñåíè öèêëè÷íè êîäîâå. È òðèòå ðàáîòè ïðåñìÿòàò ñïåêòðèòå íà äóàëíèòå

íà CRC êîäîâåòå è âðåìåâàòà ñëîæíîñò íà ðàçðàáîòåíèòå â òÿõ ìåòîäè å O(2p).

Â íàøèòå èçñëåäâàíèÿ ñìå èçïîëçâàëè Àëãîðèòúì 2, çà äà ïðåñìåòíåì òåã-

ëîâíèòå ñïåêòðè íà ðàçãëåæäàíèòå êîäîâå. Íåêà C äà å [n, n− p] ñêúñåí öèêëè÷åí
êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x). Çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà p, êàêâèòî ñà ðàçãëåæäà-

íèòå îò íàñ ñëó÷àè, å ïî-åôåêòèâíî âìåñòî äà ñå ïðåñìÿòà ñïåêòúðà Ā íà êîäà,

äà ñå ïðåñìåòíå òîçè íà íåãîâèÿ äóàëåí B̄, êîéòî ñúäúðæà 2p êîäîâè äóìè. Òî-

ãàâà âðåìåâàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúìà ùå å êàêòî è íà ïðåäëîæåíèòå ïî-ãîðå

àëãîðèòìè O(2p). Çà äà ïðèëîæèì Àëãîðèòúì 2, ïúðâî ïðåñìÿòàìå ðåäà nc íà

ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì g(x) íà êîäà C. Ñëåä òîâà ïðåñìÿòàìå è ïðîâåðî÷íèÿ ìó

ïîëèíîì h(x) = (xnc − 1)/g(x), êîéòî å ïîðàæäàù çà äóàëíèÿ íà C êîä C⊥. Òîâà

ñå ïðàâè ñ ïðîãðàìàòà GenerCRC íàïèñàíà íà C++. Ñëåä òîâà ñ ïðîãðàìàòà QWD

ñå ïðåñìÿòà B̄.

Ñïåêòúðúò íà êîäà C ñå ïðåñìÿòà îò òîçè íà äóàëíèÿ ìó çà ëèíåéíî âðåìå

êàòî ñå èçïîëçâàò òðàíñôîðìàöèèòå íà MacWilliams, êîèòî äàâàò âðúçêà ìåæäó

ñïåêòúðà íà êîäà Ā è íà íåãîâèÿ äóàëåí B̄. Òå ñà âàëèäíè çà êîäîâå íàä ïðîèçâîëíî

êðàéíî ïîëå, íî òóê ùå ïðåäñòàâèì òåõíèÿ âàðèàíò çà äâîè÷íè êîäîâå, êîéòî ñìå

èçïîëçâàëè. Ïðèåìàìå, ÷å

(
n

r

)
= 0 çà r > n.

Òåîðåìà 5.1.1. [144] Íåêà C äà å äâîè÷åí [n, k] êîä. Çà v = 0, . . . , n å âÿðíî
ñëåäíîòî

n∑
j=0

(
j

n

)
Aj = 2k−v

n∑
j=0

(−1)j
(
n− j
n− v

)
Bj

è

n∑
j=0

(
n− j
n− v

)
Bj = 2v−k

n∑
j=0

(
n− j
v

)
Aj.
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Â ñëó÷àÿ, êîãàòî v = 0, ïîëó÷àâàìå
n∑
j=0

Aj = 2kB0 = 2k.

Ïðîãðàìàòà MacWillTransform íàïèñàíà íà MAPLE ðåàëèçèðà òåçè ïðåñìÿ-

òàíèÿ.

Â ïîñëåäíèòå ãîäèíè âñå ïî-ìàñîâî íàâëèçà ïðîöåñîðíîòî óïðàâëåíèå âúâ

âñè÷êè óðåäè è óñòðîéñòâà êàòî ñå çàïî÷íå îò áèòà è ñå ñòèãíå äî ïðèëîæåíèÿ

â àâòîìîáèëîñòðîåíåòî, æåëåçîïúòíèÿ òðàíñïîðò, ïðè åñêàëàòîðèòå è óïðàâëåíèÿ

íà ìàøèíè çà ðàçëè÷íè îòðàñëè íà ïðîìèøëåíîñòòà. Âñè÷êè òåçè ðàçíîîáðàçíè

ïðèëîæåíèÿ ñà èçâåñòíè ïîä èìåòî çàòâîðåíè ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå. Íåîòäåëè-

ìà ÷àñò îò âñÿêà åäíà òàêàâà ñèñòåìà å ôóíêöèÿòà çà êîíòðîë íà ãðåøêèòå íà

îáìåíÿíèòå äàííè, êîÿòî â áîëøèíñòâîòî îò ñëó÷àèòå ñå èçïúëíÿâà îò CRC êîä.

Òúé êàòî òåçè ïðèëîæåíèÿ èìàò ñïåöèôè÷íè èçèñêâàíèÿ, å îáùîïðèåòî äà ñå ðàç-

ðàáîòâàò èíäèâèäóàëíè êîìóíèêàöèîííè ïðîòîêîëè çà êîíêðåòíîòî ïðèëîæåíèå

èëè çà êîíêðåòíèÿ ïðîèçâîäèòåë. Òîâà ñòàâà âúçìîæíî è çàðàäè çàìåíÿíåòî íà

õàðäóåðíàòà èìïëåìåíòàöèÿ íà êîäèðàíåòî è äåêîäèðàíåòî ñúñ CRC êîäîâå ñúñ

ñîôòóåðíà. Ïðèìåðè çà êîìóíèêàöèîííè ïðîòîêîëè â çàòâîðåíè ñèñòåìè, â êîèòî

ñå èçïîëçâàò CRC êîäîâå, çà äà îñèãóðÿò öåëîñòòà íà äàííèòå, ñà Controller Area

Network (CAN) [20], FlexRay [86] è TTP/C [190].

Øèðîêî ðàçïðîñòðàíåíà ïðàêòèêà ïðè èçáîðà íà CRC êîä çà íÿêîå ïðèëîæå-

íèå å äà ñå èçáåðå ñòàíäàðòèçèðàí òàêúâ, êàòî ñå ñ÷èòà, ÷å òîé ùå å äîñòàòú÷íî

äîáúð. Îêàçâà ñå îáà÷å ÷å òîâà â ãîëÿìà ÷àñò îò ñëó÷àèòå íå å òàêà. Íàïðèìåð

íÿêîè îò ñòàíäàðòèçèðàíèòå 16-áèòîâè CRC êîäîâå èìàò ïîâåäåíèå ïðè êîíòðîë

íà ãðåøêè, êîåòî å ïî-ëîøî îò òîâà íà äðóãè íå ñòàíäàðòèçèðàíè 16-áèòîâè CRC

êîäîâå. Åäíà îò ïðè÷èíèòå å, ÷å â ïúðâèòå ãîäèíè ñà áèëè èçïîëçâàíè èçêëþ÷è-

òåëíî õàðäóåðíè èìïëåìåíòàöèè íà êîäèðàíåòî è äåêîäèðàíåòî è èçïîëçâàíåòî

íà ïîðàæäàù ïîëèíîì ñ ïî-ìàëêî íå íóëåâè êîåôèöèåíòè å âîäåëî äî ïî-åâòèíà

èìïëåìåíòàöèÿ. Äðóãà ïðè÷èíà å, ÷å ëèïñâàò äîñòàòú÷íî äàííè, ïîçâîëÿâàùè äà

ñå îöåíè ïîâåäåíèåòî íà ñòàíäàðòèçèðàíèòå êîäîâå è äà ñå ñðàâíè ñ òîâà íà äðóãè

íå ñòàíäàðòèçèðàíè òàêèâà.

Â òîçè ðàçäåë, íà áàçàòà íà íÿêîè îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ñòàíäàðòèçèðàíè

êîäîâå, ùå ïîêàæåì, ÷å ïîäõîäà äà ñå èçáèðà ñòàíäàðòèçèðàí êîä èëè òàêúâ ñ

íåðàçëîæèì ïîðàæäàù ïîëèíîì, èëè ïîðàæäàù ïîëèíîì èìàù ìíîæèòåë (x+ 1)

(ò.å. êîä, êîéòî îòêðèâà âñè÷êè ãðåøêè ñ íå÷åòíî òåãëî) â ìíîãî ñëó÷àè å íåóäà÷åí.

Â Òàáëèöà 5.1.1 ñà äàäåíè íÿêîè ïðèìåðè íà CRC êîäîâå, çà êîèòî â [136] ñà

ïðåñìåòíàòè ïúðâèòå íÿêîëêî åëåìåíòà îò òåãëîâíèÿ èì ñïåêòúð. Òîâà å íàïðà-

âåíî çà äúëæèíà 48, íà êîÿòî ðàáîòÿò ìíîãî îò êîäîâåòå èçïîëçâàíè â çàòâîðåíè
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ñèñòåìè. Ïúðâèÿò îò òÿõ å CCITT-16, êîéòî èìà ñàìî 4 íå íóëåâè êîåôèöèåíòà è

òîâà å áèëî ñåðèîçíî ïðåäèìñòâî ïðè ðàííèòå õàðäóåðíè èìïëåìåíòàöèè íà òîçè

êîä. Êàêòî ñå âèæäà îò òàáëèöàòà, çà äúëæèíà 48 òîé èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

4, äîêàòî äðóã ñòàíäàðòèçèðàí ïîëèíîì, ñ åäèí ïî-ìàëêî ïðîâåðî÷íè áèòîâå, CAN

èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 6. Òîé èìà è ïî-ìàëêî êîäîâè äóìè ñ òåãëî 6 â ñðàâíå-

íèå ñ CCITT-16, ò.å. òîé íÿìà äà ìîæå äà îòêðèâà ñàìî 2191 îò ãðåøêèòå ñ òåãëî

2, äîêàòî çà CCITT-16 òîâà ùå å íåâúçìîæíî çà 2430 îò òÿõ. Äðóãî èíòåðåñíî

ñðàâíåíèå å ìåæäó ñòàíäàðòèçèðàíèÿ CRC-12 êîä è ïðåäëîæåíèÿ â [136] êîä ñ 12

ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà è ïîðàæäàù ïîëèíîì x12 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + 1. Òîé

èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 5 è ñ ïî-âå÷å îò ïîëîâèíàòà ïî-ìàëêî êîäîâè äóìè ñ

òåãëî 6 â ñðàâíåíèå ñ CRC-12. 8-áèòîâèÿò ñòàíäàðòèçèðàí êîä CRC-8 ñúùî èìà

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 íà òàçè äúëæèíà. Äîáðå å ðàçðàáîò÷èöèòå íà ñèñòåìè çà

çàïàçâàíå íà èíòåãðèòåòà íà äàííèòå äà èçïîëçâàò íåãî âìåñòî äðóã ñòàíäàðòè-

çèðàí 8-áèòîâ êîä DARK-8, êîéòî èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 2 íà äúëæèíà 48.

Ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 íà äúëæèíà 48 èìà è 7-áèòîâèÿò êîä ñ ïîðàæäàù ïîëè-

íîì x7+x5+x4+x2+x+1 ïðåäëîæåí â [136], äîêàòî ñòàíäàðòèçèðàíèÿ 7-áèòîâ êîä

CRC-7 èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 3. Òåçè ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å èìà ïîëèíîìè ñ

ïî-äîáðî ïîâåäåíèå îò ñòàíäàðòèçèðàíèòå è ñúùåñòâóâà íåîáõîäèìîñò îò óêàçàíèÿ

êîè ïîëèíîìè íà êàêâè äúëæèíè ñà ïîäõîäÿùè äà áúäàò èçïîëçâàíè.

Òàáëèöà 5.1.1 Òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà CRC êîäîâå íà äúëæèíà 48
CRC ïîëèíîì A2 A3 A4 A5 A6

x16 + x12 + x5 + 1 (CCITT-16) 0 0 84 0 2430
x15 + x14 + x10 + x8 + x7 + x4 + x3 + 1 (CAN) 0 0 0 0 2191
x12 + x11 + x3 + x2 + x+ 1 (CRC-12) 0 0 575 0 28809
x12 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + 1 0 0 0 1452 13258
x8 + x5 + x4 + x3 + 1 (DARK-8) 66 0 2039 13122 124248
x8 + x7 + x6 + x4 + x2 + 1 (CRC-8) 0 0 2984 0 253084
x7 + x3 + 1 (CRC-7) 0 216 2690 27051 226856
x7 + x5 + x4 + x2 + x+ 1 0 0 5589 0 451125

Ùå ïðåäñòàâèì è îùå íÿêîè êîíêðåòíè ïðèìåðè â òàçè ïîñîêà. Ùå ñðàâíÿâà-

ìå âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà Pud(C, ε) íà êîäîâåòå è ùå êàçâàìå, ÷å òîçè,

êîéòî èìà ïî-ìàëêà ñòîéíîñò íà òàçè âåðîÿòíîñò èìà ïî-äîáðî ïîâåäåíèå.

• 5-áèòîâè CRC êîäîâå

5-áèòîâè CRC êîäîâå ñå èçïîëçâàò íàïðèìåð çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè â Univer-

sal Serial Bus (USB) ñïåöèôèêàöèÿòà çà îñúùåñòâÿâàíå íà êîìóíèêàöèÿ ìåæäó

óñòðîéñòâà è êîíòðîëåð (îáèêíîâåíî ïåðñîíàëíè êîìïþòðè) è â ITU ñòàíäàðòà
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çà òåëåêîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè. x5 + x2 + 1 å USB-5 ïîëèíîìà èçïîëçâàí â USB

ñïåöèôèêàöèÿòà, à ITU G.704 èçïîëçâà 5-áèòîâèÿ CCITT-5 ïîëèíîì x5 +x3 +x+1.

USB-5 ïîëèíîìà ñå èçïîëçâà äà çàùèòàâà 11 èíôîðìàöèîííè áèòà (ò.å. ðàáîòè

íà äúëæèíà 16) è å îïòèìàëåí â òîçè ñëó÷àé. Òîé èìà ñðàâíèòåëíî äîáðî ïîâåäåíèå

è ïðè ïî-ãîëåìè äúëæèíè, íî íå å äîáúð èçáîð çà ïî-ìàëêè äúëæèíè îò 16. CCITT-

5 å îïòèìàëåí íà äúëæèíà 15, èìà ïî-ëîøî ïîâåäåíèå â ñðàâíåíèå ñ USB-5 çà

äúëæèíè îò 16 äî 31 è ïîâå÷å îò äâà ïúòè ïî-ëîøî ïîâåäåíèå ïðè ïî-ãîëåìè

äúëæèíè.

CCITT-5 ïîëèíîìà ñå äåëè íà (x + 1), ïîðàäè êîåòî ìîæå äà îòêðèâà âñÿêà

íå÷åòíà ãðåøêà. Íà äúëæèíà 3156 òîé å íàé-äîáúð èçìåæäó 5-áèòîâèòå ïîëèíîìè,

êîèòî ñå äåëÿò íà (x+ 1). USB-5 íå ñå äåëè íà (x+ 1), íî èìà ïî-äîáðî ïîâåäåíèå

îò CCITT-5 çà âñè÷êè äúëæèíè ïî-ãîëåìè îò 15. Ñïîðåä ITU G.704 ñòàíäàðòà,

CCITT-5 ñå èçïîëçâà íà äúëæèíà 3156, íî êàêòî ñå âèæäà îò ôèãóðà 5.1 ïîâåäå-

íèåòî íà USB-5 íà òàçè äúëæèíà å 2.077 ïî-äîáðî îò òîâà íà CCITT-5.

Ôèãóðà 5.1: Ñðàâíåíèå íà Pud íà CCITT-5 è USB-5 íà äúëæèíà 3156.

Íà ïðúâ ïîãëåä òîâà ïîâåäåíèå íà CCITT-5 å ñòðàííî, çàùîòî çàðàäè âèäà

íà ïîðàæäàùèÿ ñè ïîëèíîì òîé îòêðèâà âñÿêà íå÷åòíà ãðåøêà è áè ìîãëî äà ñå

î÷àêâà, ÷å ùå èìà è äîñòàòú÷íî äîáðî ïîâåäåíèå. Çà ñòîéíîñò íà âåðîÿòíîñòòà çà

ãðåøêà íà êàíàëà ε = 10−6, êàêâàòî å òÿ â óñëîâèÿòà ïðè êîèòî ðàáîòè CCITT-5,

ãîëÿìà ÷àñò îò ãðåøêèòå èìàò òåãëî 1 è åâåíòóàëíî 2, äîêàòî ïî-òåæêè ãðåøêè
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ñà ìàëêî âåðîÿòíè. Â Òàáëèöà 5.1.2 å ïîñî÷åí áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëà äî

5 â ñïåêòðèòå íà äâàòà êîäà. Êàêòî ñå âèæäà îò íåÿ, áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè ñ

òåãëî 2 íà USB-5 êîäà å äâà ïúòè ïî-ìàëúê îòêîëêîòî íà CCITT-5. Â USB-5 èìà

êîäîâè äóìè ñ òåãëî 3, êàêâèòî â CCITT-5 íÿìà, íî áðîÿ íà êîäîâèòå ìó äóìè ñ

òåãëî 4 å ñúùî îêîëî 2 ïúòè ïî-ìàëúê îò òîçè íà CCITT-5. Òúé êàòî ãðåøêè ñ

òåãëà ïî-ãîëåìè îò 2 ñà ìíîãî ìàëêî âåðîÿòíè, ïîâåäåíèåòî íà äâàòà êîäà çà òàçè

âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ñå îïðåäåëÿ îñíîâíî îò áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ

òåãëî 2.

Òàáëèöà 5.1.2. Áðîé íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî äî 5 çà CCITT-5 è USB-5 çà

äúëæèíà 3156.
CRC d Áðîé êîäîâè äóìè ñ òåãëà

Ïîëèíîì 2 3 4 5

CCITT-5:
x5 + x3 + x+ 1 2 330435 0 257909068726 0

USB-5:
x5 + x2 + 1 2 159075 163552409 128929654767 81278805135219

8, 16, è 32-áèòîâèòå CRC êîäîâå ñà íàé-øèðîêî èçïîëçâàíèòå, çàùîòî òåçè

äúëæèíè ñà êðàòíè íà äúëæèíàòà íà äóìàòà â ìèêðîêîíòðîëåðèòå. Íåêà äà ðàç-

ãëåäàìå ïîâåäåíèåòî íà íÿêîè òàêèâà ñòàíäàðòèçèðàíè êîäîâå.

• 8-áèòîâè CRC êîäîâå

Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò 8-áèòîâ ïîëèíîì å x8 + x7 + x6 + x4 + x2 + 1 (CRC-8).

Êîäúò, ïîðîäåí îò òîçè ïîëèíîì, èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 äî äúëæèíà 85,

íî íà äúëæèíè îò 86 äî 119 ìèíèìàëíîòî ìó ðàçñòîÿíèå å 2, äîêàòî èìà äðóãè

8-áèòîâè CRC êîäîâå, êîèòî èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4. Íàïðèìåð äðóã ñòàí-

äàðòèçèðàí ïîëèíîì ATM HEC x8 + x2 + x + 1 èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 äî

äúëæèíà 127.

Ïðîáëåìúò ñ èçáîð íà ñòàíäàðòèçèðàí ïîëèíîì å, ÷å òîé ìîæå äà íå å äî-

áúð çà ïî÷òè âñè÷êè êîäîâè äúëæèíè. Ñòàíäàðòèçèðàíèÿò DARK ïîëèíîì x8 +

x5 + x4 + x3 + 1 ïîðàæäà CRC êîä, êîéòî èìà ìàêñèìàëíîòî âúçìîæíî ìèíèìàë-

íî ðàçñòîÿíèå çà äúëæèíà 16, íî èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 2 çà äúëæèíè íàä

18 è èçêëþ÷èòåëíî ëîøî ïîâåäåíèå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà

ãðåøêà. DARK ñå èçïîëçâà çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè íà äúëæèíè ìåæäó 24 è 56,

êúäåòî ïîâåäåíèåòî ìó å çíà÷èòåëíî ïîä íàé-äîáðîòî. Êàòî èëþñòðàöèÿ íà òîâà,

íà ôèãóðà 5.2 ñìå ïðåäñòàâèëè ñðàâíåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà

DARK è íà CRC-8 íà äúëæèíà 56.
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Ôèãóðà 5.2: Ñðàâíåíèå íà Pud íà DARK è CRC-8 çà äúëæèíà 56.

Äâà ïðèìåðà íà ðåàëíè ïðîòîêîëè, èçïîëçâàùè CRC-8, ñà SMBus è XMODEM.

SMBus å íèñêî ñêîðîñòíà êîìóíèêàöèîííà øèíà èçïîëçâàíà ïðè "óìíè"áàòåðèè è

ïîðòàòèâíè åëåêòðîííè çàðÿäíè óñòðîéñòâà. Âåðñèÿ 1.1 íà SMBus èçïîëçâà CRC-

8. Ãîëÿìàòà ÷àñò îò îáìåíÿíèòå ñúîáùåíèÿ ñà ìåæäó 16 è 40 áèòà è ñà íàäåæäíî

çàùèòåíè îò CRC-8, êîéòî íà òåçè äúëæèíè èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4. Èìà

îáà÷å è êîìàíäà çà ïàêåòíà êîìóòàöèÿ, êîÿòî èçïîëçâà 35-áàéòîâè (280 áèòà) ñú-

îáùåíèÿ. Íà òàçè äúëæèíà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà CRC-8 å 2. Ïðåäëîæåíèÿò

â [136] ïîëèíîì x8 +x6 +x3 +x2 +1 áè áèë ïî-äîáúð èçáîð çà SMBus. CRC êîäîâåòå,

ïîðîäåíè îò òîçè ïîëèíîì, èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 3 çà äúëæèíè äî 247

áèòà è ïî-äîáðî ïîâåäåíèå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà çà

äúëæèíè äî 280.

XMODEM ïðîòîêîëà ñå èçïîëçâà ïðè ïðåäàâàíå íà ïàêåòè ñ äúëæèíà 128

áàéòà (1024 áèòà) çàùèòåíè îò CRC-8. Â òîçè ñëó÷àé îòíîâî èìàìå ïî-äîáðà àë-

òåðíàòèâà è òîâà å èçïîëçâàíåòî íà ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ATM HEC ïîëèíîì èëè

ïðåäëîæåíèÿ â [136] ïîëèíîì x8 + x6 + x3 + x2 + 1. È â äâàòà ñëó÷àÿ êîäîâåòå

ïîðîäåíè îò òåçè ïîëèíîìè èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 2 íà òàçè äúëæèíà,

íî ïî-äîáðî ïîâåäåíèå â ñðàâíåíèå ñúñ CRC-8 ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà

íåîòêðèòà ãðåøêà.
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• 16-áèòîâè CRC êîäîâå

Íÿêîëêî 16-áèòîâè CRC êîäà ñà ñòàíäàðòèçèðàíè:

x16 + x14 + x12 + x11 + x9 + x8 + x7 + x4 + x+ 1, IEC TC 57;

x16 + x14 + x13 + x11 + x10 + x9 + x8 + x6 + x5 + x+ 1, IEEE WG 77.1;

x16 + x12 + x5 + 1 èëè x16 + x14 + x+ 1, CCITT X.25;

x16 + x15 + x2 + 1, ANSI;

x16 + x15 + x13 + x7 + x4 + x2 + x+ 1 IBM-SDLC.

Èçìåæäó âñè÷êè òåçè ñòàíäàðòèçèðàíè êîäîâå, ñàìî IEEE WG 77.1 ïîëèíîìà

ïîðàæäà îïòèìàëíè êîäîâå è òå ñà çà äúëæèíè 254 è 255. Ïîâåäåíèåòî íà îñòàíà-

ëèòå ñòàíäàðòèçèðàíè êîäîâå å äàëåêî îò îïòèìàëíîòî çà âñè÷êè äúëæèíè ìåæäó

18 è 1024.

Â Òàáëèöà 5.3.1 ñà äàäåíè áðîéêèòå íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëà îò 1 äî 6 çà òðè

16-áèòîâè CRC êîäà.

Òàáëèöà 5.3.1 Áðîé íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëà äî 6 çà CRC êîäîâå, êîèòî

çàùèòàâàò 48 èíôîðìàöèîííè áèòà.
Ïðîâ. CRC ïîëèíîì d Áðîé êîäîâè äóìè ñ òåãëà
áèòîâå 2 3 4 5 6

16 CCITT-16 4 0 0 84 0 2430
x16 + x12 + x5 + 1

16 x16+x15+x12+x7+x6+x4+x3+1 6 0 0 0 0 2191
15 CAN 6 0 0 0 0 4314

x15+x14+x10+x8+x7+x4+x3+1

Íà ïúðâèÿò ðåä îò òàáëèöàòà å äàäåí øèðîêî èçïîëçâàíèÿ CCITT-16 ïîëè-

íîì, êîéòî èìà îòíîñèòåëíî ìàëúê áðîé íå íóëåâè êîåôèöèåíòè. CRC êîäúò ñ

äúëæèíà 56, ïîðîäåí îò òîçè ïîëèíîì, îòêðèâà âñè÷êè ãðåøêè ñ òåãëî äî 3. Ìè-

íèìàëíîòî ìó ðàçñòîÿíèå å d = 4 è òîé íå ìîæå äà îòêðèâà 84 îò ãðåøêèòå ñ

òåãëî 4. Çà ñðàâíåíèå (âèæ ôèã. 5.3) êîäúò ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì îò ñúùàòà ñòåïåí

C13 = x16 +x15 +x12 +x7 +x6 +x4 +x3 +1, êîéòî å äàäåí íà âòîðèÿ ðåä îò òàáëèöàòà,

èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 6 íà òàçè äúëæèíà. Ñëåäîâàòåëíî òîé îòêðèâà âñè÷êè

ãðåøêè ñ òåãëî 4 è âñè÷êè ñ òåãëî 5. Íà òðåòèÿò ðåä â òàáëèöàòà å 15-áèòîâèÿ

ñòàíäàðòèçèðàí êîä CAN-15. Íà äúëæèíà 56 òîé ñúùî îòêðèâà âñè÷êè ãðåøêè ñ

òåãëà 4 è 5 è èìà åäèí ïðîâðî÷åí áèò ïî-ìàëêî â ñðàâíåíèå ñ ïðåäíèòå äâà êîäà.

Ñðàâíåíèå íà âåðîÿòíîñòèòå çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà äúëæèíà 56 çà òåçè òðè êîäà

å ïðåäñòàâåíî íà ôèãóðà 5.3. Íàé-äîáðî ïîâåäåíèå èìà íå ñòàíäàðòèçèðàíèÿ êîä,

íî è ñòàíäàðòèçèðàíèÿ 15-áèòîâ êîä CAN-15 å â ïúòè ïî-äîáúð îò CCITT-16

109



Ôèãóðà 5.3: Ñðàâíåíèå íà Pud íà CCITT-16, CAN-15 è C13 íà äúëæèíà
56.

• 32-áèòîâè CRC êîäîâå

IEEE 802.3 ñòàíäàðòà èçïîëçâà 32-áèòîâ CRC êîä ñúñ ñëåäíèÿ íåðàçëîæèì

(íî íå ïðèìèòèâåí) ïîðàæäàù ïîëèíîì x32 +x26 +x23 +x22 +x16 +x12 +x11 +x10 +

x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x + 1. Òîé èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d ≥ 8 çà äúëæèíè

äî 91, d = 7 çà äúëæèíè äî 171, d = 6 çà äúëæèíè äî 268, d = 5 çà äúëæèíè äî

2974, d = 4 çà äúëæèíè äî 91607 è d = 3 çà äúëæèíè ïîíå äî 128Ê áèòà. Â [39]

å ïðåäëîæåí ïîëèíîì, êîéòî èìà d = 6 çà äúëæèíè ïî÷òè äî 32Ê áèòà. Ïî-êúñíî

Koopman [137] ïðåäëàãà 32-áèòîâèÿ ïîëèíîì x32 +x30 +x29 +x28 +x26 +x20 +x19 +

x17 +x16 +x15 +x11 +x10 +x7 +x6 +x4 +x2 +x+ 1, êîéòî èìà êàòî ìíîæèòåë x+ 1.

CRC êîäúò, ïîðîäåí îò òîçè ïîëèíîì, èìà d = 6 çà äúëæèíè äî 16360 è d = 4 çà

äúëæèíè äî 114663, êîåòî å ïî-âå÷å îò 9 ïúòè ïî-äîáðî â ñðàâíåíèå ñ IEEE 802.3

ñòàíäàðòà.

Â çàêëþ÷åíèå ùå îòáåëåæèì, ÷å âñè÷êè ïîñî÷åíè äî òóê ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å

îáè÷àéíàòà ïðàêòèêà äà ñå èçáèðà ñòàíäàðòèçèðàí CRC ïîëèíîì ñ ïðåçóìïöèÿòà,

÷å òîé å äîáúð, å ãðåøíà, çàùîòî íÿêîè îò òÿõ èìàò ïîâåäåíèå ìíîãî äàëå÷ îò

îïòèìàëíîòî. Îùå ïî-âå÷å, ÷å äîðè äà å èçâåñòíî, ÷å åäèí ïîëèíîì å äîáúð (èìà

ìàêñèìàëíîòî âúçìîæíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå), îáèêíîâåíî íÿìà èíôîðìàöèÿ

çà êàêâè äúëæèíè òîé å òàêúâ è äàííè, êîèòî äà ïîçâîëÿò ñðàâíÿâàíåòî íà ïîâåäå-
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íèåòî ñ òîâà íà äðóãè ïóáëèêóâàíè èëè ñòàíäàðòèçèðàíè ïîëèíîìè. Ñëåäîâàòåëíî

ïúëíîòî èçñëåäâàíå íà âñè÷êè ïîëèíîìè îò äàäåíà ñòåïåí áè ïîìîãíàëî íà ðàçðà-

áîò÷èöèòå ïðè èçáîðà íà íàé-ïîäõîäÿùèÿ ïîëèíîì çà êîíêðåòíîòî ïðèëîæåíèå.

Ìíîãî ïîëåçíî ùå áúäå è ðàçðàáîòâàíåòî íà íàñîêè, ñïîðåä êîèòî äà ñå èçáèðà

ïîäõîäÿù ïîëèíîì.

Ðåøåíèÿ íà òåçè ïðîáëåìè ñà ïðåäëîæåíè â ñëåäâàùèòå òðè ðàçäåëà, â êîèòî

ñà èçñëåäâàíè CRC êîäîâå ñ äî 16 ïðîâåðî÷íè áèòà. Ïðåäëîæåíè ñà äîáðè 8 è 16-

áèòîâè CRC êîäîâå êàòî ñà ïîñî÷åíè äúëæèíèòå, çà êîèòî òå ñà îïòèìàëíè. Çà

CRC êîäîâåòå ñ äî 10 ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà ñà ïîëó÷åíè âñè÷êè íåîáõîäèìè êîëè-

÷åñòâåíè äàííè, êîèòî äà ïîçâîëÿò èçáîðà íà îïòèìàëåí çà êîíêðåòíî ïðèëîæåíèå

êîä è å ðàçðàáîòåíà ïðîöåäóðà, êîÿòî íà áàçàòà íà ïðåñìåòíàòèòå äàííè, äà ïðàâè

òîçè èçáîð.

Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Faiza Sallam è ñà ïóáëèêóâàíè â

[219, 220, 222]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà ñåìèíàðà "Ìàòåìàòèêà, Èíôîðìàòèêà è Êîìïþ-

òúðíè Íàóêè"âúâ Âåëèêî Òúðíîâî, Áúëãàðèÿ, 2006 ã. è íà International Workshop

on Algebraic and Combinatorial Coding Theory â Çâåíèãîðîä, Ðóñèÿ, 2006 ã.

5.2 CRC êîäîâå ñ 8 ïðîâåðî÷íè áèòà

Ïðè ñòàíäàðòèçèðàíàòà òåõíîëîãèÿ çà ïðåäàâàíå íà öèôðîâè äàííè ATM

(Asynchronous Transfer Mode) [160] ñ 8-áèòîâ CRC êîä ñå çàùèòàâàò õåäúðèòå,

êîèòî íîñÿò èíôîðìàöèÿòà íåîáõîäèìà çà íàñî÷âàíå íà äàííèòå ïðåç ìðåæàòà.

Õåäúðèòå ñà ñ äúëæèíà 40 áèòà, êàòî ïîñëåäíèòå 8 îò òÿõ ñà ïðîâåðî÷íèòå áèòîâå

è ñå íàðè÷àò Header Error Control (HEC). ATM ñòàíäàðòúò èçïîëçâà CRC êîä ñúñ

ñëåäíèÿ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) = x8 + x2 + x+ 1.

Â òîçè ðàçäåë ðàçãëåæäàìå äâîè÷íè ïîëèíîìè îò 8 ñòåïåí, êîèòî ñà ïîäõîäÿ-

ùè äà áúäàò èçïîëçâàíè êàòî ïîðàæäàùè ïîëèíîìè íà CRC êîäîâå. Ñðàâíÿâàìå

ìèíèìàëíèòå èì ðàçñòîÿíèÿ, ñâîéñòâîòî èì äà ñà ïîäõîäÿùè çà êîíòðîë íà ãðåø-

êè è âåðîÿòíîñòòà èì çà íåîòêðèòà ãðåøêà ñúñ ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ATM ïîëèíîì.

Ïðåñìåòíàòè ñà ñúùî è ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå è òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà

ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà âñè÷êè èçñëåäâàíè êîäîâå.

Íåêà g(x) äà å ïîðàæäàù ïîëèíîì îò îñìà ñòåïåí, ò.å. g(x) =
∑8
i=0 aix

i. Äâîè÷-

íàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò, êîÿòî ùå ñå ïðåäàâà ïðåç êîìóíèêàöèîííèÿ êàíàë, ìîæå

äà èìà äúëæèíà îò 9 (êîãàòî ñå ïðåäàâà 1 èíôîðìàöèîíåí áèò) äî ðåäà íà ïî-

ðàæäàùèÿ ïîëèíîì. Ìîäåëúò íà êàíàëà, ïðåç êîéòî ñå èçâúðøâà êîìóíèêàöèÿòà,

å äâîè÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë (binary symmetric channel (BSC)) è ïîâåäåíèåòî íà
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CRC êîäà ùå ñå îïðåäåëÿ îò ñòîéíîñòòà íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà

Pue(C, ε). Ïðè íåãîëåìè ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà ε íà äâîè÷íèÿ ñè-

ìåòðè÷åí êàíàë ìíîãî ïî-÷åñòî ñå ïîÿâÿâàò ãðåøêè ñ ìàëêî òåãëî â ñðàâíåíèå ñ

òàêèâà ñ ãîëÿìî. Â òàêúâ ñëó÷àé e óäà÷íî äà ñå èçïîëçâàò CRC êîäîâå ñ ìàêñè-

ìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå.

Òúé êàòî öèêëè÷íèòå êîäîâå è âñè÷êè òåõíè ñêúñÿâàíèÿ, êîèòî èçñëåäâàìå,

èìàò êî-ðàçìåðíîñò 8, å ïî-óäîáíî äà ðàáîòèì âìåñòî ñúñ ñàìèòå êîäîâå ñ òåõíèòå

äóëíè. Òîãàâà ïîäõîäÿùà çà íàøåòî èçñëåäâàíå å ñëåäíàòà ôîðìóëà îò [202] çà

îïðåäåëÿíå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà

(5.2.1), Pue(C, ε) = 2−p[1 +
n∑

i=d⊥

Bi(1− 2ε)i]− (1− ε)n,

êúäåòî d⊥ å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ êîä, à Bi ñà åëåìåíòèòå íà ñïåê-

òúðà ìó.

Â òîâà èçñëåäâàíå ðàçãëåæäàìå ñàìî ïîëèíîìè g(x), êîèòî ïîðàæäàò íå åê-

âèâàëåíòíè êîäîâå, èìàùè ïîíå äâà íå íóëåâè êîåôèöèåíòà (ïðåä íàé-âèñîêàòà

ñòåïåí è ñâîáîäíèÿ ÷ëåí) è îò ðåä ïî-ãîëÿì îò 40. Ïîñëåäíîòî óñëîâèå å ñâúðçàíî

ñ òîâà, ÷å ùå ïðàâèì ñðàâíåíèå ñ ATM ñòàíäàðòà, à òîé ðàáîòè íà äúëæèíà 40.

Êàêòî ùå áúäå ïîêàçàíî â ðàçäåë 5.4, êîäîâåòå, ïîðîäåíè îò ïîëèíîìè ñ ðåä ïî-

ìàëúê îò 40, êîãàòî ñå èçïîëçâàò íà òàçè äúëæèíà, èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

2. Çàòîâà íèå èçñëåäâàìå ñëåäíèòå ÷åòèðè êëàñà ïîëèíîìè.

1. Âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 8-ìà ñòåïåí.

2. Âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 7-ìà ñòåïåí óìíîæåíè ïî x + 1. Ïîëè-

íîìúò èçïîëçâàí â ATM ñòàíäàðòà ïðèíàäëåæè êúì òîçè êëàñ.

3. Âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 6-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî (x+ 1)2.

4. Âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 6-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî x2 + x+ 1.

Êîäîâåòå, ãåíåðèðàíè îò òåçè ïîëèíîìè, ñà òåñòâàíè çà âñè÷êè äúëæèíè n ∈
[10,min(127, order(g))].

Ïúðâî ïðåñìÿòàìå òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà äóàëíèòå êîäîâå (êîèòî èìàò

28 êîäîâè äóìè) íà âñåêè îò èçáðîåíèòå ïî-ãîðå êîäîâå. Çà öåëòà èçïîëçâàìå ïðîã-

ðàìàòà QWD. Ñëåä òîâà, êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà (5.2.1), èçñëåäâàìå ïîâåäåíè-

åòî íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà Pue(C, ε). Òîâà ïðàâèì êàòî ñðàâíÿâàìå

ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà çà ôèêñèðàíè ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà

êàíàëà. Ïî-òî÷íî çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ε = e
−i
10 , êúäåòî 31 ≤ i ≤ 300. Ïî òîçè

íà÷èí ìîæåì äà îïðåäåëèì ñàìî â êîè èíòåðâàëè ôóíêöèÿòà Pue(C, ε) íå å ìî-

íîòîííî ðàñòÿùà. Ñúùî òàêà áÿõà òåñòâàíè äèñêðåòíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ îò

òåîðåìè 1.2.16 è 1.2.17 åäèí êîä äà å äîáúð è ïîäõîäÿù. Áÿõà ïðåñìåòíàòè ðàäèó-
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ñèòå íà ïîêðèòèå è òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà

âñè÷êè êîäîâå. Òúé êàòî äóàëíèòå êîäîâå íà âñè÷êè èçñëåäâàíè êîäîâå èìàò ñàìî

28 êîäîâè äóìè, ïðåñìÿòàíèÿòà áÿõà íàïðàâåíè ïî ìåòîä 1 ñ ïðîãðàìàòà CovRadM1.

Êàòî èçïîëçâàõìå âå÷å èçâåñòíèòå òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåä-

íè êëàñîâå, ïðåñìåòíàõìå è ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà Pcorr çà âñè÷êè èçñëåäâàíè

êîäîâå çà äúëæèíà 40.

Ïîëó÷åíèòå â òîâà èçñëåäâàíå ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöè 5.2.1 äî

5.2.4 â ïðèëîæåíèå Ã. Â òàáëèöèòå ñà âêëþ÷åíè ñàìî ïîëèíîìè, êîèòî ïîðàæäàò íå

åêâèâàëåíòíè êîäîâå. Â ïúðâàòà êîëîíà ñà äàäåíè êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìèòå

êàòî ñå çàïî÷âà îò êîåôèöèåíòà ïðåä íàé-âèñîêàòà ñòåïåí. Ñëåä òîâà â òàáëèöà

5.2.1 å äàäåí ðåäúò íà âñåêè îò ïîëèíîìèòå. Ðåäúò íà âñè÷êè ïîëèíîìè îò òàáëèöà

5.2.2 å 127, à íà òåçè îò òàáëèöè 5.2.3 è 5.2.4 å 63 è ïî òàçè ïðè÷èíà íå å èçðè÷íî

ïîñî÷âàí â îòäåëíà êîëîíà. Â 3 ïîñëåäîâàòåëíè êîëîíè ñà äàäåíè äúëæèíèòå íà

êîäîâåòå, çà êîèòî âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóí-

êöèÿ è ñà óäîâëåòâîðåíè äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ êîäúò äà å äîáúð è ïîäõîäÿù. Â

ïîñëåäíèòå äâå êîëîíè ñà ìèíèìàëíèòå ðàçñòîÿíèÿ è ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà

êîäîâåòå çà ñúîòâåòíèòå äúëæèíè. Òå ñà ïðåäñòàâåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ïúðâî ìè-

íèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå è ñëåä òîâà çà êîè äúëæèíè êîäîâåòå èìàò òîâà ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå. Íàïðèìåð: 4,10..28 îçíà÷àâà, ÷å êîäîâåòå ñ äúëæèíè îò 10 äî 28 èìàò

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå (èëè ñúîòâåòíî ðàäèóñ íà ïîêðèòèå) 4. Ïðèìèòèâíèòå ïî-

ëèíîìè â òàáëèöà 5.2.1 ñà îòáåëÿçàíè ñúñ çâåçäà. Âñè÷êè íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè

îò ñòåïåíè 6 è 7 â òàáëèöè 5.2.2 äî 5.2.4 ñà ïðèìèòèâíè. Âñè÷êè êîäîâå ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå 2 â òàáëèöà 5.2.1 ñà êâàçè-ñúâúðøåíè.

Çà âñè÷êè ðàçãëåæäàíè êîäîâå õàðàêòåðèñòèêèòå èì ìîíîòîííîñò íà ôóíêöè-

ÿòà íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà, äîáúð, ïîäõîäÿù, ìèíèìàëíî ðàçñòîÿ-

íèå è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöèòå, òàêà ÷å âñåêè äâà êîäà ìîãàò

äà áúäàò ëåñíî ñðàâíÿâàíè äèðåêòíî. Òîâà, êîåòî ëèïñâà â òàáëèöèòå, ñà ñòîéíîñ-

òèòå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà Pue(C, ε). Òåçè ñòîéíîñòè, çà âñè÷êè

èçñëåäâàíè ïîëèíîìè, ñà ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëàòà (5.2.1) çà ïîðîäåíèòå îò òÿõ

êîäîâåòå íà äúëæèíà 40 (äúëæèíàòà, íà êîÿòî ðàáîòè ATM ñòàíäàðòà). Êîäúò C1

îò òàáëèöà 5.2.1 ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g1(x) = x8 +x7 +x4 +x3 +x2 +x+1 èìà ìèíè-

ìàëíà ñòîéíîñò íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà çà ε ∈ [0, 1/2] ñðåä êîäîâåòå

ñ íåðàçëîæèì ïîðàæäàù ïîëèíîì îò 8-ìà ñòåïåí. Îêàçâà ñå, ÷å òàçè ñòîéíîñò å

è íàé-äîáðàòà çà äúëæèíà n = 40 çà âñè÷êè èçñëåäâàíè êîäîâå çà ñòîéíîñòè íà

ε > 0.022266.

Êîäúò C2 ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g2(x) = x8 + x5 + x3 + x2 + x + 1 èìà ìèíè-

ìàëíà ñòîéíîñò íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà çà ε ∈ [0, 1/2] ñðåä êîäîâåòå
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ïîðîäåíè îò ïîëèíîìèòå îò òàáëèöà 5.2.2. Òîçè êîä èìà ñúùî íàé-ìàëúê áðîé êî-

äîâè äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî. Ïîðàæäàùèÿò ìó ïîëèíîì îáà÷å èìà ïî-ãîëÿì áðîé

íå íóëåâè êîåôèöèåíòè â ñðàâíåíèå ñ ATM ñòàíäàðòà. Èçìåæäó ïîëèíîìèòå ñ ïî-

ìàëúê áðîé íå íóëåâè êîåôèöèåíòè â òàáëèöà 5.2.2 èìà íÿêîëêî, çà êîèòî êîäîâåòå

ïîðîäåíè îò òÿõ èìàò ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà â

ñðàâíåíèå ñ ATM ñòàíäàðòà. Íàé-äîáðèÿò èçìåæäó òÿõ å g3(x) = x8 + x5 + x4 + 1.

Êîäúò ïîðîäåí îò ïîëèíîìà g4(x) = x8 + x7 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 èìà

ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà çà ε ∈ [0, 1/2] ñðåä

êîäîâåòå ïîðîäåíè îò ïîëèíîìèòå îò òàáëèöè 5.2.3 è 5.2.4. Òàçè ñòîéíîñò îáà÷å å

ïî-ãîëÿìà â ñðàâíåíèå ñ òåçè íà íàé-äîáðèòå êîäîâå îò òàáëèöè 5.2.1 è 5.2.2.

Ìîæåì äà îáîáùèì òåçè ðåçóëòàòè çà CRC êîäîâå íà äúëæèíà 40 òàêà.

• 3à âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ε ∈ [0, 0.022266], íàé-äîáúð å êîäúò

ïîðîäåí îò ïîëèíîìà g2(x) = x8 + x5 + x3 + x2 + x+ 1.

• 3à âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ε ∈ [0.022266, 0.5], íàé-äîáúð å êîäúò

ïîðîäåí îò ïîëèíîìà g1(x) = x8 + x7 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Ñåãà íåêà äà ñðàâíèì íàé-äîáðèòå ïî îòíîøåíèå íà Pue(C, ε) êîäîâå íà äúëæè-

íà 40 - C1 è C2, è ATM êîäà. Òúé êàòî òåçè ðàçëèêè ñà ïî-çàáåëåæèìè ïðè ìàëêè

ñòîéíîñòè íà ε, íèå íàïðàâèõìå ñðàâíåíèå çà ε = 10−i/100, êúäåòî 31 ≤ i ≤ 200.

Òîâà ñðàâíåíèå å ïðåäñòàâåíî íà ôèãóðà 5.4. Âìåñòî Pue(C, ε) å ïðåäñòàâåíî, èç-

ðàçåíîòî â ïðîöåíòè, ñúîòíîøåíèå

y =
Pue(CATM,ε)

Pue(Cj, ε)
− 1,

êúäåòî ñ Cj å îçíà÷åí êîäúò ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì gi(x) çà i = 1, 2. Êîäúò îò ATM

ñòàíäàðòà å ïîñòàâåí íà àáñöèñíàòà îñ. Âèæäà ñå, ÷å ïðè ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà

çà íåîòêðèòà ãðåøêà ìåæäó 0.019331 è 0.2, ïîâåäåíèåòî íà C1 å ñ äî 18% ïî-äîáðî

îò òîâà íà ATM êîäà, êàòî ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà ïðè ε = 0.048. Ïîâåäåíèåòî

íà êîäúò C2 e ñ äî 5% ïî-äîáðî îò òîâà íà ATM êîäà è èìà ñúùîòî ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå d = 4 è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R = 3 êàòî íåãî. C1 èìà ñ åäíî ïî-ìàëêî

ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 3 îò òÿõ è çàòîâà èìà çíà÷èòåëíî ïî ëîøîòî ïîâåäåíèå

(äî -25% çà ε = 0.01) â ñðàâíåíèå ñ ATM êîäà çà ïî-ñëàáî çàøóìåíè êàíàëè.

Ïðîòîêîëúò, ñ êîéòî ðàáîòè ATM ñòàíäàðòà, âêëþ÷âà ðåæèì íà ðàáîòà ñàìî

çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè, êîãàòî êàíàëúò å çàøóìåí è çà îòêðèâàíå è êîðèãèðàíå

íà åäèíè÷íà ãðåøêà (ìèíèìàëíîòî ìó ðàçñòîÿíèå å 4), êîãàòî íå å. ATM êîäúò

èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 3 è òàêúâ èëè ñ åäíî ïî-ìàëúê èìàò âñè÷êè îñòàíàëè èçñ-

ëåäâàíè êîäîâå. Ñðàâíåíèå áåøå íàïðàâåíî è ïî îòíîøåíèå íà ïîâåäåíèåòî ñïðÿìî

âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå íà âñè÷êè èçñëåäâàíè êîäîâå íà äúëæèíà 40.

Çà íÿêîëêî êîäà áåøå ïîëó÷åíà íàé-íèñêà ñòîéíîñò íà òàçè âåðîÿòíîñò è âñè÷êè
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Ôèãóðà 5.4: Ñðàâíåíèå íà íàé-äîáðèòå CRC-8 êîäîâå è ATM ñòàíäàðòà.

òå ñà îò òàáëèöà 5.2.1. Êîäúò C1 å èçìåæäó òÿõ, íî ðàçëèêèòå â ñòîéíîñòèòå íà

òàçè ôóíêöèÿ çà âñè÷êè èçñëåäâàíè êîäîâå ñà òâúðäå íåçíà÷èòåëíè è çàòîâà íÿìà

äà áúäàò êîìåíòèðàíè. Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å íà òàçè äúëæèíà, âñè÷êè êîäîâå

èìàò åäíàêâî ïîâåäåíèå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà êîðåêòíî ïðåäàâàíå.

Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñúñ Ñòåôàí Äîäóíåêîâ è Ïåòúð

Êàçàêîâ è ñà ïóáëèêóâàíè â [208].

5.3 CRC êîäîâå ñ 16 ïðîâåðî÷íè áèòà

Â òîçè ðàçäåë, ïîäîáíî íà ïðåäèøíèÿ, ñå ðàçãëåæäàò âñè÷êè ïîëèíîìè îò 16-

òà ñòåïåí, êîèòî ñà ïîäõîäÿùè äà áúäàò èçïîëçâàíè êàòî ïîðàæäàùè ïîëèíîìè

íà CRC êîäîâå. Èçñëåäâàò ñå ïîðîäåíèòå îò òÿõ êîäîâå ñ äúëæèíè äî 1024 è ñå

ñðàâíÿâàò ñ 16-áèòîâè ñòàíäàðòèçèðàíè CRC êîäîâå. Èìà íÿêîëêî ñòàíäàðòèçè-

ðàíè òàêèâà êîäîâå ñ 16 ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà, à èìåííî IEC TC57, CCITT X.25,

ANSI, IBM-SDLC, IEEE WG77.1.

Ñêúñåíè öèêëè÷íè êîäîâå ñ 16 ïðîâåðî÷íè áèòà ñà èçñëåäâàíè â íÿêîëêî ðà-

áîòè. Fujiwara, Kasami, Kitai è Lin [92] èçñëåäâàò ïîâåäåíèåòî ïðè îòêðèâàíå íà

ãðåøêè íà CRC êîäîâå ïîëó÷åíè ïðè ñêúñÿâàíåòî íà ðàçøèðåíè êîäîâå íà Õå-

ìèíã ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4 è ñòàíäàðòèçèðàíè îò International Telegraph and
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Telephone Consultative Committee êàòî CCITT X.25. Òå ïîêàçâàò, ÷å ñêúñÿâàíåòî

íà êîäîâåòå ïðîìåíÿ òÿõíîòî ïîâåäåíèå ïðè îòêðèâàíå íà ãðåøêè. Àêî êîäîâåòå

ñå ñêúñÿò òâúðäå ìíîãî, òå âå÷å íå óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî äà áúäàò ïîäõîäÿùè

çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè.

Ñðàâíåíèå íà íÿêîè ñúùåñòâóâàùè ñòàíäàðòèçèðàíè CRC êîäîâå å íàïðàâåíî

â [202]. Èçñëåäâàíè ñà 3 ñòàíäàðòèçèðàíè CRC êîäà - CRC-12, ANSI è CCITT

X.25. Òå ñà ñðàâíåíè ñ äðóãè ïîëèíîìè îò ñúùèÿ âèä. Ïîêàçàíî å, ÷å ïîðàæäàùè

ïîëèíîìè ñ íèñúê ðåä ïîðàæäàò êîäîâå ñ ëîøè õàðàêòåðèñòèêè ïî îòíîøåíèå íà

âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà.

CRC êîäîâå ñ 16 ïðîâåðî÷íè áèòà ñà èçñëåäâàíè îò Castagnoly, Ganz è Graber

â [40]. Òå ñà òúðñèëè ïîëèíîìè, êîèòî ïîðàæäàò êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå çà äàäåíà äúëæèíà. Çà ïîðîäåíèòå îò íàìåðåíèòå ïîëèíîìè êîäîâå,

ñà ïðåñìåòíàëè ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà Pue(C, ε) è ñà ãè ñðàâíèëè ñ òåçè íà

ñòàíäàðòèçèðàíèòå êîäîâå. Â ðåçóëòàò, òå ïðåäëàãàò íîâè ïî-äîáðè ïîëèíîìè.

Funk [93] ðàçãëåæäà Á×Õ êîäîâå ïîðîäåíè îò ïîëèíîìè ñ ÷åòíè èëè íå÷åò-

íè òåãëà è èìàùè ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå çà ôèêñèðàíè äúëæèíà è

ðàçìåðíîñò. Òîé îïðåäåëÿ è ïðåäñòàâÿ â òàáëèöà êîäîâå, êîèòî çà ôèêñèðàí áðîé

ïðîâåðî÷íè ñèìâîëè, èìàò ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà Pue(C, ε) ïðè ñúîòâåòíèòå ñêú-

ñÿâàíèÿ. Ïðàâè ñúùî è ñðàâíåíèå ìåæäó òåçè êîäîâå è ñòàíäàðòèçèðàíè òàêèâà.

Â íàøåòî èçñëåäâàíå ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ïîëèíîìè îò 16-òà ñòåïåí, èìàùè

ïîíå äâà íå íóëåâè êîåôèöèåíòà, ò.å. âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 16-òà ñòå-

ïåí âñè÷êè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 15-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî (x + 1), âñè÷êè

íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 14-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî (x2 + 1) èëè ïî (x2 + x + 1)

è ò.í. êàòî ïðîïóñêàìå ðåöèïðî÷íèòå. Êîäîâåòå, ïîðîäåíè îò òåçè ïîëèíîìè, ñà

òåñòâàíè çà âñè÷êè äúëæèíè îò 18 äî min[1024, nc]. Ïúðâî îïðåäåëÿìå òåãëîâ-

íîòî ðàçïðåäåëåíèå íà äóàëíèòå èì êîäîâå B̄ ñ ïðîãðàìàòà QWD, à ñëåä òîâà ñ

MacWillTransform ïðåñìÿòàìå ìèíèìàëíèòå ðàçñòîÿíèÿ íà ñàìèòå êîäîâå. Ñëåä

òîâà òåñòâàìå ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà Pue(C, ε) è îïðåäåëÿìå èíòåðâàëèòå, â

êîèòî òÿ íå å ìîíîòîííî ðàñòÿùà. Ïðàâèì òîâà íå ñàìî çà êîäîâåòå íà ïúëíàòà

èì äúëæèíà, íî è çà âñè÷êè òåõíè ñêúñÿâàíèÿ, çà ñåäåì ôèêñèðàíè ñòîéíîñòè íà

âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êàíàëà ε = 10−5, ε = 10−4, ε = 10−3, ε = 10−2.5, ε = 10−2,

ε = 10−1.5 è ε = 10−1. Ïðîâåðÿâàìå è äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ êîäîâåòå äà ñà äîáðè

è ïîäõîäÿùè çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè.

Ïðåäèìñòâîòî íà òîçè ïîäõîä å, ÷å èçñëåäâàìå âñè÷êè êîäîâå ñ äúëæèíè îò 18

äî min[1024, nc] è òàêà îïðåäåëÿìå íàé-äîáðèòå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà

íåîòêðèòà ãðåøêà êîäîâå çà îñåìòå ôèêñèðàíè ñòîéíîñòè íà ε. Îñâåí òîâà èìàìå

èíôîðìàöèÿ çà ðåäà íà ïîëèíîìà, çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà ïîðîäåíèòå îò
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íåãî êîäîâå è äàëè òå óäîâëåòâîðÿâàò äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ çà äîáúð è ïîäõîäÿù

çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè êîä.

Ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíåòî çà âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ε = 10−3

ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöà 5.3.1 â ïðèëîæåíèåòî. Çàðàäè êîìïàêòíîñò íà çàïèñà,

êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìèòå ñà äàäåíè â 16-òè÷íî ïðåäñòàâÿíå. Íàïðèìåð ïî-

ëèíîìúò x16 + x15 + x13 + x5 + 1 å çàïèñàí êàòî 1A021. Ïîñî÷åí å ðåäúò íà ïîëè-

íîìà, äúëæèíèòå, çà êîèòî ñúîòâåòíèÿ êîä å íàé-äîáúð (èìà ìèíèìàëíà ñòîéíîñò

íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà), óäîâëåòâîðÿâà òåñòà çà ìîíîòîííîñò íà

ôóíêöèÿòà Pue(C, ε), èçïúëíÿâà äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ äà å äîáúð è ïîäõîäÿù çà

îòêðèâàíå íà ãðåøêè. Â ïîñëåäíàòà êîëîíà å äàäåíî ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà

êîäîâåòå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïúðâî å ïîñî÷åíî ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå, à ñëåä òî-

âà è äúëæèíèòå, çà êîèòî ñúîòâåòíèÿ êîä èìà òàêîâà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå. Íà

ïúðâèòå 10 ðåäà îò òàáëèöàòà ñà 5-òå ñòàíäàðòèçèðàíè ïîëèíîìà è 5-òå íàé-äîáðè

ïîëèíîìà ïðåäñòàâåíè â ðàáîòàòà íà Castagnoly, Ganz è Graber [40]. Îñòàíàëàòà

÷àñò îò òàáëèöàòà âêëþ÷âà îïðåäåíèòå îò íàñ íàé-äîáðè ïîëèíîìè.

Íàé-äîáðèòå ïîëèíîìè çà ε = 10−5 ñúâïàäàò ñ òåçè îò òàáëèöà 5.3.1 ñàìî ñ 5

èçêëþ÷åíèÿ. Òåçè èçêëþ÷åíèÿ ñà ñëåäíèòå:

- çà n = 879− 883 íàé-äîáðè ñà êîäîâåòå ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 10595;

- çà n = 720 íàé-äîáúð å êîäúò ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 1E667;

- çà n = 705 è n = 706 íàé-äîáðè ñà êîäîâåòå ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 1FC9F;

- çà n = 680 è n = 681 íàé-äîáðè ñà êîäîâåòå ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 19E91;

- çà n = 361 è n = 595 íàé-äîáðè ñà êîäîâåòå ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 1941F.

Ùå íàïðàâèì ñðàâíåíèå íà ñòàíäàðòèçèðàíè ïîëèíîìè ñ òåçè ñ íàé-äîáðî

ïîâåäåíèå. Íà ôèã. 5.5 å ïðåäñòàâåíî ïîâåäåíèåòî íà êîäà ïîðîäåí îò ñòàíäàð-

òèçèðàíèÿ ïîëèíîì IEEE WG77.1 (16F63) è å ñðàâíåíî ñ òîâà íà íàé-äîáðèòå çà

äúëæèíè îò 152 äî 255 êîäîâå ïðè ε = 10−1. Òúé êàòî çà ðàçëè÷íèòå äúëæèíè

èìàìå ðàçëè÷íè íàé-äîáðè êîäîâå, ñìå ãè îçíà÷èëè ñ BEST(n). Íà àáñöèñíàòà îñ

ñà äúëæèíèòå íà êîäîâåòå, à íà îðäèíàòíàòà - ñòîéíîñòèòå â ïðîöåíòè íà

f1(n) =
Pue(C16F63, 0.001)

Pue(CBEST (n), 0.001)
− 1.

Îò ãðàôèêàòà ñå âèæäà, ÷å ïîâåäåíèåòî íà IEEE WG77.1 å áëèçî äà îïòèìàë-

íîòî, ñ ðàçëèêà äî 5% îò íåãî, çà äúëæèíè ìåæäó n = 181 è n = 255. Çà äúëæèíè

èçâúí òîçè èíòåðâàë, ïîâåäåíèåòî ìó å çíà÷èòåëíî ïî-ëîøî.

Êîäîâåòå ïîðîäåíè îò ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ïîëèíîì IEC TC57 (15B93) íà äúë-

æèíè îò 94 äî 128 èìàò ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà áëèçêà äî

îïòèìàëíèòå (ðàçëèêè îò 1% äî 5%) è äîñòèãàò îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà Pue(C, ε)

íà äúëæèíà n = 19. Ïîâåäåíèåòî íà îñòàíàëèòå ñòàíäàðòèçèðàíè ïîëèíîìè å íå-
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Ôèãóðà 5.5: Ñðàâíåíèå íà íàé-äîáðèòå CRC-16 êîäîâå è IEEE ñòàíäàðòà.

çàäîâîëèòåëíî çà âñè÷êè èçñëåäâàíè äúëæèíè îò n = 18 äî n = 1024.

Êîäîâåòå ïîðîäåíè îò ïîëèíîìèòå ïðåäëîæåíè â [40] èìàò íàé-äîáðîòî ìèíè-

ìàëíî ðàçñòîÿíèå è ñà äîáðè è ïîäõîäÿùè â íÿêîè èíòåðâàëè. Áðîÿò íà êîäîâèòå

èì äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî îáà÷å å ïî-ãîëÿì îò òîçè íà íàé-äîáðèòå íàìåðåíè

â òîâà èçñëåäâàíå. Ñëåäîâàòåëíî, îñîáåíî çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà ε, òå ùå èìàò

ïî-ëîøî ïîâåäåíèå ïî îòíîøåíèå íà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà.

Íà ôèã. 5.6 å ïðåäñòàâåíî ñðàâíåíèå ìåæäó ñòàíäàðòèçèðàíè ïîëèíîìè è ïî-

ëèíîìèòå 1941F è 131A1 çà n = 529. Íà àáñöèñíàòà îñ ñà ïðåäñòàâåíè ñòîéíîñòèòå

íà ε, à íà îðäèíàòíàòà - ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f2 â ïðîöåíòè, äåôèíèðàíà ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí:

f2,i(ε) =
Pue(C1941F , ε)

Pue(Ci, ε)
− 1.

Ñúñ Ci ñà îçíà÷åíè ñòàíäàðòèçèðàíèòå ïîëèíîìè èëè ïîëèíîìúò 131A1. Íàé-

äîáðèÿò êîä çà äúëæèíà n = 529 å ïîðîäåíèÿò îò ïîëèíîìà 1941F. Íåãîâàòà

ãðàôèêà ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ. Âèæäà ñå, ÷å åäèíñòâåíî êîäúò ïîðîäåí îò ïîëè-

íîìà 131A1, èìà ìàëêî ïî-äîáðî ïîâåäåíèå (ñ äî 0.17%) â èíòåðâàëà ε[0.003, 0.03]

îò êîäà ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì 1941F, äîêàòî ïîâåäåíèåòî íà äðóãèòå êîäîâå e ìíîãî
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Ôèãóðà 5.6: Ñðàâíåíèå íà íàé-äîáðèòå CRC-16 êîäîâå è ñòàíäàðòèçèðà-
íèòå 16-áèòîâè êîäîâå çà n = 529.

ïî-ëîøî.

Çà ñëàáî çàøóìåíè äâîè÷íè ñèìåòðè÷íè êàíàëè, êîèòî ìíîãî ïî-÷åñòî ãåíå-

ðèðàò âåêòîð-ãðåøêè ñ ìàëêî òåãëî îòêîëêîòî ñ ãîëÿìî, å óäîáíî äà ñå èçïîëçâàò

êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå. Îêàçâà ñå, ÷å íàé-äîáðèòå êîäîâå,

ïîñî÷åíè â òàáëèöà 5.3.1 è â äîïúëíåíèåòî êúì íåÿ çà ε = 10−5, ñà íàé-äîáðè

è â òîâà îòíîøåíèå, çàùîòî èìàò ìàêñèìàëíîòî âúçìîæíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿ-

íèå èçìåæäó äâîè÷íèòå êîäîâå ñ òåõíèòå äúëæèíè è ðàçìåðíîñòè. Èìà ñàìî åäíî

èçêëþ÷åíèå çà äúëæèíà n = 152.

Ðåçóëòàòèòå îò òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñúñ Ñòåôàí Äîäóíåêîâ è Ïåòúð

Êàçàêîâ è ñà ïóáëèêóâàíè â [210]. Ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè íà

International Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory â Ïñêîâ, Ðó-

ñèÿ ïðåç 1998 ã. è íà ñåìèíàð â óíèâåðñèòåòà â Óëì, Ãåðìàíèÿ.

5.4 CRC êîäîâå ñ äî 10 ïðîâåðî÷íè áèòà

Íàïðàâåíèòå â ïðåäèøíèòå ðàçäåëè èçñëåäâàíèÿ, êàêòî è òåçè íà äðóãè àâòî-

ðè, áåçñïîðíî ïîêàçâàò, ÷å íÿêîè ïðèëîæåíèÿ èçïîëçâàò CRC êîäîâå, êîèòî èìàò
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ïîâåäåíèå ìíîãî ïî-ëîøî îò íàé-äîáðèòå èçâåñòíè òàêèâà êîäîâå. Âñè÷êè òåçè

èçñëåäâàíèÿ îáà÷å ïðåäëàãàò íàé-äîáðè ïîëèíîìè çà ôèêñèðàíè äúëæèíè è âåðî-

ÿòíîñòè çà ãðåøêà íà êàíàëà, íî íå äàâàò âñè÷êè íåîáõîäèìè äàííè, êîèòî äà ïîç-

âîëÿò íà ðàçðàáîò÷èöèòå íà êîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè ñàìè äà ïðàâÿò ñðàâíåíèå

ìåæäó ïîëèíîìèòå è äà èçáèðàò íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà òÿõíîòî êîíêðåòíî ïðèëîæå-

íèå. Íàïðèìåð â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë ñà èçñëåäâàíè CRC ïîëèíîìè îò 16 ñòåïåí çà

äúëæèíè îò 18 äî 1024 è ñà ïðåäëîæåíè íàé-äîáðè ïîëèíîìè çà äâå êîíêðåòíè

ñòîéíîñòè íà âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êàíàëà: çà çàøóìåí (ε = 10−3) è ñëàáî çà-

øóìåí (ε = 10−5) äâîè÷åí ñèìåòðè÷åí êàíàë. Çíà÷èòåëíî ïî-ðàçøèðåíî èçñëåäâà-

íå å íàïðàâåíî â [136] êúäåòî ñà òåñòâàíè âñè÷êè CRC ïîëèíîìè îò ñòåïåíè ìåæäó

3 è 16 è ïîðîäåíèòå îò òÿõ êîäîâå ñ äúëæèíè äî 2048. Ïîñî÷åíè ñà íàé-äîáðèòå

çà çàòâîðåíè ñèñòåìè, ïðè êîèòî âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êàíàëà å ε = 10−6. È

â äâåòå ðàáîòè ðåçóëòàòèòå ñà ïîëó÷åíè çà êîíêðåòíè âåðîÿòíîñòè çà ãðåøêè íà

êàíàëà è ìîãàò äà íå ñà âàëèäíè çà äðóãè ñòîéíîñòè íà ε. Íÿêîè îò ïðèëîæåíèÿòà

ìîãàò ñúùî òàêà äà ñå íóæäàÿò îò êîä, êîéòî èìà äîáðî ïîâåäåíèå íå ñàìî çà

îïðåäåëåíà äúëæèíà, à çà èíòåðâàë îò êîäîâè äúëæèíè èëè, çàðàäè îñîáåíîñòèòå

íà èìïëåìåíòàöèÿòà íà êîäèðàíåòî è äåêîäèðàíåòî, òåãëîòî íà ïîëèíîìà ìîæå äà

å îò çíà÷åíèå. Îñâåí òîâà â [136] å ïðîïóñíàòà åäíà âàæíà õàðàêòåðèñòèêà íà CRC

ïîëèíîìèòå. Òàì íå ñå âçåìà ïîä âíèìàíèå ðåäúò íà ïîëèíîìà, êîåòî, êàêòî ùå

ïîêàæåì â òîçè ðàçäåë, íè äàâà èíôîðìàöèÿ çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäî-

âåòå ïîðîäåíè îò CRC ïîëèíîìèòå. Ïî-òî÷íî, àêî êîäúò ñå èçïîëçâà íà äúëæèíè

ïî-ãîëåìè îò ðåäà íà ïîðàæäàùèÿ ãî ïîëèíîì, òî íåãîâîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

å 2.

Òðàäèöèîííî CRC êîäîâåòå ñå èçïîëçâàò ïðåäèìíî çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè,

íî íÿêîè ïðèëîæåíèÿ èçïîëçâàò êîìáèíèðàíè ñõåìè ñ åäíîâðåìåííî îòêðèâàíå è

êîðèãèðàíè íà ãðåøêè. Â òîçè ñëó÷àé òðÿáâà äà ìîæå äà ñå îöåíè ïîâåäåíèåòî íà

êîäà è ïðè êîðèãèðàíå íà ãðåøêè, çà äà ìîæå äà ñå èçáåðå íàé-äîáðèÿ òàêúâ. Ñëå-

äîâàòåëíî ïúëíîòî èçñëåäâàíå íà âñè÷êè CRC êîäîâå ñ ôèêñèðàí áðîé ïðîâåðî÷íè

ñèìâîëè è ïðåäîñòàâÿíåòî íà öÿëàòà èíôîðìàöèÿ îò òîâà èçñëåäâàíå ùå ïîçâîëè

íà ðàçðàáîò÷èöèòå äà èçáåðàò íàé-åôåêòèâíèÿ çà òÿõíîòî êîíêðåòíî ïðèëîæåíèå

êîä.

Çà äà ïðåäîñòàâèì öÿëàòà íóæíà èíôîðìàöèÿ çà ñðàâíÿâàíå íà ïîâåäåíèåòî

ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè íà CRC êîäîâå ñ äî 10 ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà, íèå èçñëåä-

âàìå âñè÷êè ïîëèíîìè äî 10 ñòåïåí, êîèòî ñà ïîäõîäÿùè äà áúäàò ïîðàæäàùè

ïîëèíîìè íà òàêèâà êîäîâå. Ïúðâî ïðàâèì ñïèñúê íà âñè÷êè òàêèâà ïîëèíîìè

êàòî èçêëþ÷âàìå îò íåãî ðåöèïðî÷íèòå, òúé êàòî ïîðàæäàò åêâèâàëåíòíè êîäîâå,

è îïðåäåëÿìå ðåäà íà òåçè ïîëèíîìè. Ñëåä òîâà ïðåñìÿòàìå ìèíèìàëíèòå ðàçñ-

120



òîÿíèÿ, áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî, òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà

äóàëíèòå êîäîâå è íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå êëàñîâå íà êîäîâåòå, ïîðîäåíè îò

ïîëèíîìèòå îò ñïèñúêà, è íà âñè÷êè òåõíè ñêúñÿâàíèÿ. Íàëè÷èåòî íà òåçè äàííè

ïîçâîëÿâà ïðåñìÿòàíåòî è ñðàâíÿâàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà êîäîâåòå ïðè îòêðèâàíå

è êîðèãèðàíå íà ãðåøêè äà ñòàâà çà ëèíåéíî âðåìå. Çà äà èçáåãíåì ñðàâíÿâàíåòî

íà âñè÷êè ïîëèíîìè îò çàäàäåíà ñòåïåí ïðè èçáîðà íà íàé-ïîäõîäÿù ïîëèíîì,

ïðåäëàãàìå ëåñíà ïðîöåäóðà îò 4 ñòúïêè, êîÿòî ïîçâîëÿâà äà ñå ñðàâíÿâàò ñàìî

íÿêîëêî èçìåæäó íàé-äîáðèòå.

Ùå ïðèïîìíèì, ÷å äâîè÷íèÿò ïîëèíîì òðÿáâà äà èìà ïîíå äâà íå íóëåâè êî-

åôèöèåíòà (ïðåä xp è 1), çà äà áúäå ïîäõîäÿù çà ïîðàæäàù ïîëèíîì íà CRC êîä

ñ p ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå 2p−1 ïîëèíîìà çà âñÿêî p. Íÿêîè îò

òÿõ ñà ðåöèïðî÷íè, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïîðàæäàò åêâèâàëåíòíè êîäîâå è âñè÷êè

ñêúñÿâàíèÿ íà òåçè êîäîâå ñà ñúùî åêâèâàëåíòíè êîäîâå. Çàòîâà íèå íå ðàçãëåæ-

äàìå è äâàòà ïîëèíîìà, à ñàìî åäèíèÿ îò òÿõ. Òàêà ôîðìèðàìå ñïèñúêà îò âñè÷êè

ïîëèíîìè, êîèòî ñà ïîäõîäÿùè äà áúäàò ïîðàæäàùè ïîëèíîìè íà CRC êîäîâå ñ äî

10 ïðîâåðî÷íè ñèìâîëà. Òîçè ñïèñúê ñúäúðæà ñúùî ðàçëàãàíåòî íà ìíîæèòåëè íà

òåçè ïîëèíîìè è òåõíèÿ ðåä. Ðàçëàãàíåòî è ïðåñìÿòàíåòî íà ðåäà íà ïîëèíîìèòå

ïðàâèì ñ ïðîãðàìà íàïèñàíà íà Maple. Òÿ ñå áàçèðà íà ñëåäíèòå äâà ðåçóëòàòà îò

òåîðèÿòà íà êðàéíèòå ïîëåòà.

Òåîðåìà 5.4.1 ([140], Corollary 3.4). Àêî g ∈ GF (q)[x] å íåðàçëîæì ïîëèíîì íàä
GF (q) îò ñòåïåí p, òî ord(g) äåëè qp − 1.

Òåîðåìà 5.4.2 ([140], Theorem 3.11). Íåêà GF (q) äà å ïîëå íà Ãàëîà ñ q åëåìåí-
òà, q äà å ñòåïåí íà ïðîñòîòî ÷èñëî p è íåêà f ∈ GF (q)[x] äà å ïîëèíîì îò
ïîëîæèòåëíà ñòåïåí êàòî f(0) 6= 0. Íåêà f = af b11 f

b2
2 . . . f bkk è f1, . . . , fk äà ñà

ðàçëè÷íè íîðìàëèçèðàíè íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè â GF (q)[x], êúäåòî a ∈ Fq, à
b1, . . . , bk ∈ N å êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà f â GF (q)[x]. Òîãàâà ord(f) = ept, êúäå-
òî e å íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ord(f1), . . . , ord(fk) è t å íàé-ìàëêîòî öÿëî
÷èñëî, òàêîâà ÷å pt ≥ max(b1, . . . , bk).

Òúé êàòî ïúëíèÿò ñïèñúê ñ ïîëèíîìè å òâúðäå äúëúã (ñúäúðæà 550 ïîëèíî-

ìà), êàòî ïðèìåð ïðåäñòàâÿìå â òàáëèöàòà ïî-äîëó ñïèñúêà ñ ïîëèíîìè ñúñ ñòåïåí

äî 5-òà. (Ïúëíèÿò ñïèñúê, êàêòî è âñè÷êè äàííè ïðåñìåòíàòè â òîçè ðàçäåë, ìî-

ãàò äà áúäàò íàìåðåíè íà http://www.math.bas.bg/∼tsonka). Çà êîìïàêòíîñò íà
çàïèñà, ìíîæèòåëèòå íà ïîëèíîìèòå ñà ïðåäñòàâåíè ÷ðåç íîìåðàòà, ïîä êîèòî òå

ñå íàìèðàò â ñïèñúêà. Çíàêúò ′ ñëåä íÿêîè îò íîìåðàòà îçíà÷àâà, ÷å ìíîæèòåëÿò

å ðåöèïðî÷åí íà ïîëèíîìà ïîä òîçè íîìåð â ñïèñúêà.
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Òàáëèöà 5.4.1. CRC ïîëèíîìè îò ñòåïåí äî 5-òà.
N Èìå Ïîëèíîì Ìíîæèòåëè Ðåä
1 CRC-1 x+ 1 1

2 x2 + x+ 1 3

3 x3 + x2 + 1 7
4 x3 + x2 + x+ 1 13 4

5 CCITT-4 x4 + x+ 1 15
6 x4 + x2 + x+ 1 1.3 7
7 x4 + x3 + x+ 1 12.2 6
8 x4 + x2 + 1 22 6
9 x4 + x3 + x2 + x+ 1 5

10 x5 + x4 + x3 + x2 + 1 31
11 x5 + x4 + x2 + x+ 1 31
12 USB-5 x5 + x2 + 1 31
13 x5 + x+ 1 2.3 21
14 CCITT-5 x5 + x3 + x+ 1 1.5′ 15
15 x5 + x4 + x3 + 1 12.3 14
16 x5 + x3 + x2 + 1 13.2 12
17 x5 + x4 + x+ 1 15 8
18 x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 1.22 6

Çà êîäîâåòå îò ñïèñúêà è çà âñåâúçìîæíèòå èì ñêúñÿâàíèÿ áÿõà ïðåñìåòíàòè

ñ ïðîãðàìàòà QWD òåãëîâíèòå ñïåêòðè íà äóàëíèòå èì êîäîâå. Ñëåä òîâà ñ ïðîãðà-

ìàòà MacWillTransform ñà îïðåäåëåíè òåãëîâíèòå ñïåêòðè çà âñåêè îò ðàçãëåæ-

äàíèòå êîäîâå, à ñ ïðîãðàìàòà CovRadM1 ñà ïðåñìåòíàòè òåãëîâíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ

íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå èì êëàñîâå.

Ðåçóëòàòèòå çà CRC êîäîâåòå îò òàáëèöà 5.4.1 ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöà 5.4.2

â ïðèëîæåíèåòî. Â ïúðâàòà êîëîíà å ïîñî÷åí ïîðåäíèÿò íîìåð ñïîðåä òàáëèöà

5.4.1. Òúé êàòî ñà äàäåíè ðåçóëòàòèòå çà êîäîâåòå íà ïúëíàòà èì äúëæèíà (ðåäúò

íà ïîðàæäàùèÿ èì ïîëèíîì) è âñè÷êè òåõíè ñêúñÿâàíèÿ, âúâ âòîðàòà êîëîíà

ñà ïîñî÷åíè ñúîòâåòíèòå äúëæèíè íà êîäîâåòå. Â îñòàíàëèòå êîëîíè ñà äàäåíè

ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå, áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî, òåãëîâíîòî

ðàçïðåäåëåíèå íà äóàëíèòå èì êîäîâå B̄ è íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå èì êëàñîâå ᾱ.

B̄ è ᾱ ñà ïðåäñòàâåíè êàòî äâîéêà îò ÷èñëà, â êîÿòî ïúðâîòî å òåãëîòî íà êîäîâàòà

äóìà èëè íà ëèäåðà íà ñúñåäåí êëàñ, à âòîðîòî - áðîÿò èì.

Çà ðàçëèêà îò ïðåäèøíèòå èçñëåäâàíèÿ âúðõó ïîâåäåíèåòî íà ñêúñåíèòå öèê-

ëè÷íè êîäîâå, òóê íå ïðåäëàãàìå íàé-äîáðè ïîëèíîìè, à ïðîöåäóðà çà èçáîð íà

íàé-ïîäõîäÿùèÿ çà êîíêðåòíîòî ïðèëîæåíèå êîä â çàâèñèìîñò îò äúëæèíàòà íà

êîÿòî òîé ùå ðàáîòè è âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êîìóíèêàöèîííèÿ êàíàë. Ïðî-
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öåäóðàòà ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè ñòúïêè. Òÿ å ïðîñòà è ëåñíà çà èçïúëíåíèå, òúé êàòî

âñè÷êè íåîáõîäèìè ïðåñìÿòàíèÿ ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò çà ëèíåéíî âðåìå áëàãîäàðå-

íèå íà ïðåñìåòíàòèòå ïî-ãîðå äàííè. Ùå îòáåëåæèì, ÷å òàçè ïðîöåäóðà ùå èçáåðå

ñúùèòå íàé-äîáðè ïîëèíîìè êàêòî â [39, 40, 92, 93, 128, 136, 155, 172, 202, 208, 210],

àêî áúäå ïðèëîæåíà çà ñúîòâåòíèòå êîäîâè äúëæèíè è âåðîÿòíîñòè çà ãðåøêà íà

êàíàëà.

Ñúùåñòâåíà ðîëÿ â ïðîöåäóðàòà çà èçáîð èãðàå ðåäúò íà ïîëèíîìà. Òàçè õà-

ðàêòåðèñòèêà íà ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì íå âèíàãè ñå âçåìà ïîä âíèìàíèå ïðè èçñ-

ëåäâàíèÿòà, íî äàâà âàæíà èíôîðìàöèÿ çà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà CRC êîäà.

Òâúðäåíèå 5.4.3. Âñåêè CRC êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì, êîéòî íå ñå äåëè íà x,
èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå 3.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà äà ïðèåìåì, ÷å c(x) = q(x)g(x) å êîäîâà äóìà íà CRC

êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) îò ðåä nc. Òúé êàòî g(x) èìà ïîíå äâà íå íóëå-

âè êîåôèöèåíòà, c(x) ñúùî èìà ïîíå äâà íå íóëåâè êîåôèöèåíòà. Íåêà ñåãà äà

ïðèåìåì, ÷å c(x) = xi + xj, i > j. Òîãàâà c(x) = q(x)g(x) = xj(xi−j + 1) è

q′(x)g(x) = (xi−j + 1). Òîâà å íåâúçìîæíî, òúé êàòî i − j < nc è íàé-ìàëêîòî

÷èñëî m, çà êîåòî xm + 1 ≡ 0 mod g(x) å ord g(x) = nc. �

Ñòúïêèòå íà ïðîöåäóðàòà ñà ñëåäíèòå.

1. Ïúðâîòî îãðàíè÷åíèå, êîåòî âñÿêî ïðèëîæåíèå íàëàãà, å áðîÿò íà ïðîâåðî÷-

íèòå ñèìâîëè, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò äîáàâåíè êúì äàííèòå, çà äà ñå îñúùåñòâè

êîíòðîëà íà ãðåøêèòå. Òîçè áðîé îïðåäåëÿ ñòåïåíòà p íà ïîëèíîìèòå, êîèòî òðÿá-

âà äà áúäàò ðàçãëåæäàíè.

2. Èçìåæäó âñè÷êè ïîëèíîìè ñ ôèêñèðàíà ñòåïåí p èçáèðàìå ñàìî òåçè îò

ðåä ïî-ãîëÿì èëè ðàâåí íà ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà n, íà êîÿòî êîäúò ùå áúäå

èçïîëçâàí. Àêî ðåäîâåòå íà âñè÷êè ïîëèíîìè ñà ïî-ìàëêè îò n, èçáèðàìå òåçè ñ

ìàêñèìàëåí ðåä.

3. Îò ìíîæåñòâîòî ïîëèíîìè, ôîðìèðàíî íà ïðåäèøíàòà ñòúïêà, ðàçãëåæäà-

ìå ñàìî òåçè ÷èåòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå å ìàêñèìàëíî. Àêî èìà òâúðäå ìíîãî

òàêèâà ïîëèíîìè, èçáèðàìå ñàìî òåçè, êîèòî èìàò íàé-ìàëúê áðîé êîäîâè äóìè ñ

ìèíèìàëíî òåãëî.

4. Ïðåñìÿòàìå è ñðàâíÿâàìå ñòîéíîñòèòå íà Pue(C, ε) çà èçáðàíèòå êîäîâå

çà êîíêðåòíàòà âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íà êàíàëà ε, ïðè êîÿòî ùå ðàáîòè êîäà, è

èçáèðàìå òîçè ñ íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà Pue(C, ε). Â äîïúëíåíèå, àêî êîäúò ùå áúäå

èçïîëçâàí è çà êîðèãèðàíå íà ãðåøêè, ñðàâíÿâàìå è âåðîÿòíîñòèòå èì çà êîðåêòíî

ïðåäàâàíå Pcorr è èçáèðàìå òîçè ñ íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà òàçè âåðîÿòíîñò.
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Ìíîãî îò êîìóíèêàöèîííèòå ïðîòîêîëè íå íàëàãàò îãðàíè÷åíèÿ çà äúëæèíàòà

íà ñúîáùåíèÿòà, êîèòî ñå çàùèòàâàò, ò.å. êîäèðàíåòî ñúñ CRC êîäà ñå ïðèëàãà

êúì ñúîáùåíèÿ ñ äúëæèíà ìíîãîêðàòíî ïî-ãîëÿìà îò nc − p, êúäåòî nc å ðåäúò

íà CRC ïîëèíîìà. Òàêúâ ïðèìåð å CCITT-5 (ïîëèíîìúò ñ íîìåð 14 â òàáëèöà

5.4.1), êúäåòî ñúîáùåíèå ñ äúëæèíà 3151 áèòà ñå çàùèòàâà îò 5 ïðîâåðî÷íè áèòà

(ITU-T Recommendation G.704). ßñíî å, ÷å íÿìà ïîëèíîì îò 5-òà ñòåïåí è îò ðåä

3156, êàêâàòî å íåîáõîäèìàòà äúëæèíà íà êîäà â òîçè ñëó÷àé. Ðåøåíèåòî å äà ñå

èçïîëçâà ïîâòîðåíèå íà îðèãèíàëíèÿ êîä è íèå ùå íàðè÷àìå òîçè êîä ïîâòîðåí
CRC êîä. Êîäèðàùèòå è äåêîäèðàùèòå ïðîöåäóðè çà òåçè êîäîâå ñà ñúùèòå êàêòî

è ïðè CRC êîäîâåòå, íî òÿõíîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå å 2.

Íåêà ñúîáùåíèå i(x) ñ äúëæèíà m > nc − p äà ñå çàùèòàâà îò p áèòà ñúñ

CRC êîä. Êîäèðàíåòî íà òîâà ñúîáùåíèå âîäè äî ïîëó÷àâàíåòî íà êîäîâà äóìà

c(x) = xpi(x) + r(x) ñ äúëæèíà n = m + p, êúäåòî r(x) å îñòàòúêà ïî ìîäóë g(x).

Òúé êàòî xnc + 1 ≡ 0 mod g(x), òî

xa ≡ xb mod g(x),

êúäåòî xb å îñòàòúêúò íà a ïî ìîäóë nc è

xc + xd ≡ 0 mod g(x),

êúäåòî c − d ≡ 0 mod nc. Ñëåäîâàòåëíî íÿêîè ñúîáùåíèÿ ñ òåãëî åäíî èëè äâå

âîäÿò äî ïîëó÷àâàíåòî íà êîäîâè äóìè ñ òåãëî äâå, êîåòî çíà÷èòåëíî âëîøàâà

ïîâåäåíèåòî ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè íà êîäà. Áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî äâå

ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ëåñíî.

Òâúðäåíèå 5.4.4. Íåêà n = qnc+r, 0 ≤ r ≤ nc. Áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî
äâå ñå îïðåäåëÿ îò ðàâåíñòâîòî

A2 =
q(n− nc + r)

2
.

Äîêàçàòåëñòâî. Êîäîâàòà äóìà ìîæå äà áúäå ðàçäåëåíà íà q áëîêà îò ïî nc
áèòà è åäèí áëîê îò r áèòà, ò.å.

[nc][nc] . . . [nc][r].

Íå íóëåâèòå áèòîâå íà âñÿêà êîäîâà äóìà ñ òåãëî äâå ñà ðàçïîëîæåíè ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí:

a) Åäèí â ïîñëåäíèÿ áëîê îò r áèòà è åäèí â ïîçèöèÿ ñúñ ñúùèÿ íîìåð â åäèí

îò ïúðâèòå q áëîêà. Èìà òî÷íî qr òàêèâà êîäîâè äóìè.

b) Â ïîçèöèè ñ åäèí è ñúùè íîìåð â äâà îò ïúðâèòå q áëîêà. Â òîçè ñëó÷àé,

èìà òî÷íî

(
q

2

)
nc òàêèâà êîäîâè äóìè.
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Ñëåäîâàòåëíî

A2 = qr +
q(q − 1)

2
nc =

q(n− nc + r)

2
.

�
Çàáåëåæêà. Áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî äâå â ïîâòîðåí CRC êîä çàâèñè

îò äúëæèíàòà íà êîäà è îò ðåäà íà ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì. Êîëêîòî å ïî-ãîëÿì

ðåäúò íà ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì, òîëêîâà å ïî-ìàëúê áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëî

äâå. Ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å ïî-äîáðî ïîâåäåíèå êàòî ïîâòîðåíè CRC

êîäîâå ùå èìàò CRC êîäîâåòå ñ ïî-âèñîê ðåä.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å êîãàòî èñêàìå äà ñðàâíèì Pue(C, ε) íà ïîâòîðåíè CRC

êîäîâå ìîæåì äà ïîëó÷èì äîñòàòú÷íî òî÷íà èíôîðìàöèÿ, àêî ïðåñìåòíåì ñàìî

ïúðâèòå íÿêîëêî ñúáèðàåìè â èçðàçà çà Pue. Äâåòå ãðàôèêè íà ôèãóðà 5.7 ñà

ïîòâúðæäåíèå íà íàøåòî òâúðäåíèå. Íà ôèãóðàòà ñà ïîêàçàíè ãðàôèêèòå íà âå-

ðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà äâà ñòàíäàðòèçèðàíè 5-áèòîâè CRC êîäà -

CCITT-5 è USB-5 íà äúëæèíà 3156. Íà ëÿâàòà ãðàôèêà å èçïîëçâàíî ñàìî ïúðâî-

òî ñúáèðàåìî îò èçðàçà çà Pue(C, ε), çà äà áúäå îöåíåíà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà

ãðåøêà, ò.å. A2ε
2(1 − ε)n−2. Íà äÿñíàòà ãðàôèêà Pue(C, ε) å ïðåñìåòíàòî êàòî ñà

èçïîëçâàíè ïúðâèòå íÿêîëêî íå íóëåâè åëåìåíòà îò òåãëîâíèÿ ñïåêòúð íà êîäî-

âåòå. Ïî-òî÷íî, A2, A4 çà CCITT-5 è A2, A3, A4 çà USB-5. Òåçè áðîéêè ñà âçåìàòè

îò [136]. ßñíî å, ÷å ìàêàð ÷å ñðàâíåíèåòî íà äÿñíàòà ãðàôèêà å ïî-ïðåöèçíî, òåí-

äåíöèÿòà çà áåçñïîðíî ïî-äîáðîòî ïîâåäåíèå íà USB-5 â ñðàâíåíèå ñ CCITT-5 ñå

âèæäà äîñòàòú÷íî äîáðå è íà ëÿâàòà.

Ôèãóðà 5.7: Pue íà CCITT-5 è USB-5 ïðåñìåòíàòà ÷ðåç A2 è {A2, A3, A4}.

Çà äà îöåíèì ïî-òî÷íî âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà íà äúëãè ïîâòî-

ðåíè êîäîâå, çà êîèòî ïðåñìÿòàíåòî íà ïúëíèÿ òåãëîâåí ñïåêòúð å èç÷èñëèòåëíî

íåâúçìîæíî äîðè è çà äóàëíèòå èì êîäîâå, áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå âìåñòî

öåëèÿ ñïåêòúð ñàìî ïúðâèòå íÿêîëêî åëåìåíòà îò íåãî. Òàêà ùå ïîëó÷èì ïðè-

åìëèâà îöåíêà çà âåðîÿòíîñòòà çà íåîòêðèòà ãðåøêà, òúé êàòî ïúðâèòå íÿêîëêî
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ñúáèðàåìè â èçðàçà çà Pue(C, ε) â ãîëÿìà ñòåïåí îïðåäåëÿò íåãîâàòà ñòîéíîñò. Ñëå-

äîâàòåëíî íèå òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè ñ òåãëà 3, 4, 5, ... . Çà

äà íàïðàâèì òîâà, òðÿáâà äà ãåíåðèðàìå âñè÷êè
(
n
3

)
,
(
n
4

)
,
(
n
5

)
, ... äâîè÷íè n-ìåðíè

âåêòîðè (n å äúëæèíàòà íà êîäà) ñ òåãëà 3, 4, 5, ... ñúîòâåòíî. Êàòî äåëèì âñåêè

îò òåçè âåêòîðè íà ïîðàæäàùèÿ ïîëèíîì (èëè åêâèâàëåíòíî, àêî óìíîæèì âåê-

òîðà ïî ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà), ïðîâåðÿâàìå êîè îò òÿõ ñà êîäîâè äóìè. Òîâà å

ñðàâíèòåëíî áàâíà ïðîöåäóðà çà êîäîâå ñ ãîëåìè äúëæèíè, íî å âúçìîæíî äà áúäå

èçïúëíåíà çà ðåàëíî âðåìå, àêî ÿ ïðèëîæèì ñàìî çà íÿêîëêî îò ïúðâèòå òåãëà.

Ìîæåì äà óñêîðèì òåçè ïðåñìÿòàíèÿ, àêî âçåìåì ïîä âíèìàíèå, ÷å àêî öèêëè÷íèÿ

êîä íà ïúëíàòà ñè äúëæèíà nc èìà ñàìî êîäîâè äóìè ñ ÷åòíî òåãëî, òî è âñè÷êè

íåãîâè ïîâòîðåíè êîäîâå ùå èìàò ñàìî êîäîâè äóìè ñ ÷åòíî òåãëî. Ñëåäîâàòåëíî,

çà òàêèâà êîäîâå, òðÿáâà äà ñå òåñòâàò ñàìî âåêòîðèòå ñ ÷åòíî òåãëî.

Ïðèìåð. Êàòî èëþñòðàöèÿ íà òîâà êàê ìîæåì äà èçïîëçâàìå ðåçóëòàòèòå

ïîëó÷åíè â òàçè ðàáîòà, ùå ïðåäñòàâèì ñðàâíåíèå (âèæ ôèã. 5.8) ìåæäó ñòàíäàð-

òèçèðàí êîä è íå ñòàíäàðòèçèðàíè òàêèâà. x5 + x2 + 1 (ðåä 12 îò òàáëèöà 5.4.1) å

ñòàíäàðòèçèðàíèÿò ïîðàæäàù ïîëèíîì USB-5 è êîäà, ïîðîäåí îò íåãî, ñå èçïîëçâà

çà îòêðèâàíå íà ãðåøêè â Universal Serial Bus (USB), çà äà çàùèòàâà äàííè ñ äúë-

æèíà 11 áèòà. Ñëåäîâàòåëíî äúëæèíàòà íà êîäà òðÿáâà äà å n = 16. Îò òàáëèöà

5.4.1 ñå âèæäà, ÷å ïúðâèòå ÷åòèðè ïîëèíîìà îò 5-òà ñòåïåí ñà ïîäõîäÿùè (òåõíèòå

ðåäîâå ñà ïî-ãîëåìè îò 16), çà äà áúäàò èçïîëçâàíè êàòî ïîðàæäàùè ïîëèíîìè

íà òàêúâ êîä. Âñè÷êè òå èìàò ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 3 (âèæ òàáëèöà 5.4.2) íà

òàçè äúëæèíà è çàòîâà ñðàâíÿâàìå áðîÿ íà êîäîâèòå èì äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî.

Êîäîâåòå ñ íîìåðà 10 è 12 èìàò A3 = 19, à òåçè ñ íîìåðà 11 è 13 - A3 = 20. Â

äîïúëíåíèå, íà äúëæèíà 16, êîäîâåòå 10,12 è 11,13 èìàò åäíàêâè òåãëîâíè ñïåêòðè

íà òåõíèòå äóàëíè êîäîâå. Òîãàâà ìîæåì äà ñðàâíÿâàìå ñàìî êîäîâåòå ñ íîìåðà 11

è 12 (USB-5). Ðåçóëòàòúò îò ñðàâíåíèåòî å ïîêàçàí íà ôèãóðà 5.8 è îò íåÿ ñå âèæ-

äà, ÷å ïîâåäåíèåòî íà USB-5 å çíà÷èòåëíî ïî-äîáðî çà ãîëÿìà ÷àñò îò ñòîéíîñòèòå

íà âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà íà êàíàëà. Ñëåäîâàòåëíî USB-5 å îïòèìàëåí êîãàòî ñå

èçïîëçâà äà çàùèòàâà 11 áèòà ñ äàííè, ò.å. äúëæèíàòà íà êîäà å n = 16. Êîäúò ñ

íîìåð 10 èìà ñúùèÿ òåãëîâåí ñïåêòúð íà äóàëíèÿ êîä è ñïåêòúð íà ëèäåðèòå íà

ñúñåäíè êëàñîâå çà n = 16 êàòî USB-5. Ñëåäîâàòåëíî òåçè äâà êîäà èìàò íàïúëíî

èäåíòè÷íî ïîâåäåíèå ïðè êîíòðîë íà ãðåøêè çà äúëæèíà 16.

Èçãîòâåíèÿò ñïèñúê ñ ïîëèíîìè äî 10-òà ñòåïåí, êîèòî ìîãàò äà ñà ïîðàæ-

äàùè ïîëèíîìè íà CRC êîäîâå, ïîêàçâà çíà÷èìîñòòà íà ïúëíîòî èçñëåäâàíå íà

âñè÷êè õàðàêòåðèñòèêè íà CRC êîäîâåòå è âàæíîñòòà íà ðåäà íà CRC ïîëèíîìà

çà ïîâåäåíèåòî íà ïîðîäåíèÿ îò íåãî CRC êîä. Îò äðóãà ñòðàíà îïðåäåëÿíåòî íà

âñè÷êè íåîáõîäèìè õàðàêòåðèñòèêè íà CRC êîäîâåòå å èçêëþ÷èòåëíî òðóäîåìêî.
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Ôèãóðà 5.8: Ñðàâíåíèå íà Pue íà USB-5 è íà êîä íîìåð 11 îò òàáëèöàòà.

Äîðè ñàìî êëàñèôèêàöèÿòà íà ïîëèíîìèòå è îïðåäåëÿíåòî íà ðåäîâåòå èì ñòàâà

âñå ïî-ñëîæíî ñ óâåëè÷àâàíå íà ñòåïåíòà èì. Áðîÿò íà ïîëèíîìèòå, êîèòî òðÿáâà

äà ñå èçñëåäâàò çà âñÿêà ñëåäâàùà ñòåïåí ñúùî ñå óâåëè÷àâà, êàêòî è íåîáõîäè-

ìîòî âðåìå çà îïðåäåëÿíå íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå è òåãëîâíèòå ñïåêòðè íà

êîäîâåòå. Ñëåäîâàòåëíî ðàçøèðÿâàíåòî íà ïðåäñòàâåíèÿ òóê ñïèñúê ñ ïîëèíîìè

îò ïî-âèñîêà ñòåïåí îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëÿâà èçñëåäîâàòåëñêè èíòåðåñ.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñàìîñòîÿòåëíè è ñà ïóáëèêóâàíè â [224].
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Ãëàâà 6

Íÿêîè õàðàêòåðèñòèêè íà
øóìîçàùèòíè êîäîâå ñâúðçàíè ñ
òåõíèòå âúçìîæíîñòè çà êîíòðîë íà
ãðåøêè

6.1 Íþòîíîâ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

Èçâåñòíî å, ÷å çà åäèí ëèíååí [n, k, d] êîä C âñè÷êè ãðåøêè ñ òåãëî t ≤ (d−1)/2

ñà êîðèãèðóåìè ïî åäèíñòâåí íà÷èí. Ñúùåñòâóâàò îáà÷å ãðåøêè ñ òåãëî ïî-ãîëÿâî

îò t, êîèòî ñúùî ñà êîðèãèðóåìè ïî åäèíñòâåí íà÷èí. Òîâà ñà ñëó÷èòå êîãàòî ñú-

ñåäíèòå êëàñîâå ñ òåãëà ïî-ãîëåìè îò t èìàò åäèíñòâåí ëèäåð. Òàêà âúçíèêâàò

íÿêîëêî âàæíè âúïðîñà. Êîè ñà ãðåøêèòå, êîèòî ñà êîðèãèðóåìè ïî åäèíñòâåí íà-

÷èí? Êîëêî ñà òå çà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíî òåãëî? Êàêâî å íàé-ãîëÿìîòî òåãëî

íà ãðåøêà, êîÿòî ìîæå äà ñå êîðèãèðà ïî åäèíñòâåí íà÷èí? Â íàñòîÿùèÿ ðàçäåë

îòãîâàðÿìå íà òåçè âúïðîñè çà äâîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíà äî 31, äâî-

è÷íèòå êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ñ äúëæèíè äî 33 è òðîè÷íèòå

öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 22.

Â [106] å âúâåäåí ïàðàìåòúðúò Íþòîíîâ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå çà äâîè÷åí ëèíå-
åí êîä êàòî íàé-ãîëÿìîòî òåãëî íà êîðèãèðóåì ïî åäèíñòâåí íà÷èí âåêòîð-ãðåøêà.

Ãðàíèöè è òî÷íè ñòîéíîñòè çà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà íÿêîè êëàñîâå ëèíåéíè êî-

äîâå ñà äàäåíè â [95], [107] è [133]. Ïî-êúñíî òåçè ãðàíèöè ñà îáîáùåíè çà ëèíåéíè

êîäîâå íàä ïðîèçâîëíà àçáóêà â [96].
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Íåêà C äà å äâîè÷åí ëèíååí [n, k] êîä. Çà âåêòîðà x ∈ F n
2 , ôàëøèâ ñúñåä å íå

íóëåâà êîäîâà äóìà, êîÿòî ñå íàìèðà íà ñúùîòî ðàçñòîÿíèå îò x êàêòî è íóëåâàòà

êîäîâà äóìà.

Âåêòîðúò-ãðåøêà e å êîðèãèðóåì ïî åäèíñòâåí íà÷èí, òîãàâà è ñàìî òîãà-

âà êîãàòî íÿìà ëúæëèâè ñúñåäè. Ãðåøêà, êîÿòî íå ìîæå äà áúäå êîðèãèðàíà ïî

åäèíñòâåí íà÷èí, ùå íàðè÷àìå íåêîðèãèðóåìà ãðåøêà. Ùå îòáåëåæèì, ÷å e å êîðè-

ãèðóåìà ïî åäèíñòâåí íà÷èí (èëè çà êðàòêîñò ùå ÿ íàðè÷àìå êîðèãèðóåìà), òîãàâà

è ñàìî òîãàâà êîãàòî å åäèíñòâåí ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ.

Íåêà äà îçíà÷èì ñ E(C) ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåêîðèãèðóåìè ãðåøêè è ñ

Et(C) = {x ∈ E(C)|wt(x) = t}
ìíîæåñòâîòî îò íåêîðèãèðóåìè ãðåøêè ñ òåãëî t. Íåêà îùå Ē(C) äà å ìíîæåñòâîòî

îò âñè÷êè êîðèãèðóåìè ãðåøêè è Ēt(C) äà å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè êîðèãèðóåìè

ãðåøêè ñ òåãëî t. Äà îçíà÷èì ñúùî

Nt = Nt(C) = |Et(C)|,

N̄t = N̄t(C) = |Ēt(C)| =
(
n

t

)
−Nt(C).

Òîãàâà äåôèíèðàìå Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ ν(C) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Àêî

Ē(C) = {x|d(x, c) > wt(x), ∀c ∈ C\{0}},
òî

ν(C) = max{wt(x)|x ∈ Ē(C)}.
Îò äåôèíèöèÿòà íåïîñðåäñòâåíî ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà âðúçêà ìåæäó Íþòî-

íîâèÿ ðàäèóñ, ðàäèóñà íà ñôåðè÷íàòà îïàêîâêà è ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà.

Ëåìà 6.1.1. [107] Íåêà C äà å [n, k, d] êîä. Òîãàâà⌊
d− 1

2

⌋
≤ ν(C) ≤ r(C).

Â ÷àñòíîñò, àêî êîäúò å ñúâúðøåí, òî⌊
d− 1

2

⌋
= ν(C) = r(C).

Ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ è ðàäèóñà íà

ïîêðèòèå íÿìà äà å òâúðäå ãîëÿìà. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òîâà íå âèíàãè å òàêà. Â

[107] å ïîêàçàíî, ÷å çà âñÿêî k ñúùåñòâóâàò åêâèäèñòàíòíè [n, k] êîäîâå, òàêèâà

÷å R(C) − ν(C) = k. È òîâà å íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäâàùàòà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1.2. [107] Çà âñåêè [n, k] êîä C èìàìå

0 ≤ R(C)− ν(C) ≤ k.
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Ïðîáëåìúò çà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà êîäîâå íàä ïðîèçâîëíè àçáóêè áåç íóëåâè

êîîðäèíàòè (ò.å. çà âñÿêà ïîçèöèÿ íà êîäà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà êîäîâà äóìà,

êîÿòî èìà íå íóëåâà ñòîéíîñò â òàçè ïîçèöèÿ) å ðàçãëåäàí â [96]. Òàì ñà èçâåäåíè

ñëåäíèòå ãîðíè ãðàíèöè çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå è çà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà òàêèâà

êîäîâå.

Ëåìà 6.1.3. Íåêà C äà å [n, k]q êîä áåç íóëåâè êîîðäèíàòè. Òîãàâà

R(C) ≤ n− n

q
è

ν(C) < n− n

q
.

Â [95] å ïîêàçàíî, ÷å R(C) + ν(C) ≤ n− k. Ïî-êúñíî â [96] Gabidulin è Kl�ove
îáîáùàâàò òàçè ãðàíèöà çà íå äâîè÷íè êîäîâå.

Òåîðåìà 6.1.4. Íåêà C äà å [n, k]q êîä áåç íóëåâè êîîðäèíàòè. Òîãàâà

ν(C) ≤ (q − 1)n− k − (q − 2)−R(C)

q − 1
.

Ðàâåíñòâî â òàçè ãðàíèöà ñå äîñòèãà îò äâîè÷íè êîäîâå ñ k ≤ 3 è îò äâà ïúòè

ïîâòîðåíè äâîè÷íè êîäîâå.

Èçâåñòíè ñà è òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå çà íÿêîè

êëàñîâå êîäîâå. Â [107] å îïðåäåëåí Íþòîíîâèÿò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà äâîè÷íè-

òå åêâèäèñòàíòíè êîäîâå è íà êîäîâåòå íà Reed-Muller îò ïúðâè ðåä, à â [96] íà

êîäîâåòå ñ ðàçìåðíîñò 1 íàä ïðîèçâîëíà àçáóêà.

Â òîçè ðàçäåë íèå îïðåäåëÿìå òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå íà íÿêîè äâîè÷íè è òðîè÷íè êîäîâå. Ðàçãëåæäàìå òî÷íî òåçè êîäîâå, à

èìåííî äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå, äâîè÷íè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñ-

òîÿíèå, êàêòî è òðîè÷íè öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå, çàùîòî òå ñà èíòåðåñíè

è îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèÿòà. Öèêëè÷íèòå êîäîâå ñà èçìåæäó íàé-÷åñòî èç-

ïîëçâàíèòå â ïðàêòèêàòà çàðàäè åôåêòèâíèòå àëãîðèòìè çà êîäèðàíå è äåêîäèðà-

íå, êîèòî èìàò. Êîäîâåòå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ìîãàò äà îòêðèâàò è

êîðèãèðàò åäíîçíà÷íî íàé-ãîëÿì áðîé ãðåøêè èçìåæäó âñè÷êè êîäîâå ñúñ ñúùèòå

äúëæèíè è ðàçìåðíîñòè.

Êëàñèôèêàöèè íà ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ êîäîâå êàêòî è ïðåñìÿòàíå íà òî÷-

íèòå ñòîéíîñòè íà ðàäèóñèòå èì íà ïîêðèòèå ñà íàïðàâåíè â [10], [75], [117] è [211].

Òåçè êëàñèôèêàöèè áÿõà èçïîëçâàíè êàòî îñíîâà çà èçñëåäâàíåòî. Çà äâîè÷íèòå

êîäîâå ñ ðàçìåðíîñòè 2 è 3 èìàìå ðàâåíñòâî â ãðàíèöàòà îò òåîðåìà 6.1.4 è òåçè
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ñòîéíîñòè ñå îïðåäåëÿò âåäíàãà, òúé êàòî ñà íè èçâåñòíè ðàäèóñèòå èì íà ïîêðè-

òèå. Çà îñòàíàëèòå êîäîâå ïúðâî áÿõà ïðåñìåòíàòè ïðåäñòàâåíèòå ïî-ãîðå ãîðíè è

äîëíè ãðàíèöè çà Íþòîíîâèÿ èì ðàäèóñ. Â ñëó÷àèòå, êîãàòî íÿêîè îò òåçè ãðàíèöè

ñúâïàäàò, ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî è Íþòîíîâèÿ èì ðàäèóñ íà ïîêðèòèå. Çà îñòà-

íàëèòå êîäîâå áåøå èçïîëçâàí êîìïþòúð, çà äà ñå ïðåñìåòíå òî÷íàòà ìó ñòîéíîñò.

Çà öåëòà áåøå èçïîëçâàíà ìîäèôèêàöèÿ íà Ìåòîä 2 çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñà íà

ïîêðèòèå íà êîä. Òúé êàòî âñè÷êè ñúñåäíè êëàñîâå ñ òåãëî äî t èìàò åäèíñòâåíè

ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå, áÿõà ðàçãëåæäàíè ñàìî âåêòîðèòå ñ òåãëà îò t + 1 äî

ãîðíàòà ãðàíèöà çà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ. Òàêà îïðåäåëÿìå áðîÿ íà âñè÷êè åäèíñò-

âåíè ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå ñ òåãëà ïî-ãîëåìè îò t. Ïðîãðàìíàòà ðåàëèçàöèÿ

å íàïðàâåíà íà Ñ++ ñ ïðîãðàìàòà NewtonRad.

Ïðåäèìñòâî íà òîâà èçñëåäâàíå å, ÷å íå ñàìî îïðåäåëÿìå òî÷íèòå ñòîéíîñòè

íà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ðàçãëåæäàíèòå êîäîâå, íî ïîñî÷âàìå è áðîÿ

íà åäèíñòâåíèòå ëèäåðè çà âñè÷êè òåãëà íà ñúñåäíè êëàñîâå ìåæäó t + 1 è ν(C).

Ïúëíèòå ðåçóëòàòè îò èçñëåäâàíåòî ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íà

http://www.math.bas.bg/∼tsonka/nutable.pdf.
Çà èëþñòðàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå, â òàáëèöà 6.1.1 ñìå ïðåäñòàâèëè ñàìî äâîè÷-

íèòå öèêëè÷íè êîäîâå, êîèòî èìàò íàä 90% åäèíñòâåíè ëèäåðè íà ñúñåäíè êëàñîâå.

Â òàáëèöàòà ñà ïîñî÷åíè ñòîéíîñòòà íà Íþòîíîâèÿ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ñúîòâåò-

íèÿ êîä, êàêòî è áðîÿ è òåãëîòî íà åäèíñòâåíèòå ëèäåðè. Â ñêîáè å äàäåí ïðîöåíòúò

íà òåçè åäèíñòâåíè ëèäåðè ïî îòíîøåíèå íà îáùèÿ áðîé ñúñåäíè êëàñîâå ñ òàêîâà

òåãëî.

Òàáëèöà 6.1.1. Äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå.

No [n,k,d] ν Åäèíñòâåíè ëèäåðè
1. [15,3,5] 6 425, w=3 (93%); 1050, w=4 (77%); 1500, w=5 (50%), 1000, w=6 (20%)
2. [21,9,3] 4 189, w=2 (90%); 945, w=3 (71%); 1890, w=4 (32%)
3. [21,7,3] 7 189, w=2 (90%); 945, w=3 (71%); 2835, w=4 (47%); 5103, w =5 (25%);

5103, w=6 (9%); 2187, w=7 (2%)
4. [21,6,7] 6 5880, w=4 (98%); 13020, w=5 (64%); 1680, w=6 (3%)
5. [21,3,7] 9 5880, w=4 (98%); 18816, w=5 (92%); 43806, w=6 (81%);

72030, wt=7 (62%); 77175, w=8 (38%); 42875, w=9 (15%)
6. [21,2,14] 9 105987, w=7 (91%); 123480, w=8 (61%); 42875, wt=9 (15%)
7. [25,5,5] 10 2250, w=3 (98%); 11625, w=4 (92%); 43125, w=5 (81%);

116250, w=6 (66%); 225000, w=7 (47%); 300000, w=8 (28%) ;
250000, w=9 (12%); 100000, w=10 (3%)

8. [25,4,10] 10 50625, w=5 (95%); 141250, w=6 (80%); 256250, w=7 (53%);
300000, w=8 (28%); 250000 w=9 (12%); 100000, w=10 (3%)

9. [27,9,3] 9 324, w=2 (92%); 2268, w=3 (78%); 10206, w=4 (58%); 30618 , wt=5 (38%);
61236, w=6 (21%); 59049, w=8 (3%); 19683, w=9 (0,42%)
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10. [27,7,6] 9 2754, w=3 (94%); 14094, w=4 (80%); 45198, w=5 (56%); 94041, w=6 (32%);
118098, w=7 (13%); 78732, w=8 (4%); 19683, w=9 (0,4%)

11. [27,6,6] 9 2754, w=3 (94%); 14094, w=4 (80%); 47385, w=5 (59%); 101331, w=6 (34%);
124659, w=7 (14%); 78732, w=8 (4%); 19683, wt=9 (0,4%)

12. [27,3,9] 12 80352, w=5 (99,5%); 288954, w=6 (98%); 825552, w=7 (93%) ;
1871100, w=8 (84%); 3307500, w=9 (71%); 4381776, w=10 (52 %);
4000752, w=11 (31%); 2000376, w=12 (12%)

13. [27,2,18] 12 4540968, w=9 (97%); 6994512, w=10 (83%); 6667920, w=11 ( 51%);
2000376, w=12 (12%)

14. [31,16,5] 5 4185, w=3 (93%); 13485, w=4 (43%); 186, w=5 (0,1%)
15. [31,11,10] 7 162099, w=5 (95%); 394599, w=6 (54%); 22475, w=7 (1%)
16. [31,10,10] 7 162099, w=5 (95%); 451019, w=6 (61%); 103695, w=7 (4%)
17. [31,6,15] 10 7291200, w=8 (92%); 11179840, w=9 (55%); 1833216, w=10 (4 %)
18. [31,5,16] 11 7490220, w=8 (95%); 14069660, w=9 (70%); 9634304, w=10 ( 22%);

317688, w=11 (0,4%)

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñàìîñòîÿòåëíî, ïðåäñòàâåíè ñà íà

International Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory â Öàðñêîå

ñåëî, Ðóñèÿ è ñà ïóáëèêóâàíè â ñáîðíèêà ñ äîêëàäè íà êîíôåðåíöèÿòà [213].

6.2 LUEP êîäîâå

Ãîëÿìàòà ÷àñò îò áëîêîâèòå êîäîâå ðàçãëåæäàíè â ëèòåðàòóðàòà èìàò ñâîéñ-

òâîòî, ÷å òåõíèòå âúçìîæíîñòè çà êîðèãèðàíå íà ãðåøêè ñå îïèñâàò â êîíòåêñòà

íà êîðåêòíîòî ïîëó÷àâàíå íà öÿëîòî ñúîáùåíèå. Òåçè êîäîâå ìîãàò äà ñå èçïîë-

çâàò óñïåøíî â ñëó÷àèòå êîãàòî âñè÷êè ïîçèöèè íà ñúîáùåíèåòî ñå íóæäàÿò îò

åäíàêâî íèâî íà çàùèòà îò ãðåøêè. Ñúùåñòâóâàò îáà÷å ìíîãî ïðèëîæåíèÿ ïðè

êîèòî íÿêîè îò ïîçèöèèòå íà ñúîáùåíèåòî ñà ïî-âàæíè îò äðóãè. Íàïðèìåð êîìó-

íèêàöèîííà ñèñòåìà ïðè êîÿòî èíôîðìàöèîííî ñúîáùåíèå ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî

÷àñòè è âñÿêà ÷àñò èìà ðàçëè÷íà ñòåïåí íà çíà÷èìîñò. Òàêà ïî-çíà÷èìèòå ÷àñòè

èçèñêâàò ïî-ñèãóðíà çàùèòà îò ãðåøêè ïðè êîìóíèêàöèÿòà. Â òîçè ñëó÷àé ñå íóæ-

äàåì îò êîä, êîéòî ïðåäëàãà ðàçëè÷íà ñòåïåí íà çàùèòà íà ðàçëè÷íèòå ÷àñòè íà

ïðåäàâàíîòî ñúîáùåíèå. Äðóãà ñèòóàöèÿ, êúäåòî òîâà ñå íàëàãà, å åäíîâðåìåííîòî

ïðåäàâàíå íà ñúîáùåíèÿ îò ðàçëè÷íè èçòî÷íèöè îáåäèíåíè â åäíà êîäîâà äóìà,

êàòî ðàçëè÷íèòå èçòî÷íèöè èìàò ðàçëè÷íè èçèñêâàíèÿ çà íèâîòî íà çàùèòà íà

äàííèòå. Íàïðèìåð íàáëþäàòåë, êîéòî èçïðàùà ïî ñàòåëèòåí êàíàë ðåçóëòàòèòå

îò ðàçëè÷íè åêñïåðèìåíòè. Íÿêîè îò òÿõ ìîãàò äà ñà ïî-âàæíè îò äðóãè è ñëå-

äîâàòåëíî äà ñå íóæäàÿò îò ïî-âèñîêî íèâî íà çàùèòà îò ãðåøêè. Âìåñòî äà ñå
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èçïîëçâàò ðàçëè÷íè êîäîâå çà ðàçëè÷íèòå èçòî÷íèöè áè áèëî ïî-åôåêòèâíî äà ñå

èçïîëçâà åäèí è òàêà äà èìàìå åäèí êîäåð è åäèí äåêîäåð.

Ëèíåéíè êîäîâå, êîèòî çàùèòàâàò íÿêîè îò ïîçèöèèòå íà ñúîáùåíèåòî ñðåùó

ïî-ãîëÿì áðîé ãðåøêè îòêîëêîòî äðóãè íåãîâè ïîçèöèè, ñå íàðè÷àò ëèíåéíè êî-

äîâå ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà îò ãðåøêè (linear unequal error protection (LUEP)).

Êîíöåïöèÿòà çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà èíôîðìàöèîííèòå ñèìâîëè â êîäîâàòà

äóìà å âúâåäåíà îò Masnick è Wolf [149]. Òå ðàçãëåæäàò íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà

åäèí áèò îò êîäîâàòà äóìà è îïèñâàò íÿêîè ñâîéñòâà, íàìèðàò ãðàíèöè è äàâàò

ïðèìåðè íà ñèñòåìàòè÷íè êîäîâå ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå. Â ðàáîòèòå

[26, 27, 28, 77, 78, 101, 131, 142, 146, 149] ñà ïðåäñòàâåíè ïîäõîäè çà êîíñòðóèðàíå

íà ïîðàæäàùèòå èëè ïðîâåðî÷íèòå ìàòðèöè íà êîäîâå ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà

ñèìâîëèòå.

Â òîçè ðàçäåë ùå ðàçãëåæäàìå êîäîâå ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà åäèí îò èí-

ôîðìàöèîííèòå ñèìâîëè êàòî ñëåäâàìå äåôèíèöèÿòà íà Dunning è Robbins [77].

Òå âúâåæäàò òàêà íàðå÷åíèÿ îòäåëÿù âåêòîð, çà äà îöåíÿò âúçìîæíîñòèòå çà êî-

ðèãèðàíå íà ãðåøêè íà ëèíååí êîä ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà îò ãðåøêè (LUEP êîä).

Îñíîâíèÿò ïðîáëåì å äà ñå íàìåðè òàêúâ êîä ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà îò ãðåøêè ñ

ôèêñèðàíà ðàçìåðíîñò è îòäåëÿù âåêòîð, ÷å äúëæèíàòà ìó äà å ìèíèìàëíà, à ñëå-

äîâàòåëíî ñêîðîñòòà ìó äà å ìàêñèìàëíà. Íèå èçïîëçâàìå êîìïþòúðíî òúðñåíå è

îïðåäåëÿìå âúçìîæíîñòèòå çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà èíôîðìàöèîíåí ñèìâîë íà

òðîè÷íèòå öèêëè÷íè è íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 26, èìàùè ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå ïîíå 3.

Íåêà C äà å ëèíååí [n, k] êîä íàä GF (q) è G äà å ïîðàæäàùàòà ìó ìàòðèöà.

Òîãàâà, àêî x = (x1, . . . , xk) å èíôîðìàöèîííàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò, êîÿòî ùå ñå

êîäèðà, òî v(x) = xG = (v1, . . . , vn) å êîäîâà äóìà îò êîäà C.

Dunning è Robbins [77] äàâàò ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ çà îòäåëÿù âåêòîð.

Äåôèíèöèÿ 6.2.1. Çà ëèíååí [n, k] êîä C íàä GF (q), îòäåëÿù âåêòîð s(G) =

(s(G)1, . . . , s(G)k) ñ äúëæèíà k ïî îòíîøåíèå íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G íà C
ñå äåôèíèðà êàòî

s(G)i = min{wt(mG)|m ∈ GF (q)k,mi 6= 0}, i = 1, . . . , k.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî α, β ∈ GF (q), α 6= β, ìíîæåñòâàòà {mG|m ∈ GF (q)k,

mi = α} è {mG|m ∈ GF (q)k,mi = β} ñà íà ðàçñòîÿíèå s(G)i îò (i = 1, . . . , k).

Àêî ëèíåéíèÿò êîä C èìà ïîðàæäàùà ìàòðèöà G, òàêàâà ÷å êîìïîíåíòèòå íà

îòäåëÿùèÿò âåêòîð s(G) íå ñà åäíàêâè, òî òîãàâà êîäúò C ñå íàðè÷à ëèíååí êîä
ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà îò ãðåøêè (LUEP êîä).

Íèå èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèÿ íà òàçè äåôèíèöèÿ çà îòäåëÿùèÿ âåêòîð êàêòî
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òîâà å íàïðàâåíî â [142]. Íåêà C äà å [n, k1 + k2 + . . .+ km] êîä çà ïðîñòðàíñòâîòî

íà ñúîáùåíèÿòàM1×M2× . . .×Mm, êúäåòîMi = {0, 1, . . . q−1}ki , çà i = 1, 2, . . .m.

Âñÿêî ñúîáùåíèå x ñïðÿìî êîäà C ìîæå äà áúäå çàïèñàíî êàòî x = (x1, x2, . . . , xm),

êúäåòî xi å ki-îðêà è å êîìïîíåíò íà ñúîáùåíèåòî x ñïðÿìî ïðîñòðàíñòâîòî íà

ñúîáùåíèÿòà Mi, i = 1, 2, . . . ,m. Òîãàâà îòäåëÿùèÿò âåêòîð s = (s1, s2, . . . , sm) ñå

äåôèíèðà îò

si = min{d[v(x), v(x′)] : x = (x1, . . . , xi, . . . , xm), x′ = (x′1, . . . , x
′
i, . . . , x

′
m),

v(x), v(x′) ∈ C, xl, x′l ∈Ml, l = 1, 2, . . . ,m, xi 6= x′i}.
ßñíî å, ÷å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà C å

dmin = min{s1, s2, . . . , sm}.
Íåêà v(x) äà å èçïðàòåíàòà êîäîâà äóìà, à r äà å ïîëó÷åíèÿ âåêòîð. Ìîæå äà ñå

ïîêàæå, ÷å xi ìîæå äà áúäå êîðåêòíî äåêîäèðàí îò r, àêî d[v(x), r] ≤ b(si − 1)/2c
çà i = 1, 2, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëíî îòäåëÿùèÿò âåêòîð s îïðåäåëÿ âúçìîæíîñòèòå çà

íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà êîäà C.

Ëèíåéíèÿò êîä C ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí êàòî äèðåêòíà ñóìà íà ëèíåéíèòå

êîäîâå C1, C2, . . . , Cm, êúäåòî Ci å [n, ki] êîä çà ïðîñòðàíñòâîòî íà ñúîáùåíèÿòà

Mi, i = 1, 2, . . .m. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà åäèí íà÷èí çà èçñëåäâàíå íà âúç-

ìîæíîñòèòå çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà êîäà C.

Òåîðåìà 6.2.2. [142] Íåêà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîäà C1 å d1 è d1 < d2 <

. . . < dm. Àêî ìèíèìàëíîòî òåãëî íà êîäîâà äóìà îò C\C1⊕C2⊕. . .⊕Ci−1 å di, i =

2, 3, . . . ,m, òî îòäåëÿùèÿ âåêòîð s íà C çà ïðîñòðàíñòâîòî íà ñúîáùåíèÿòà
M1 ×M2 × . . .×Mm å s = (d1, d2, . . . , dm).

Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å îòäåëÿùèÿò âåêòîð èëè, åêâèâàëåíòíî, âúçìîæ-

íîñòòà çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà êîäà çàâèñè îò èçïîëçâàíèÿ ìåòîä çà êîäèðàíå.

Ñëåäîâàòåëíî îòäåëÿùèÿò âåêòîð çà ëèíååí êîä çàâèñè îò èçáîðà íà ïîðàæäàùàòà

ìó ìàòðèöà.

Äà ïðèåìåì, ÷å C å q-è÷åí öèêëè÷åí êîä. Â [149] å ïîêàçàíî, ÷å âñè÷êè öèêëè÷-

íè êîäîâå â ñèñòåìàòè÷åí âèä íÿìàò âúçìîæíîñòè çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà èí-

ôîðìàöèîííèòå ñèìâîëè. Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè öèêëè÷íè êîäîâå ñ íåðàâíîìåðíà

çàùèòà íà ñèìâîëèòå íå ñà â ñèñòåìàòè÷åí âèä. Íåêà h(X) = q1(X)q2(X) . . . ql(X)

äà å ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì íà C, êúäåòî q1(X), q2(X), . . . , ql(X) ñà q-è÷íè íåðàçëî-

æèìè ïîëèíîìè. Öèêëè÷íèÿò êîä Vi ñ ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì qi(X) å ïîäêîä íà C.

Êîäúò C å äèðåêòíà ñóìà íà V1, V2, . . . , Vl. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïðåäñòàâÿ ìåòîä çà

êîäèðàíå, ïðè êîéòî ñå ïîñòèãà ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà ñòåïåí íà íåðàâíîìåðíà

çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà öèêëè÷åí êîä.
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Òåîðåìà 6.2.3. [142] Ìàòðèöàòà G = [GT
1G

T
2 . . . G

T
l ]T å ïîðàæäàùà ìàòðèöà çà

C, êîÿòî îñèãóðÿâà ìàêñèìàëíà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà C, êàòî
Gi å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ìèíèìàëíèÿ èäåàë Vi, i = 1, 2, . . . , l.

Äèðåêòíàòà ñóìà íà Vi1 , Vi2 , . . . , Vir å öèêëè÷åí ïîäêîä íà C ñ ïðîâåðî÷åí ïîëè-

íîì qi1(X)qi2(X) . . . qir(X) è ïîðàæäàùà ìàòðèöà G = [GT
i1
GT
i2
. . . GT

ir ]
T . Îò òåîðåìà

6.2.3 ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿ ðåçóëòàò.

Ñëåäñòâèå 6.2.4. [142] Äà äîïóñíåì, ÷å C èìà ìàêñèìàëíà íåðàâíîìåðíà çà-
ùèòà íà ñèìâîëèòå ïðåäñòàâåíà îò îòäåëÿùèÿ âåêòîð s = (d1, d2, . . . , dm) çà
ïðîñòðàíñòâîòî íà ñúîáùåíèÿòà M1×M2× . . .×Mm, êúäåòî d1 < d2 < . . . < dm.
Òîãàâà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà C å îò âèäà G = [GT

1G
T
2 . . . G

T
l ]T , êúäåòî Gj å

ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà öèêëè÷íèÿ ïîäêîä Cj íà C ñ ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì hj(X)

êàòî deg(hj(X)) = kj, j = 1, 2, . . .m. Â äîïúëíåíèå ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì íà C å
h(X) = h1(X)h2(X) . . . hm(X) è C = C1 ⊕ C2 ⊕ . . .⊕ Cm.

Íà áàçàòà íà òåçè òâúðäåíèÿ ïðåäëàãàìå ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà îïðåäåëÿíå

íà âúçìîæíîñòèòå çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå íà ëèíåéíèÿ êîä C.

Ïúðâà ñòúïêà. Íàìèðàìå âñè÷êè êîäîâè äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî d1 â C è

ïîäêîäà C1 ïîðîäåí îò òåçè êîäîâè äóìè. Àêî C = C1, òî C íå å êîä ñ íåðàâíîìåðíà

çàùèòà íà ñèìâîëèòå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ïðåìèíàâàìå êúì ñòúïêà 2.

Âòîðà ñòúïêà. Íàìèðàìå âñè÷êè êîäîâè äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî d2 â C\C1

è ïîäêîäà C ′2, ïîðîäåí îò òåçè êîäîâè äóìè. C1 + C ′2 å åêâèâàëåíòåí íà C1 ⊕ C2,

êúäåòî C2 å ïîäêîä íà C ′2. Àêî C = C1 ⊕ C2, òî C å êîä ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà

íà ñèìâîëèòå ñ äâå íèâà íà çàùèòà è îòäåëÿù âåêòîð s = (d1, d2), êúäåòî d1 < d2.

Èíà÷å ïðåìèíàâàìå êúì ñëåäâàùàòà ñòúïêà.

i-òà ñòúïêà. Íàìèðàìå âñè÷êè êîäîâè äóìè ñ ìèíèìàëíî òåãëî di â C\C1 ⊕
C2 ⊕ . . .⊕Ci−1 è ïîäêîäà C

′
i, ïîðîäåí îò òåçè êîäîâè äóìè. Òîãàâà C1 ⊕C2 ⊕ . . .⊕

Ci−1 + C ′i = C1 ⊕ C2 ⊕ . . .⊕ Ci è C å êîä ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå ñ i

íèâà íà çàùèòà è îòäåëÿù âåêòîð s = (d1, d2, . . . , di), êúäåòî d1 < d2 < . . . < di. Â

ïðîòèâåí ñëó÷àé C å êîä ñ íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå ñ íèâî íà çàùèòà

ïîíå (i+ 1) è òðÿáâà äà ïîâòîðèì òàçè ïðîöåäóðà çà i+ 1.

Ñ ïîìîùòà íà ïðîãðàìà, êîÿòî ðåàëèçèðà òîçè àëãîðèòúì áÿõà, ïðåñìåòíàòè

îòäåëÿùèòå âåêòîðè íà òðîè÷íèòå öèêëè÷íè è íåãà öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî

26 è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå 3. Ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà âúçìîæíîñòèòå íà òåçè

êîäîâå çà íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà ñèìâîëèòå ñúùåñòâåíî èçïîëçâàõìå ôàêòà, ÷å

òå ñà öèêëè÷íè è ñïîðåä òåîðåìà 6.2.3 è ñëåäñòâèå 6.2.4 òðÿáâàøå äà òåñòâàìå ñàìî

ïîäêîäîâåòå, êîèòî ñà äèðåêòíà ñóìà íà ìèíèìàëíè èäåàëè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñ-

òàâåíè â òàáëèöèòå ïî-äîëó êàòî ñà âêëþ÷åíè ñàìî êîäîâåòå èìàùè íåðàâíîìåðíà
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çàùèòà íà ñèìâîëèòå. Âñåêè êîä å îïèñàí ñ åêñïîíåíòèòå íà íå íóëèòå ñè, êîèòî ñà

ñúùî è êîðåíè íà ïðîâåðî÷íèÿ ìó ïîëèíîì. Çà êðàòêîñò íà çàïèñà å äàäåí ñàìî

ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè öèêëîòîìè÷åí êëàñ. Íàïðèìåð âñè÷êè íå íóëè íà

ïúðâèÿ êîä îò ïúðâàòà òàáëèöà ñà 7; 2,4,6,8,10,12. Îêàçà ñå, ÷å âñè÷êè èçñëåäâàíè

êîäîâå, êîèòî èìàò íåðàâíîìåðíà çàùèòà íà èíôîðìàöèîííèòå ñèìâîëè, ñà ñ íèâî

íà çàùèòà 2. Çàòîâà ñìå îòäåëèëè ñ ';' íå íóëèòå îò äâåòå ìíîæåñòâà. Â ïúðâîòî

ïîäìíîæåñòâî ñà íå íóëèòå íà ïîäêîäà C2, à âúâ âòîðîòî - òåçè íà ïîäêîäà C1.

Òàáëèöà 6.2.1. Òðîè÷íè öèêëè÷íè UEP êîäîâå

No [n, k, d] k2 k1 s2 s1 íåíóëè
1. [14, 7, 4] 1 6 7 4 7;2
2. [16, 10, 4] 2 8 5 4 10;0,4,5,8
3. [16, 9, 4] 1 8 6 4 8;2,5,10
4. [16, 8, 5] 2 6 7 5 10;0,5,8
5. [16, 7, 6] 3 4 7 6 8,10;5
6. [16, 7, 5] 1 6 8 5 8;4,5
7. [16, 6, 6] 2 4 9 6 10;5
8. [16, 6, 4] 2 4 5 4 10;0,4,8
9. [16, 5, 6] 1 4 10 6 8;5
10. [16, 5, 4] 1 4 8 4 8;2,10
11. [20, 14, 4] 1 13 5 4 10;0,1,4,11
12. [20, 13, 4] 4 9 6 4 11;2,4,10
13. [20, 13, 4] 1 12 6 4 10;1,4,11
14. [20, 12, 4] 7 5 5 4 5,10,11;0,4
15. [20, 11, 4] 2 9 5 4 10;2,4,5
16. [20, 11, 4] 6 5 6 4 5,11;2,10
17. [20, 10, 4] 5 5 6 4 10,11;0,4
18. [20, 10, 4] 2 8 5 4 0,10;1,11
19. [20, 9, 6] 1 8 10 4 10;1,11
20. [20, 9, 6] 4 5 8 4 11;2,10
21. [20, 8, 5] 4 4 8 5 11;0,5,10
22. [20, 7, 8] 1 6 10 8 10;5,11
23. [20, 7, 4] 2 5 10 4 5;2,10
24. [20, 6, 8] 2 4 10 8 5;4
25. [20, 6, 4] 1 5 10 4 10;0,4
26. [20, 5, 8] 1 4 10 8 10;4
27. [22, 15, 4] 5 10 6 4 7;2,4
28. [22, 11, 6] 1 10 10 6 11;2,7
29. [22, 11, 4] 1 10 11 4 11;2,4
30. [22, 7, 10] 1 6 11 10 0;7,11
31. [22, 6, 12] 1 5 13 12 11;4
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Òàáëèöà 6.2.2. Òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè UEP êîäîâå
No. [n, k, d] k2 k1 s2 s1 íåíóëè
1. [20, 14, 3] 4 10 4 3 6;2,4,5
2. [20, 12, 3] 2 10 5 3 1;2,4,5
3. [20, 8, 5] 4 4 8 5 6;1,2

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Èðèíà Ãàí÷åâà è ñà ïóáëèêóâàíè â

[216]. Ïðåäñòàâåíè ñà íà International congress MASSEE â Áîðîâåö, Áúëãàðèÿ ïðåç

2003 ã.

6.3 Íîðìàëèçèðàíè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå

Ñâîéñòâîòî íà åäèí êîä äà å íîðìàëèçèðàí å âúâåäåíî ïðåç 1985 ãîäèíà îò

Graham è Sloane â [103]. Òîâà ñâîéñòâî òðÿáâà äà ïðèòåæàâàò êîäîâåòå, çà äà ìîãàò

äà ó÷àñòâàò â êîíñòðóêöèÿòà ñìåñåíà äèðåêòíà ñóìà íà êîäîâå (amalgamated direct

sum (ADS)) ïðåäñòàâåíà â ñúùàòà ðàáîòà. Öåëòà íà òàçè êîíñòðóêöèÿ å äà ñå

ïîëó÷àò êîäîâå ñ êîëêîòî å âúçìîæíî ïî-ìàëúê ðàäèóñ íà ïîêðèòèå â ñðàâíåíèå

ñ äðóãè êîäîâå ñúñ ñúùàòà äúëæèíà è ðàçìåðíîñò.

Ñâîéñòâîòî íîðìàëèçèðàíîñò è äèðåêòíàòà ñóìà íà êîäîâå âå÷å áÿõà èçïîëç-

âàíè â ðàçäåë 3.4, çà äà áúäàò êîíñòðóèðàíè äâîè÷íè êîäîâå ñ ìèíèìàëåí ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå è ðàçìåðíîñòè äî 6 è òåçè äâå ïîíÿòèÿ áÿõà âúâåäåíè òàì.

Ðåçóëòàòà çà ñìåñåíàòà äèðåêòíà ñóìà íà Graham è Sloane å ðàçøèðåí â [119]

òàêà.

Òåîðåìà 6.3.1. Àêî A è B ñà íîðìàëèçèðàíè ñ ÷åòíè íîðìè, òî R(A⊕̇B) =

R(A) +R(B)− 1 è A⊕̇B å íîðìàëèçèðàí êîä.

Äåôèíèöèÿ 6.3.2. Íåêà C äà å [n, k] êîä è íåêà c ∈ C äà å ñ òåãëî w. Íåêà I äà
å ìíîæåñòâîòî îò íå íóëåâè êîîðäèíàòè íà c. Òîãàâà îñòàòú÷åí êîä íà êîäà C
ïî îòíîøåíèå íà âåêòîðà x, îçíà÷åí ñ R(C;x), å êîä ñ äúëæèíà n− w ñúêðàòåí
ïî âñè÷êè êîîðäèíàòè îò I.

Â [49] å äîêàçàí ñëåäíèÿò ðåçóëòàò êàòî ðàçøèðåíèå íà èäåÿòà çà îñòàòú÷åí

êîä âúðõó äóìà, êîÿòî íå å êîäîâà äóìà.

Òâúðäåíèå 6.3.3. Íåêà C äà å äâîè÷åí ëèíååí êîä. Àêî x å ëèäåð íà ñúñåä êëàñ
íà C ñ òåãëî R = R(C), òî R(C;x) å [n−R, k, d′ ≥ dd/2e] êîä.

Îáîáùåíèå íà òîâà òâúðäåíèå å íàïðàâåíî â [119]. Íåêà äà îçíà÷èì ñ |x|
òåãëîòî ïî Õåìèíã íà âåêòîðà x.
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Òâúðäåíèå 6.3.4. Àêî x å ëèäåð íà ñúñåäåí êëàñ íà C, òî R(C;x) å [n−|x|, k, d′ ≥
dd/2e] êîä.

Äà îçíà÷èì ñ Cσ êîäúò ïîëó÷åí îò C ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà i-òàòà ìó êîîðäèíàòà.

Cohen, Lobstein è Sloane [50] äàâàò ñëåäíîòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà åäèí êîä äà å

íîðìàëèçèðàí.

Òâúðäåíèå 6.3.5. Àêî çà íÿêîÿ êîîðäèíàòà i, R(Cσ) ≤ R(C) + 1, òî C å íîðìà-
ëèçèðàí.

Èíòåðåñåí èçñëåäîâàòåëñêè âúïðîñ å äà ñå îïðåäåëè êîè êîäîâå ñà íîðìàëè-

çèðàíè. Ñëåä ðàáîòàòà íà Graham è Sloane ñà íàïðàâåíè îùå èçñëåäâàíèÿ ([47],

[50], [80], [109]-[113], [115], [119], [130]) è â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà îáîáùåíè ïà-

ðàìåòðèòå, çà êîèòî å èçâåñòíî, ÷å äâîè÷íèòå êîäîâå ñà íîðìàëèçèðàíè.

Òâúðäåíèå 6.3.6. (i) [130] Àêî C å [n, k, d] êîä ñ n ≤ 14 èëè k ≤ 5, èëè d ≤ 4,
èëè R ≤ 2, òî C å íîðìàëèçèðàí.
(ii) [115] Âñè÷êè [n, k, d]R êîäîâå ñ d ≥ 2R− 1 èëè R = 3 ñà íîðìàëèçèðàíè.
(iii) [119] Âñè÷êè äâîè÷íè [n, k, d] êîäîâå ñ n = 15 è n− k ≤ 9 ñà íîðìàëèçèðàíè.

Â òîçè ðàçäåë ùå ïîêàæåì, ÷å âñè÷êè äâîè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè 16, 17 è 18

è êî-ðàçìåðíîñò 10 ñà íîðìàëèçèðàíè.

Â [119] å ïîëó÷åí ðåçóëòàò çà òîâà êîãà äâîè÷íèòå ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíà

16 è êî-ðàçìåðíîñò 10 ñà íîðìàëèçèðàíè.

Òåîðåìà 6.3.7. Âñè÷êè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíà 16 ñà íîðìàëèçèðà-
íè åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà [16, 6, 5 èëè 6]4 êîäîâåòå èìàùè êàòî ïîäêîäîâå
âñè÷êè êîäîâå îò òèïà [15, 5, 5 èëè 6]6.

Òåîðåìà 6.3.8. Âñè÷êè êîäîâå ñ êî-ðàçìåðíîñò 10 ñà íîðìàëèçèðàíè ñ åâåíòóàë-
íî èçêëþ÷åíèå íà êîäîâåòå
(i) [16, 6, 5 èëè 6]4,
(ii) [17 + j, 7 + j, 6]4, j = 0, 1, 2,
(iii) [17 + j, 7 + j, 5]4, 0 ≤ j ≤ 5,
â êîèòî çà âñÿêà êîîðäèíàòà ñêúñåíèÿ êîä èìà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 6.

Íèå ðàçøèðÿâàìå òîçè ðåçóëòàò çà êîäîâå ñ äúëæèíè 17 è 18.

Òåîðåìà 6.3.9. (i) Âñè÷êè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíà 17 ñà íîðìàëèçè-
ðàíè åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà [17, 6, 5 èëè 6]5 êîäîâåòå èìàùè êàòî ïîäêîäîâå
âñè÷êè êîäîâå îò òèïà [16, 5, 5 èëè 6]7.
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(ii) Âñè÷êè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíà 18 ñà íîðìàëèçèðàíè åâåíòó-
àëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà [18, 6, d ≥ 5]5 êîäîâåòå èìàùè êàòî ïîäêîäîâå âñè÷êè êîäîâå
îò òèïà [17, 5, d ≥ 5]7 è [18, 7, 5 èëè 6]5 êîäîâåòå èìàùè êàòî ïîäêîäîâå âñè÷êè
êîäîâå îò òèïà [17, 6, 5 èëè 6]7.

Äîêàçàòåëñòâî (i) Â ñúîòâåòñòâèå ñ òâúðäåíèå 6.3.6 ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å

[17, 6, d ≥ 5] ñà åäèíñòâåíèòå êîäîâå, çà êîèòî íå å èçâåñòíî äàëè ñà íîðìàëèçèðàíè.

Ìàêñèìàëíîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà äâîè÷íèÿ [17, 6] êîä å 7 (âèæ [29]). Íåêà

d = 7. Òîãàâà Cσ å [16, 5, d′ ≥ 7] êîä. Îò [47, Òàáëèöà 7.1] ñå âèæäà, ÷å ìèíèìàëíèÿ

ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà [17, 6] êîäîâåòå å 5. Îò äðóãà ñòðàíà ñïîðåä òâúðäåíèå

6.3.4, àêî C å ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 7, òî íåãîâèÿ îñòàòú÷åí êîä R(C;x) òðÿáâà äà

å [10, 6, d′ ≥ 4] êîä. Îò [29] å èçâåñòíî, ÷å ìàêñèìàëíîòî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà

[10, 6] êîäîâåòå å 3 è ñëåäîâàòåëíî ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà êîäà C å íàé-ìíîãî 6.

Ñëåäîâàòåëíî C å [17, 6, 7]5 èëè 6 êîä ñ ïîäêîä Cσ îò òèïà [16, 5, d′ ≥ 7]5 èëè 6.

Íàêðàÿ áàçèðàéêè ñå íà òâúðäåíèå 6.3.5 ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å âñè÷êè [17, 6, 7]

êîäîâå ñà íîðìàëèçèðàíè.

Íåêà ñåãà d = 5 èëè d = 6. Cσ å [16, 5, d′ ≥ 5] êîä. Ñïîðåä [47, Òàáëèöà 7.1]

è òâúðäåíèå 6.3.4 5 ≤ R(C) ≤ 7 è 5 ≤ R(Cσ) ≤ 7. Îò òâúðäåíèå 6.3.5 ïîëó÷àâàìå,

÷å åäèíñòâåíèÿ íåðåøåí ñëó÷àé ñà [17, 6, 5 èëè 6]5 êîäîâåòå ñ ïîäêîäîâå îò òèïà

[16, 5, 5 èëè 6]7.

(ii) Íåðåøåíèòå ñëó÷àè çà äúëæèíà 18 ñà êîäîâåòå ñ ðàçìåðíîñòè 6 è 7 (âèæ

òâúðäåíèå 6.3.6). Íåêà ïúðâî C äà å [18, 6, d ≥ 5] êîä. Çà d = 7 èëè d = 8, 5 ≤
R(C) ≤ 7 ñïîðåä [47, Òàáëèöà 7.1] è òâúðäåíèå 6.3.4, à Cσ å [17, 5, d′ ≥ 7] ïîäêîä

ñ R(Cσ) = 6 èëè 7 ([47, Òàáëèöà 7.1] è òâúðäåíèå 6.3.4). Òåçè âúçìîæíîñòè ñå

ðåäóöèðàò äî [18, 6, 7 èëè 8]5 êîäîâå ñ [17, 5, 7 èëè 8]7 ïîäêîäîâå, ñëåä ïðèëàãàíåòî

íà òâúðäåíèå 6.3.5. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó÷àâàìå, ÷å çà d = 5 èëè d = 6, C

áè ìîãúë äà å ñàìî [18, 6, 5 èëè 6]5 êîä ñ [17, 5, d′ ≥ 5]7 ïîäêîä. Êàòî êîìáèíèðàìå

ðåçóëòàòèòå çà d = 5 èëè d = 6 è d = 7 èëè d = 8 ïîëó÷àâàìå, ÷å C áè ìîãúë äà å

ñàìî [18, 6, d ≥ 5]5 êîä ñ ïîäêîä îò òèïà [17, 5, d ≥ 5]7.

Íåêà ñåãà C äà å [18, 7, d ≥ 5] êîä. Íåãîâîòî ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñ-

òîÿíèå å 7 ([29]). Çà [18, 7, 7] êîäîâåòå R(C) = 5 èëè R(C) = 6 è Cσ å îò òèïà

[17, 6, d′ ≥ 7]5 èëè 6 ([47, Òàáëèöà 7.1] è òâúðäåíèå 6.3.4). Ñïîðåä òâúðäåíèå 6.3.5

âñè÷êè òàêèâà êîäîâå ñà íîðìàëèçèðàíè. Àêî d = 5 èëè d = 6 îò [47, Òàáëèöà 7.1]

è òâúðäåíèå 6.3.4 ïîëó÷àâàìå 5 ≤ R(C) ≤ 7 è 5 ≤ R(Cσ) ≤ 7. Ñïîðåä òâúðäåíèå

6.3.5, àêî êîä ñ äúëæèíà n = 18 è ðàçìåðíîñò k = 7 íå å íîðìàëèçèðàí, òî òîé

òðÿáâà äà å [18, 7, 5 èëè 6]5 êîä ñ ïîäêîä îò òèïà [17, 6, 5 èëè 6]7. �
Çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å êîäîâåòå îò òåîðåìè 6.3.7, 6.3.8 è 6.3.9

ñà íîðìàëèçèðàíè, íèå êîíñòðóèðàìå âñè÷êè òàêèâà êîäîâå è ïðîâåðÿâàìå äàëè ñà
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íîðìàëèçèðàíè. Êëàñèôèêàöèÿòà å íàïðàâåíà ñ ðàçðàáîòåíèÿ îò Èëèÿ Áóþêëèåâ

ïðîãðàìåí ïàêåò Q-EXTENSION [22], à îïðåäåëÿíåòî íà ðàäèóñèòå íà ïîêðèòèå íà

êëàñèôèöèðàíèòå êîäîâå ñ ïðîãðàìàòà CovRadM2. Íîðìàòà íà êîäà ïî îòíîøåíèå

íà âñÿêà åäíà îò êîîðäèíàòèòå ìó å îïðåäåëåíà ñ ïðîãðàìà íàïèñàíà íà Ñ, êàòî å

èçïîëçâàí ñëåäíèÿ ðåçóëòàò îò [103].

Òåîðåìà 6.3.10. Íåêà H äà å ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà íà êîäà C ñ ïàðàìåòðè [n, k]R

è íåêà i äà å íå íóëåâà íåãîâà êîîðäèíàòà. Çà âñÿêà äâîè÷íà (n− k)-îðêà s, íåêà
h0(s) äà å ìèíèìàëíèÿò áðîé ñòúëáîâå íà H, ÷èÿòî ñóìà äàâà s, áåç äà ñå èçïîë-
çâà i-òèÿ ñòúëá è íåêà h1(s) äà å ìèíèìàëíèÿò áðîé ñòúëáîâå, ÷èÿòî ñóìà äàâà
s, êàòî i-òàòà êîîðäèíàòà çàäúëæèòåëíî ó÷àñòâà â òàçè ñóìà. Òîãàâà

N (i) = max
s
{h0(s) + h1(s)}

è C èìà íîðìà N , òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî çà íÿêîÿ êîîðäèíàòà i,

max
s
{h0(s) + h1(s)} = N.

Íàïðèìåð, çà äà ïðèêëþ÷èì ñëó÷àÿ n = 16, òðÿáâà äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè

[15, 5, 5 èëè 6]6 êîäîâå. Îêàçà ñå, ÷å èìà 2638 òàêèâà êîäà è 114 îò òÿõ ñà ñ ðàäèóñ

íà ïîêðèòèå R = 6. Òåçè 114 êîäà ñå ðàçøèðÿâàò ñ Q-EXTENTION äî 5828 [16, 6, 5

èëè 6] êîäîâå. Ñðåä òÿõ 4 ñà ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå 4 è âñè÷êè ïðåìèíàâàò òåñòà çà

íîðìàëèçèðàíîñò.

Òîçè ïîäõîä å íåïðèëîæèì çà îñòàíàëèòå êîäîâå, òúé êàòî áðîÿ íà êîäîâå-

òå, êîèòî òðÿáâà äà ñå òåñòâàò íàðàñòâà ìíîãî áúðçî. Çà äà íàïðàâèì âúçìîæíà

êëàñèôèêàöèÿòà, äîêàçâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò.

Òâúðäåíèå 6.3.11. Íåêà B äà å [n, k, d]R êîä è íåêà äà ãî ðàçøèðèì äî [n+1, k+

1, d′ ≤ d] êîä B1. Òîãàâà R(B1) ≤ R(B).

Äîêàçàòåëñòâî. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ùå ñ÷èòàìå, ÷å ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà
íà B1 ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

G(B1) =

[
A C
0 GB

]
,

êúäåòî A å [1, 1]0 êîä è C å [n, 1] êîä. Òîãàâà ñïîðåä [150]

R(B1) ≤ R(A) +R(B) = 0 +R(B) = R(B).

�
Ñëåäîâàòåëíî, çà äà ïðîâåðèì äàëè êîäîâåòå îò òåîðåìà 6.3.9 ñà íîðìàëè-

çàðàíè ìîæå äà çàïî÷íåì îò âå÷å êëàñèôèöèðàíèòå [15, 5, 5 èëè 6] ñ ðàäèóñ íà

ïîêðèòèå R = 6, äà ãè ðàçøèðèì äî [16, 6, 5 èëè 6]R ≤ 6 êîäîâå è ñëåä òîâà äà

îïðåäåëèì êîè èìàò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå R = 6, ò.å. äà íàìåðèì [16, 6, 5 èëè 6]6 êî-

äîâåòå. Íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà ðàçøèðÿâàìå òåçè [16, 6, 5 èëè 6]6 êîäîâå äî [17, 7, 5
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èëè 6]R ≤ 6 êîäîâå. Îò ïîëó÷åíèòå êîäîâå îòäåëÿìå òåçè ñ ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

R = 4 è R = 6. Ïðîâåðÿâàìå äàëè [17, 7, 5 èëè 6]4 êîäîâåòå ñà íîðìàëèçèðàíè è

ðàçøèðÿâàìå [17, 7, 5 èëè 6]6 êîäîâåòå, çà äà ïîëó÷èì [18, 8, 5 èëè 6]R ≤ 6 êîäîâå.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ïðîâåðÿâàìå äàëè [18, 8, 5 èëè 6]4 êîäîâåòå ñà íîðìàëèçèðàíè è

ðàçøèðÿâàìå [18, 8, 5 èëè 6]6 êîäîâåòå äî [19, 9, 5 èëè 6]R ≤ 6 êîäîâå. Ïðîäúëæà-

âàìå òàçè éåðàðõèÿ íà ðàçøèðÿâàíèÿ äîêàòî ïîëó÷èì âñè÷êè [22, 12, 5]4 êîäîâå è

ïðîâåðèì äàëè ñà íîðìàëèçèðàíè. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîñòðîÿâàìå êîäîâåòå îò

òåîðåìà 6.3.10 è ïðîâåðÿâàìå äàëè ñà íîðìàëèçèðàíè. Îêàçà ñå, ÷å âñè÷êè êîäîâå

ñà íîðìàëèçèðàíè è ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å âñè÷êè äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ñ

äúëæèíè 16, 17 è 18 èëè êî-ðàçìåðíîñò 10 ñà íîðìàëèçèðàíè.

Âàæåí ðåçóëòàò îò òîâà èçñëåäâàíå å è ïîëó÷åíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè

êîäîâå ñ ïàðàìåòðè îò òåîðåìè 6.3.7, 6.3.8 è 6.3.9. Òîãàâà êàòî ïðèëîæèì ñìåñåíàòà

äèðåêòíà ñóìà êúì òÿõ, ìîæåì äà ïîëó÷èì íîâè êîäîâå ñ ìàëúê ðàäèóñ íà ïîêðè-

òèå. Íÿêîè îò êîäîâåòå èìàò ÷åòíà íîðìà è ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìà 6.3.3, çà

äà ïîëó÷èì è ïî-äîáúð ðåçóëòàò. Â ìíîãî ñëó÷àè ìîæåì äà èçïîëçâàìå òàçè êîíñ-

òðóêöèÿ, çà äà ïîëó÷èì êîäîâå, êîèòî èìàò ìèíèìàëíèÿ âúçìîæåí ðàäèóñ íà ïîê-

ðèòèå t2[n, k]. Íàïðèìåð èçâåñòíî å îò [47, Òàáëèöà 7.1], ÷å t2[19, 7] = t2[20, 7] = 5

è t2[22, 11] = t2[23, 11] = 4. Ñìåñåíàòà äèðåêòíà ñóìà íà êëàñèôèöèðàíèòå â òàçè

ðàáîòà íîðìàëèçèðàíè [17, 6]5 è [20, 10]4 êîäîâå ñ ÷åòíè íîðìè (10 è 8 ñúîòâåòíî) è

íîðìàëèçèðàíèÿ [3, 2]1 êîä ñ íîðìà 2 äàâà [19, 7]5 è [22, 11]4 êîäîâå. Èëè ñìåñåíàòà

äèðåêòíà ñóìà íà ñúùèòå [17, 6]5 è [20, 10]4 êîäîâå ñ ÷åòíà íîðìà è íîðìàëèçèðà-

íèÿ [4, 2]1 êîä ñ íîðìà 2 äàâà [20, 7]5 è [23, 11]4 êîäîâå.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ïîëó÷åíè ñàìîñòîÿòåëíî, ïóáëèêóâàíè ñà â [227],

ïðåäñòàâåíè ñà íà International Workshop Optimal Codes and Related Topics âúâ

Âàðíà, Áúëãàðèÿ è ñà ïóáëèêóâàíè â ñáîðíèêà ñ äîêëàäè íà êîíôåðåíöèÿòà.
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Ãëàâà 7

Îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå è
ñâúðçàíè ñ òÿõ êîìáèíàòîðíè
ñòðóêòóðè

Â òàçè ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà îïòè÷íè îðòî-

ãîíàëíè êîäîâå. Òîâà ñà ïúðâèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà òàêèâà êîäîâå,

êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ êàêòî îò èçñëåäîâàòåëñêà ãëåäíà òî÷êà, òàêà è çà-

ðàäè ïðàêòè÷åñêîòî èì ïðèëîæåíèå. Íàëè÷èåòî íà êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè

ïîçâîëÿâà êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå äà ñå èçïîëçâàò äèðåêòíî çà ðàçëè÷íè ïðàêòè-

÷åñêè ïðèëîæåíèÿ, êàòî îñíîâà íà íîâè áåçêðàéíè ôàìèëèè îò êîäîâå, êàêòî è äà

ñå äîêàæå íåñúùåñòâóâàíåòî íà êîäîâå ñ îïðåäåëåíè ïàðàìåòðè. Çàðàäè âðúçêà-

òà èì ñ äðóãè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè, ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ÎÎÑ âîäÿò äî

ïîëó÷àâàíå íà íîâè ðåçóëòàòè è çà òåçè ñòðóêòóðè.

Ïúðâèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà ÎÎÑ ñ òåãëà 3 è 4, àâòî-êîðåëàöèÿ 2,

êðîñ-êîðåëàöèÿ 1 è ìàëêè äúëæèíè ñà ïîëó÷åíè â [228, 229, 232] è ñà ïðåäñòàâåíè

â ðàçäåë 7.1. Ñúùî òàêà, ñ êîìïþòúðíî òúðñåíå, ñà ïîëó÷åíè íîâè êîäîâå ñ ïî-

ãîëåìè äúëæèíè, çà êîèòî íå áÿõà èçâåñòíè êîíñòðóêöèè.

Åäèí îò èíòåðåñíèòå êëàñîâå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, íàìèðàùè ðàç-

íîîáðàçíè ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ, ñà öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-

òåãëîâíè (cyclically permutable constant weight, CPCW) êîäîâå. Â [230] ñà êëàñè-

ôèöèðàíè ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò îïòèìàëíèòå öèêëè÷íî-

ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ òåãëî k = 3 è äúëæèíè v ≤ 61.

Çàðàäè åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó òåçè êîäîâå è îïòèìàëíèòå äâîè÷íè

êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ òåãëî k = 3 è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 4, (v, 3, b(v −
1)/6c) ðàçíîñòíèòå ïàêåòèðàíèÿ (di�erence packings) è îïòèìàëíèòå (v, 3, 1) îïòè÷-

142



íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñà ïîëó÷åíè êëàñèôèêàöèè è çà òåçè êîìáèíàòîðíè ñòðóê-

òóðè. ×àñò îò êëàñèôèöèðàíèòå öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè

êîäîâå ñà ñúâúðøåíè è ñà åêâèâàëåíòíè íà Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä

v (STS(v)) è íà (v, 3, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà (cyclic di�erence families,

CDF). Ïî òîçè íà÷èí ñà ïîëó÷åíè íîâè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà STS(61) è

(61, 3, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà.

Êàòî å èçïîëçâàíà ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà çà êëàñèôèêàöèÿ íà îïòè÷íè

îðòîãîíàëíè êîäîâå, â [231] ñà êëàñèôèöèðàíè öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñ

k ≤ 11 è ìàëêè äúëæèíè. Ïî òîçè íà÷èí ñà ïîâòîðåíè èçâåñòíè âå÷å ðåçóëòàòè,

ïîëó÷åíè ñà íîâè êëàñèôèêàöèè è å äîêàçàíî íåñúùåñòâóâàíå íà íÿêîè öèêëè÷íè

ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà.

7.1 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1) è (v, 5, 2, 1) îïòè÷-
íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ ìàëêè äúëæèíè

Äà îçíà÷èì ñ Zv ïðúñòåíà îò öåëèòå ÷èñëà ïî ìîäóë v.

Äåôèíèöèÿ 7.1.1. (v, k, λa, λc) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä (ÎÎÑ) å êîëåêöèÿ C =

{C1, . . . , Cs} îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà (êîäîâè äóìè) íà Zv, òàêèâà ÷å âñå-
êè äâå ðàçëè÷íè òðàíñëàöèè íà êîäîâà äóìà èìàò íàé-ìíîãî λa îáùè åëåìåíòè,
à âñåêè äâå òðàíñëàöèè íà äâå ðàçëè÷íè êîäîâè äóìè èìàò íàé-ìíîãî λc îáùè
åëåìåíòà:

|Ci ∩ (Ci + t)| ≤ λa, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ t ≤ v − 1 (7.1)

|Ci ∩ (Cj + t)| ≤ λc, 1 ≤ i < j ≤ s, 0 ≤ t ≤ v − 1. (7.2)

Óñëîâèåòî (7.1) ñå íàðè÷à àâòîêîðåëàöèîííî ñâîéñòâî, à óñëîâèåòî (7.2) -

êðîñêîðåëàöèîííî ñâîéñòâî. Ðàçìåð íà êîäúò C íàðè÷àìå áðîÿ s íà êîäîâèòå ìó
äóìè. Êîãàòî λa = λc, êîäúò ñå îçíà÷àâà ñ (v, k, λ).

Äà ðàçãëåäàìå êîäîâàòà äóìà C = {c1, c2, . . . , ck}. Îçíà÷àâàìå ñ 4′C ìóëòèì-

íîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà ðàçëèêèòå ci − cj, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k. Àâòî-

êîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî îçíà÷àâà, ÷å íàé-ìíîãî λa ðàçëèêè ñà åäíàêâè. Íåêà äà

îçíà÷èì ñ 4C ñúîòâåòíîòî íà ìóëòèìíîæåñòâîòî 4′C ìíîæåñòâî. Òèï íà C å áðî-

ÿò íà åëåìåíòèòå â 4C, ò.å. áðîÿò ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ðàçëèêèòå. Àêî λc = 1,

êðîñêîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî îçíà÷àâà, ÷å ∆C1
⋂

∆C2 = ∅ çà äâå êîäîâè äóìè C1

è C2 îò (v, k, λa, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä.

Ïðèìåð çà (v, 5, 2, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å ïðåäñòàâåí íà ôèãóðà 7.1.
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Ôèãóðà 7.1: (31, 5, 2, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä C

C 4C Òèï

{0,1,2,8,25} 1 2 6 7 8 14 17 23 24 25 29 30 12

{0,3,13,18,22} 3 4 5 9 10 12 13 15 16 18 19 21 22 26 28 15

Äåôèíèöèÿ 7.1.2. (v, k, λa, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å ñúâúðøåí àêî |⋃si=1 ∆Ci|
= v − 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè âúçìîæíè íå íóëåâè ðàçëèêè ñà ïîêðèòè.

Äåôèíèöèÿ 7.1.3. Åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å îïòèìàëåí àêî èìà ìàêñè-
ìàëíèÿ âúçìîæåí áðîé êîäîâè äóìè.

Äåôèíèöèÿ 7.1.4. Öèðêóëàíòíà ìàòðèöà îò ðåä v å (0,1) êâàäðàòíà ìàòðè-
öà M = (mi,j)v×v ñ v ðåäà è ñòúëáà, òàêèâà ÷å mi+1,j+1 = mi,j, êúäåòî i, j =

0, 1, . . . , v − 1 è ñúáèðàíåòî íà èíäåêñèòå å ïî ìîäóë v.

Äåôèíèöèÿ 7.1.5. Íàñî÷åí ãðàô ñ v âúðõà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà åëåìåí-
òèòå íà Zv, ñå íàðè÷à öèðêóëàíòåí ãðàô èëè öèðêóëàíòà, àêî èìà öèêëè÷íà
ñèìåòðèÿ, ò.å. àêî ïåðìóòàöèÿòà (0, 1, 2, . . . , n− 1) å àâòîìîðôèçúì íà ãðàôà.

Ìàòðèöàòà íà ñúñåäñòâî íà öèðêóëàíòà å öèðêóëàíòà. Åòî çàùî èìà åäíîç-

íà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó öèðêóëàíòíè ãðàôè è öèðêóëàíòíè ìàòðèöè.

Äåôèíèöèÿ 7.1.6. Let V = {Pi}vi=1 äà å êðàéíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè è B =

{Bj}bj=1 äà å êðàéíà êîëåêöèÿ îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà V , íàðå÷åíè
áëîêîâå. D = (V,B) å äèçàéí (÷àñòè÷åí äèçàéí) ñ ïàðàìåòðè t-(v,k,λ), àêî âñÿêî
t-åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî íà V ñå ñúäúðæà â òî÷íî (íàé-ìíîãî) λ áëîêà íà B.

×àñòè÷íèòå äèçàéíè ñå íàðè÷àò ñúùî îïàêîâêè [184] èëè ïàêåòèðàùè äèçàéíè
[89]. Íèå ùå ãè íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè äèçàéíè ñëåäâàéêè [45].

Äåôèíèöèÿ 7.1.7. t-(v,k,λ) äèçàéí (÷àñòè÷åí äèçàéí) å öèêëè÷åí, àêî ñúùåñò-
âóâà àâòîìîðôèçúì α, êîéòî ïåðìóòèðà òî÷êèòå ìó â åäèí öèêúë.

Îò òóê íàòàòúê, êîãàòî ãîâîðèì çà áëîêîâè îðáèòè, ùå ðàçáèðàìå áëîêîâè

îðáèòè ïîä äåéñòâèåòî íà àâòîìîðôèçúì α, êîéòî ïåðìóòèðà òî÷êèòå â åäèí öè-

êúë.

Îò (v, k, λa, λc) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä C ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí öèêëè÷åí

t-(v,k,λ) ÷àñòè÷åí äèçàéí D, ÷èèòî áëîêîâå ñà êîäîâèòå äóìè íà C çàåäíî ñ òåõíèòå
òðàíñëàöèè. Âñÿêà êîäîâà äóìà çàåäíî ñ òðàíñëàöèèòå ñè ôîðìèðà åäíà áëîêîâà

îðáèòà. Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà òàêúâ öèêëè÷åí äèçàéí ñå ñúñòîè îò öèð-

êóëàíòíè ìàòðèöè îò ðåä v, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà áëîêîâèòå îðáèòè. È îáðàòíî.
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Åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò ñúîòâåòíèÿ ìó ÷àñòè÷åí

äèçàéí êàòî çà êîäîâè äóìè ñå èçáåðàò ïî òî÷íî åäèí áëîê îò âñÿêà áëîêîâà îðáè-

òà. Â ÷àñòíîñò ÷àñòè÷íèÿò äèçàéí, ñúîòâåòñòâàù íà (v, 4, 2, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí

êîä, å ÷àñòè÷åí 2-(v,4,2) äèçàéí è â ñúùîòî âðåìå ÷àñòè÷åí 3-(v,4,1) äèçàéí. Äà

ðàçãëåäàìå íàïðèìåð îïòèìàëåí (20, 4, 2, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä:

êîäîâè äóìè ðàçëèêè ðàçëè÷íè ðàçëèêè òèï
{0,1,5,6} 1 19 5 15 4 16 6 14 5 15 1 19 1 4 5 6 14 15 16 19 8
{0,2,9,12} 2 18 9 11 7 13 12 8 10 10 3 17 2 3 7 8 9 10 11 12 13 17 18 11

Ñúîòâåòíèÿò ìó öèêëè÷åí ÷àñòè÷åí 2 − (20, 4, 2) äèçàéí ñå ñúñòîè îò îðáèòèòå

íà áëîêîâåòå {0, 1, 5, 6} è {0, 2, 9, 12}.

Äåôèíèöèÿ 7.1.8. (n,w, d) äâîè÷åí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä ñ äúëæèíà n, òåã-
ëî w è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d å êîëåêöèÿ îò äâîè÷íè âåêòîðè ñ äúëæèíà n
(êîäîâè äóìè), êîèòî èìàò òî÷íî w íå íóëåâè ïîçèöèè è ðàçñòîÿíèåòî ïî Õå-
ìèíã ìåæäó êîè äà å äâå êîäîâè äóìè å ïîíå d. Êîíñòàíòíî-òåãëîâíèÿò êîä å
öèêëè÷åí, àêî öèêëè÷íîòî çàâúðòàíå íà âñÿêà êîäîâà äóìà å ñúùî êîäîâà äóìà.

(v, k, λa, λc) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä ñúîòâåòñòâà íà öèêëè÷åí (v, k, 2(k − λ))

êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä çà λ = max(λa, λc). Íà ôèãóðà 7.2 íà ñëåäâàùàòà ñòðàíè-

öà å ïðåäñòàâåí òàêúâ ïðèìåð.

Âðúçêàòà ñ ÷àñòè÷íèòå äèçàéíè ïîêàçâà, ÷å îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå

ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò ñúùî è êàòî öèêëè÷íè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè. Àâòîìîð-

ôèçìèòå íà öèêëè÷íàòà ãðóïà îò ðåä v ñúïîñòàâÿò íà âñÿêà öèðêóëàíòíà ìàòðèöà

îò ðåä v öèðêóëàíòíà ìàòðèöà îò ðåä v. Ùå îçíà÷àâàìå ñ ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 àâòî-

ìîðôèçìèòå íà åëåìåíòèòå íà Zv. Ïåðìóòàöèÿòà ϕi ñúïîñòàâÿ íà âñåêè åëåìåíò

z ∈ Zv åëåìåíòà aiz, êúäåòî ai å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë v, à ϕ0 å èäåíòèòåòà.

Åòî çàùî çà öèêëè÷íè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè ñå äåôèíèðà ìóëòèïëèêàòèâíà
åêâèâàëåíòíîñò [44], [88]. Ñëåäîâàòåëíî òÿ ìîæå äà ñå äåôèíèðà è çà îïòè÷íèòå

îðòîãîíàëíè êîäîâå.

Äåôèíèöèÿ 7.1.9. Äâà öèðêóëàíòíè ãðàôà G è G′ ñ v âúðõà ñà èçîìîðôíè, àêî
ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ ϕ íà Zv, òàêàâà ÷å, âñåêè äâà âúðõà u è v îò G ñà ñúñåäíè
â G, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ϕ(u) è ϕ(v) ñà ñúñåäíè â G′.

Äåôèíèöèÿ 7.1.10. Äâà öèðêóëàíòíè ãðàôà G è G′ ñ v âúðõà ñà ìóëòèïëèêà-
òèâíî åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà m ∈ Zv, òàêîâà ÷å m å ïðèìèòèâåí êîðåí
ïî ìîäóë v è âñåêè äâà âúðõà u è v îò G ñà ñúñåäíè â G, òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî mu è mv ñà ñúñåäíè â G′.
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Ôèãóðà 7.2: Âðúçêè ìåæäó îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä è äðóãè êîìáèíàòîðíè

ñòðóêòóðè

a) - Îïòèìàëåí (31,5,2,1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä - {0,1,2,8,25}, {0,3,13,18,22}.
b) - Ñâúðçàíèòå ñ íåãî
- öèêëè÷åí (31, 5, 6) êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä (êîäîâèòå ìó äóìè ñà ñòúëáîâåòå íà ìàò-
ðèöàòà)
- öèêëè÷åí 2 − (31, 5, 2) ÷àñòè÷åí äèçàéí (ìàòðèöàòà îò ôèãóðàòà å ìàòðèöàòà ìó íà
èíöèäåíòíîñò).
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

2 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

3 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

8 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

9 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

10 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

11 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

12 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

13 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

14 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

15 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

16 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

25 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

26 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

27 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

28 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

29 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

30 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
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Äåôèíèöèÿ 7.1.11. Äâà (v, k, λa, λc) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäà C è C ′ ñà èçî-
ìîðôíè, àêî ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ íà Zv, êîÿòî èçîáðàçÿâà êîëåêöèÿòà îò
òðàíñëàöèè íà âñÿêà êîäîâà äóìà îò C â êîëåêöèÿ îò òðàíñëàöèè íà êîäîâà äó-
ìà îò C ′.

Äåôèíèöèÿ 7.1.12. Äâà (v, k, λa, λc) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäà C è C ′ ñà ìóë-
òèïëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè, àêî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè åäèí îò äðóã ÷ðåç
ïðèëàãàíå íà àâòîìîðôèçúì íà Zv è çàìÿíà íà êîäîâà äóìà ñ íÿêîÿ îò íåéíèòå
òðàíñëàöèè.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å äâà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäà (äâå öèðêóëàíòè) ìîãàò äà

ñà èçîìîðôíè, íî äà ñà ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè.

Èçâåñòíè ñà ìíîãî êîíñòðóêöèè íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå (âèæ íàï-

ðèìåð [34], [35], [45], [46], [89], [157], [206]). (v, k, λ) îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå

ñà øèðîêî èçñëåäâàíè, êàòî îñîáåíî ñåðèîçíî âíèìàíèå å îòäåëåíî íà (v, k, 1) è

(v, k, 2). Äúëúã ñïèñúê ñ ïóáëèêàöèè âúðõó òåçè èçñëåäâàíèÿ å ïðåäñòàâåí â [35],

à íÿêîè ïîñëåäíè ðåçóëòàòè ñà îïèñàíè â [156] è [199].

7.1.1 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êî-
äîâå

Îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ ïàðàìåòðè (v, 4, 2, 1) ñà ðàçãëåäàíè çà ïúðâè

ïúò â [206]. Ïî-êúñíî â [157] å äîêàçàíî, ÷å àêî s å ðàçìåðà íà (v, 4, 2, 1) îïòè÷åí

îðòîãîíàëåí êîä, òî

s ≤ dv/8e àêî v ≡ 7, 14 (mod 56) (7.3)

s ≤ bv/8c â îñòàíàëèòå ñëó÷àè. (7.4)

Ðàçíîîáðàçíè êîíñòðóêöèè íà áåçêðàéíè ôàìèëèè îò îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1)

îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå è íÿêîè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå ñà ïðåäñòàâåíè

â [35] è [157]. Âñå îùå îáà÷å èìà ìíîãî ñòîéíîñòè íà v, çà êîèòî íå å èçâåñòíî

äàëè ñúùåñòâóâàò îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå. Â íàøàòà ðàáîòà íèå îòãîâàðÿìå

íà òîçè âúïðîñ çà âñè÷êè íåðåøåíè ñëó÷àè çà v < 182 è êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò

äî èçîìîðôèçúì îïòèìàëíèòå (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v < 76,

v 6= 71. Äîêàçàòåëñòâàòà â [35] ïîêàçâàò, ÷å çà íÿêîè áåçêðàéíè ôàìèëèè å òðóäíî

òåîðåòè÷íî äà ñå ïîêàæå ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ ìàëêè

ïàðàìåòðè è â òîçè ñëó÷àé êîìïþòúðíîòî òúðñåíå å ïî-åôåêòèâíî (âèæ íàïðèìåð

[35], Òåîðåìà 4.6, Òåîðåìà 6.3). Çà êîíñòðóèðàíåòî íà äðóãè áåçêðàéíè ôàìèëèè

ïúê ñà íóæíè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ ìàëêè ïàðàìåòðè è ñ äîïúëíèòåëíè
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ñâîéñòâà è â òîçè ñëó÷àé êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè ìîãàò äà ñà ïîëåçíè. Íàï-

ðèìåð â çàáåëåæêàòà ñëåä Òåîðåìà 4.7 â [35] å ïîêàçàíî, ÷å ïîëó÷åíèÿò â òåîðåìàòà

ðåçóëòàò áè ìîãúë äà áúäå çíà÷èòåëíî ðàçøèðåí, àêî ñúùåñòâóâà (88, 4, 2, 1) OOC,

êîéòî èìà åäíà êîäîâà äóìà, ÷èèòî ðàçëèêè ñà òî÷íî íå íóëåâèòå åëåìåíòè íà ïîä-

ãðóïàòà îò ðåä 8 íà Z88. Â íàøàòà ðàáîòà íèå íàìèðàìå òàêúâ êîä (âèæ ïúðâàòà

êîäîâà äóìà íà OOC ñ v = 88 â Òàáëèöà 7.1.1). Â òîçè ñìèñúë, ïîëó÷åíèòå îò íàñ

ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå è íàïðàâåíèòå êëàñèôèêàöèè íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè

êîäîâå ñ ìàëêè äúëæèíè ìîãàò äà äîïðèíåñàò çà áúäåùèòå èçñëåäâàíèÿ íà êîäîâå

ñ ïî-ãîëåìè äúëæèíè.

Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíèòå (v, 4, 2) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 44

(ñ 3 èçêëþ÷åíèÿ) å íàïðàâåíà â [45]. Â íåÿ àâòîðèòå êîíñòðóèðàò êîäîâåòå ñ ïî-

ìîùòà íà êîìïþòúð è àëãîðèòúì áàçèðàí íà çàäà÷àòà çà ìàêñèìàëíà êëèêà â

ãðàô. Íàøèÿò ïîäõîä å ñúâúðøåíî ðàçëè÷åí, òúé êàòî íàøàòà öåë å íå ñàìî äà

êîíñòðóèðàìå ïî åäèí îïòèìàëåí êîä çà âñÿêî v, íî è äà íàïðàâèì êëàñèôèêàöèÿ

íà òåçè êîäîâå. Â [44] è [88] å íàïðàâåíà êëàñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì

íà öèêëè÷íè äèçàéíè ñ îïðåäåëåíè ïàðàìåòðè êàòî ïúðâî å íàïðàâåíà êëàñèôè-

êàöèÿ ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò. Íèå ñúùî ïúðâî ïðàâèì

êëàñèôèêàöèÿ äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò ïðè êëàñèôèêàöèÿòà ñ òî÷-

íîñò äî èçîìîðôèçúì íà (v, 4, 2, 1) îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v < 76, v 6= 71.

Íàñòîÿùàòà êëàñèôèêàöèÿ îáà÷å å ïî-ñëîæíà ïîíåæå íÿêîè îò ñúâêóïíîñòèòå îò

òðàíñëàöèè íà êîäîâèòå äóìè ñà ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè, íî èçîìîðô-

íè. Ïî-ñëîæíà å è êëàñèôèêàöèÿòà ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò,

çàùîòî òðÿáâà äà ñå âçåìå ïðåäâèä è òèïà íà êîäîâèòå äóìè, êîéòî ïðè êîäîâåòå

ñ λa = λc å åäèí è ñúù, à êîãàòî λa 6= λc å ðàçëè÷åí.

Íèå êëàñèôèöèðàìå (v, 4, 2, 1) îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ òî÷íîñò äî

ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò êàòî ïðèëàãàìå äîáðå èçâåñòíàòà òåõíèêà íà

òúðñåíå ñ âðúùàíå ñ òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ [126, ðàçäåë

7.1.2]. Çà öåëòà ïúðâî ïîäðåæäàìå âñè÷êè âúçìîæíè êîäîâè äóìè â ñúîòâåòñòâèå

ñ äåôèíèðàíà âúðõó òÿõ ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà.

Ïðèåìàìå, ÷å c1 < c2 < c3 < c4 çà âñÿêà êîäîâà äóìà C = {c1, c2, c3, c4}. Äåôè-
íèðàìå ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà íà êîäîâèòå äóìè, ïðè êîÿòî C ′ = {c′1, c′2, c′3, c′4}
å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò C ′′ = {c′′1, c′′2, c′′3, c′′4}, àêî òèïà íà C ′ å ïî-ìàëúê îò

òèïà íà C ′′, èëè àêî òèïîâåòå íà äâåòå êîäîâè äóìè ñà ðàâíè, íî c′i = c′′i çà i < a, à

c′a < c′′a. Àêî çàìåíèì êîäîâà äóìà îò C ∈ C ñ íåéíà òðàíñëàöèÿ C+ t ∈ C, òî ïîëó-
÷àâàìå åêâèâàëåíòåí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä. Çàòîâà áåç çàãóáà íà îáùíîñò, íèå

ïðèåìàìå, ÷å âñÿêà êîäîâà äóìà íà îïòèìàëåí (v, 4, 2, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä

å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò âñè÷êè ñâîè òðàíñëàöèè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å c1 = 0
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è êîãàòî êàçâàìå, ÷å ïåðìóòàöèÿòà ϕ èçîáðàçÿâà C1 â C2, íèå èìàìå ïðåäâèä, ÷å

C2 å íàé-ìàëêàòà òðàíñëàöèÿ íà ϕ(C1).

Íåêà ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 äà ñà àâòîìîðôèçìèòå íà Zv, êàòî ϕ0 å èäåíòèòåòà.

Êîíñòðóèðàìå ìàñèâ îò âñè÷êè ìíîæåñòâà îò 4 åëåìåíòà íà Zv, êîèòî áèõà ìîã-

ëè äà ñà êîäîâè äóìè, ò.å. êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò àâòîêîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî

è ñà ïî-ìàëêè îò âñè÷êè ñâîè òðàíñëàöèè. Ïîäðåæäàìå ãè ñïîðåä ëåêñèêîãðàô-

ñêàòà íàðåäáà. Íà âñÿêî âúçìîæíî ìíîæåñòâî ïðèëàãàìå ïåðìóòàöèèòå ϕi, i =

1, 2, . . . ,m − 1. Àêî íÿêîè îò òÿõ ñúîòâåòñòâàò íà ïî-ìàëêî ìíîæåñòâî, íå äîáà-

âÿìå òåêóùîòî, çàùîòî òî âå÷å å â ìàñèâà. Ñ äîáàâÿíåòî íà òåêóùîòî ìíîæåñòâî

êúì ìàñèâà, äîáàâÿìå ñëåä íåãî è m− 1 ìíîæåñòâà, â êîèòî òî ñå èçîáðàçÿâà ïðè

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1. Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ìàñèâ L:

L0

L1 = ϕ1L0

L2 = ϕ2L0
...

Lm−1 = ϕm−1L0

Lm

Lm+1 = ϕ1Lm
Lm+2 = ϕ2Lm
...

L2m−1 = ϕm−1Lm
...

Lim

Lim+1 = ϕ1Lm
Lim+2 = ϕ2Lm
...

L(i+1)m−1 = ϕm−1Lm
Ñëåä òîâà ïðèëàãàìå òúðñåíå ñ âðúùàíå, çà äà èçáåðåì êîäîâèòå äóìè íà

îïòè÷íèÿ îðòîãîíàëåí êîä èçìåæäó âñè÷êè âúçìîæíîñòè çàïèñàíè â ìàñèâà L.

Ïðè òúðñåíåòî, ïúðâà êîäîâà äóìà èçáèðàìå ñàìî èçìåæäó ìíîæåñòâàòà Li.

Òàçè íàðåäáà å óäîáíà çà åôåêòèâíîòî èçïúëíåíèå íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò

íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ. Ñ òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íèå ïðîâåðÿâàìå äàëè òåêóùîòî

ðåøåíèå ìîæå äà áúäå ñúïîñòàâåíî íà ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî îò àâòîìîðôèç-

ìèòå íà Zv.

Ñúùî òàêà ïðèëàãàìå è òåñò çà òèïà íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ. Äà ïðèåìåì, ÷å

âå÷å ñìå èçáðàëè r êîäîâè äóìè îò êîäà. Íåêà T äà å òèïà íà r-òàòà êîäîâà äóìà
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è íåêà d äà å áðîÿ ðàçëè÷íè ðàçëèêè, ïîêðèòè îò èçáðàíèòå r êîäîâè äóìè. Òúé

êàòî òúðñèì åäèíñòâåíî îïòèìàëíè êîäîâå, ò.å. êîäîâå ñ s êîäîâè äóìè, òî, çàðàäè

íàðåäáàòà â ìàñèâà L, òèïà íà îñòàâàùèòå äà áúäàò èçáðàíè êîäîâè äóìè òðÿáâà

äà å íå ïî-ìàëúê îò òîçè íà èçáðàíàòà r-òà êîäîâà äóìà. Åòî çàùî d+ (s− r)T ≤
v− 1. Àêî òîâà óñëîâèå íå ñå èçïúëíÿâà, ñå âðúùàìå åäíà ñòúïêà íàçàä è òúðñèì

ñëåäâàùà âúçìîæíîñò çà r − 1-âà êîäîâà äóìà.

Òàêà êëàñèôèöèðàìå îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëè-

êàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò.

Ñëåä òîâà ïðèëàãàìå òåñò çà èçîìîðôèçúì êàòî ñúïîñòàâÿìå íà âñÿêà êîäîâà

äóìà öèðêóëàòíà ìàòðèöà, ïîëó÷åíà îò âñè÷êè íåéíè òðàíñëàöèè. ×ðåç ïðîâåðêà

ñ êîìïþòúð äîêàçâàìå âåðíîñòòà íà ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.1.13. Çà âñè÷êè (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ 16 ≤ v ≤ 75

è v 6≡ 0 (mod 8) âñåêè äâå öèðêóëàíòè ñúîòâåòíè íà äâå âúçìîæíè êîäîâè äóìè
ñà èçîìîðôíè, àêî ñà ìóëòèïëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè.

Çà íÿêîè îò ñòîéíîñòèòå íà v îáà÷å òåñòúò çà èçîìîðôèçúì íà öèðêóëàíòèòå

ñå îêàçà áàâåí çà ðàçðàáîòåíèÿ îò íàñ ñîôòóåð. Åòî çàùî, çà íÿêîè ñòîéíîñòè íà v,

íèå êîíñòðóèðàõìå ìíîæåñòâî îò îáîáùåíè ìíîæèòåëè, äåôèíèðàíè îò Muzychuk

[159]. Òå ôîðìèðàò ìíîæåñòâî îò ïåðìóòàöèè íà Zv íàðå÷åíè ìíîæåñòâî íà ðå-
øåíèÿòà. Îáîáùåíèòå ìíîæèòåëè è ñúîòâåòíîòî èì ìíîæåñòâî íà ðåøåíèÿòà ñå

äåôèíèðàò çà âñÿêà ñòîéíîñò íà v. Muzychuk äîêàçâà, ÷å äâå öèðêóëàíòè îò ðåä v

ñà èçîìîðôíè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ñå èçîáðàçÿâàò åäíà â äðóãà îò íÿêîÿ

ïåðìóòàöèÿ îò ìíîæåñòâîòî íà ðåøåíèÿòà. Çà äà ïîëó÷èì ìíîæåñòâîòî íà ðåøå-

íèÿòà, íèå ïúðâî íàìèðàìå äåëèòåëèòå íà Zv, òàêèâà ÷å Zv = a1a2 . . . ar, êúäåòî

ai = pαii è pi 6= pj çà i, j = 1, 2, . . . , r, i 6= j. Âñÿêî x ∈ Zv ìîæå äà áúäå ïðåäñ-

òàâåíî îò r-îðêàòà (x1, x2, . . . , xr), êúäåòî xi ∈ Zai è x =
∑r
i=1 xi

∏i−1
l=1 al. Îò ñâîÿ

ñòðàíà, öÿëîòî ÷èñëî xi ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî (xi0 , xi1 , . . . , xiαi−1), êúäå-

òî xij ∈ Zpi è xi =
∑αi−1
j=0 xijp

j
i . Îáîáùåíèÿò ìíîæèòåë å r-îðêàòà ( ~m1, ~m2, . . . , ~mr),

êúäåòî ~mi = (mi1 ,mi2 , . . . ,miαi
), mij å öÿëî ÷èñëî, êîåòî å âçàèìíî ïðîñòî ñ pi è

mij < pji
∏i−1
l=1 al. Ñúîòâåòíàòà íà îáîáùåíèÿ ìíîæèòåë ïåðìóòàöèÿ ϕ îò ìíîæåñò-

âîòî íà ðåøåíèÿòà ñå äåôèíèðà êàòî ϕxi =
∑αi−1
j=0 miαi−j

xijp
j
i .

Çà âñè÷êè v ≡ 0 (mod 8) ñ 16 ≤ v ≤ 75 îáà÷å ñúùåñòâóâàò êîäîâè äóìè, êîèòî

ñà ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè, íî èçîìîðôíè.

Òåîðåìà 7.1.14. Âñåêè äâà ìóëòèïëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè
îðòîãîíàëíè êîäà ñ 16 ≤ v ≤ 75 ñà íå èçîìîðôíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà (v, 4, 2, 1) îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ 16 ≤ v ≤ 75 è
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v 6≡ 0 (mod 8) òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò òåîðåìà 7.1.13 è äåôèíèöèÿòà íà èçîìîðôíè

îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå.

Çà v = 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64 è 72 íàïðàâèõìå ïðîâåðêàòà çà åêâèâàëåíòíîñò ñ

êîìïþòúð. Òåñòâàõìå çà èçîìîðôèçúì âñè÷êè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå, êîèòî

ñúäúðæàò ïîíå åäíà êîäîâà äóìà, êîÿòî å ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíà, íî

èçîìîðôíà íà íÿêîÿ äðóãà êîäîâà äóìà îò ñúùèÿ èëè äðóã îïòè÷åí îðòîãîíàëåí

êîä. Çà âñåêè îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä ïðîâåðèõìå äàëè èìà ïåðìóòàöèÿ, êîÿòî

ãî ïðåîáðàçóâà â äðóã ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòåí êîä. Çà öåëòà, òåñòâàõìå

âñè÷êè ïåðìóòàöèè îò ìíîæåñòâîòî íà ðåøåíèÿòà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà îáîáùå-

íèòå ìíîæèòåëè, äåôèíèðàíè îò Muzychuk [159]. Íå áÿõà íàìåðåíè èçîìîðôíè,

íî ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè êîäîâå. �
Ïîëó÷åíèòå îò íàñ êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà (v, 4, 2, 1) îïòè÷íèòå îðòî-

ãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 75 è v 6= 71 ñà äîñòúïíè íà http://www.moi.math.bas.bg/∼
tsonka è ñà îáîáùåíè â Òàáëèöà 7.1.1 îò ïðèëîæåíèåòî. Â íÿêîè îò ñëó÷àèòå íå íà-

ìèðàìå êîäîâå, êîèòî äîñòèãàò ãðàíèöèòå (7.3) èëè (7.4) è êëàñèôèöèðàìå êîäîâå

ñ åäíà êîäîâà äóìà ïî-ìàëêî îò ãðàíèöèòå. Çàòîâà â êîëîíàòà sb ñìå ïîñòàâèëè

ñòîéíîñòòà íà ãðàíèöàòà, à â ñëåäâàùàòà íàé-ãîëåìèÿ íàìåðåí áðîé êîäîâè äóìè

s. Äàâàìå ñúùî òàêà îáùèÿ áðîé íà êîäîâåòå, áðîÿ íà ñúâúðøåíèòå è ïî åäèí

ïðèìåð çà êîä ñúñ ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè. Â ñëó÷àèòå, êîãàòî å èìàëî ñúâúðøåíè

êîäîâå, ïðèìåðúò å íà ñúâúðøåí êîä. Òúé êàòî âñè÷êè êîäîâè äóìè ñúäúðæàò 0

â ïúðâà ïîçèöèÿ ñìå ÿ ïðîïóñíàëè, çà äà ñïåñòèì ìÿñòî. Â Òàáëèöà 7.1.2 ñà ïðåä-

ñòàâåíè êîíñòðóèðàíèòå ïî åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä çà v ≤ 181. Çíàêúò
√
â

êîëîíàòà p îçíà÷àâà, ÷å êîäúò å ñúâúðøåí.

7.1.2 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êî-
äîâå

Îïòèìàëíè (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñà ðàçãëåäàíè â ðàáîòàòà

íà Buratti, Pasotti è Wu [36]. Â íåÿ òå ïîêàçâàò, ÷å çà (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãî-

íàëíè êîäîâå

s ≤ dv/12e àêî v ≡ 11 (mod 132) èëè v ≡ 154 (mod 924) (7.5)

s ≤ bv/12c â îñòàíàëèòå ñëó÷àè. (7.6)

Îñâåí òîâà òå ïðåäëàãàò êîíñòðóêöèè íà (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå

äîñòèãàùè òàçè ãðàíèöà ñ êîäîâè äóìè îò òèïà {0, x,−x, y,−y}, íÿêîëêî ðåêóð-
ñèâíè êîíñòðóêöèè íà òàêèâà êîäîâå, êàêòî è îòãîâàðÿò íà âúïðîñà çà ñúùåñòâó-

âàíåòî èì çà v ≤ 62. Â íàøåòî èçñëåäâàíå ðåøàâàìå çàäà÷àòà çà ñúùåñòâóâàíåòî
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íà (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36] çà âñè÷êè

íåðåøåíè ñëó÷àè çà v ≤ 155 è êëàñèôèöèðàìå òåçè ñ v ≤ 114. Çà öåëòà èçïîëçâà-

ìå àëãîðèòúìà çà êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíèòå (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè

êîäîâå, êàòî ðàçðàáîòâàìå íåãîâà âåðñèÿ çà ïðåñìÿòàíå íà ïàðàëåëåí êîìïþòúð.

Òàêà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå íè ñà ïîëó÷åíè êàòî å èçïîëçâàí áúëãàðñêèÿ ñóïåðêîì-

ïþòúð BlueGene.

Òúé êàòî àëãîðèòúìúò å ïîäîáåí íà òîçè çà êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòèìàëíè-

òå (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå, òóê ùå ïðåäñòàâèì ñàìî îñîáåíîñòèòå

íà ïàðàëåëíàòà ìó ðåàëèçàöèÿ. Àëãîðèòúìúò å îò òèïà òúðñåíå ñ âðúùàíå è ìî-

æå óñïåøíî äà ñå èìïëåìåíòèðà íà ïàðàëåëåí êîìïþòúð ñ óñêîðÿâàíå áëèçêî äî

îïòèìàëíîòî [122].

Äà ðàçãëåäàìå ïðåòúðñâàíå â äúëáî÷èíà èìïëåìåíòèðàíî ÷ðåç ñòåê. Ïðè ïîñ-

ëåäîâàòåëíèÿ àëãîðèòúì âèíàãè ðàáîòèì ñ íàé-ãîðíèÿ åëåìåíò îò ñòåêà, ò.å. èç-

ïîëçâàìå ãî â òåêóùîòî ðåøåíèå, ïðåìàõâàìå ãî îò ñòåêà è ïîñòàâÿìå íà íåãîâî

ìÿñòî íàñëåäíèöèòå ìó. Çà äà íàïðàâèì òúðñåíåòî ïàðàëåëíî, çàìåíÿìå ñòåêà ñ

deque (double ended queue) è ðåàëèçèðàìå òúðñåíåòî ïî ñúùèÿ íà÷èí. Âèíàãè äà-
âàìå íà äðóã ïðîöåñîð ïîñëåäíèÿ åëåìåíò îò deque è òîé çàïî÷âà äà ãî çàìåíÿ ñ

íåãîâèòå íàñëåäíèöè.

Â [122] ñà ðàçãëåäàíè äâà òèïà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà òúðñåíå ñ âðúùàíå.

Ðàíäîìèçèðàíî òúðñåíå è ãëîáàëåí êîíòðîë. Ïðè òúðñåíåòî ñ âðúùàíå ñ ãëîáà-

ëåí êîíòðîë åäèí èëè íÿêîëêî ïðîöåñîðà ñå èçïîëçâàò åäèíñòâåíî çà óïðàâëåíèå

íà êîìóíèêàöèÿòà, äîêàòî ïðè ðàíäîìèçèðàíîòî òúðñåíå ñ âðúùàíå ñâîáîäíèÿ

ïðîöåñîð ñå îáðúùà çà ðàáîòà êúì ïðîèçâîëíî èçáðàí äðóã ïðîöåñîð. Â íàøàòà

ðåàëèçàöèÿ èçïîëçâàìå ãëîáàëåí êîíòðîë êàòî èçáèðàìå çà ìåíèäæúð ïðîöåñîðà
ñ íîìåð 0. Òîçè ïðîöåñîð èçïúëíÿâà ñàìî ôóíêöèè ñâúðçàíè ñ êîìóíèêàöèÿòà ñ

îñòàíàëèòå.

Â íà÷àëîòî íà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà, âñè÷êè âúðõîâå íà äúðâîòî íà ðåøå-

íèÿòà îò ïúðâî íèâî ñå êîíñòðóèðàò îò âñè÷êè ïðîöåñîðè. Íåêà òåõíèÿò áðîé äà

å F . Òàêà âñåêè ïðîöåñîð ñ íîìåð 0 < p ≤ F çàïî÷âà äà ðàçøèðÿâà p-òèÿ âðúõ îò

ïúðâî íèâî.

Ìåíèäæúðúò:

• Çíàå êîé ïðîöåñîð ðàáîòè ñ âðúõ îò íàé-íèñêî íèâî.

• Êîãàòî ïðîöåñîðúò çàâúðøè ðàáîòàòà ñè, ìó êàçâà

� îò êîé ïðîöåñîð äà ïîëó÷è ðàáîòà,

� äà ïðèêëþ÷è ðàáîòà.
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Âñåêè îò îñòàíàëèòå ïðîöåñîðè:

• Èçïðàùà ñúîáùåíèå íà ìåíèäæúðà êîãàòî îñòàíå áåç ðàáîòà.

• Èçïðàùà ñúîáùåíèå íà ìåíèäæúðà êîãàòî ñìåíÿ íèâîòî íà ïúðâèÿ ñè âðúõ.

• Ïîäåëÿ ðàáîòàòà ñè ñ äðóã ïðîöåñîð, àêî ìåíèäæúðúò ìó êàæå.

Òúé êàòî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä, ïðè çàìÿíàòà íà âðúõ

ñ íåãîâèòå íàñëåäíèöè, ïðèëàãàìå òåñòà çà ìèíèìàëíîñò, çà äà ïðîâåðèì íàëè÷è-

åòî íà åêâèâàëåíòíè ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêè ðåøåíèÿ. Òàêà äîáàâÿìå â deque

ñàìî íàñëåäíèöè íà ðåøåíèÿ, çà êîèòî íÿìà âå÷å êîíñòðóèðàíè åêâèâàëåíòíè íà

òåêóùîòî. Ñúîáùåíèåòî, êîåòî ìåíèäæúðà èçïðàùà êúì ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñîð ñú-

äúðæà âúðõúò, êîéòî òðÿáâà äà ñå çàìåíè ñ íåãîâèòå íàñëåäíèöè è òåêóùîòî ÷àñ-

òè÷íî ðåøåíèå. Òîâà å äîñòàòú÷íî çà ïðîöåñîðà, çà äà çàïî÷íå ðàáîòàòà ñè îòíîâî.

Ïðåäîñòàâÿìå ìó âðúõ îò íàé-íèñêîòî íàëè÷íî íèâî, êîéòî å âåðîÿòíî äà ñå íóæ-

äàå îò íàé-ìíîãî âðåìå, çà äà áúäå îáðàáîòåí íàïúëíî è òàêà ùå çàåìå ðåñóðñà

íà ïðîöåñîðà çà äúëãî. Òàêà ìèíèìèçèðàìå êîìóíèêàöèÿòà ñ ìåíèäæúðà, êîÿòî

îòíåìà ìíîãî âðåìå.

Êîíñòðóèðàíèòå îò íàñ (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñà äîñòúïíè íà

http://www.moi.math.bas.bg/∼tsonka. Â òàáëèöà 7.1.3 îò ïðèëîæåíèåòî ñà ïðåäñ-

òàâåíè ðåçóëòàòèòå îò êëàñèôèêàöèÿòà äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò íà

äîñòèãàùèòå ãðàíèöàòà îò [36] (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 114.

Â êîëîíàòà s å ïîñî÷åí áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè íà êîäà. Ñëåä òîâà å ïîñî÷åí

áðîÿò íà âñè÷êè êîäîâå è òîçè íà ñúâúðøåíèòå èçìåæäó òÿõ. Êàêòî è â òàáëèöà-

òà çà (v, 4, 2, 1), ïðåäñòàâÿìå è åäèí îò êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå. Êîãàòî èçìåæäó

êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå èìà ñúâúðøåíè, å äàäåí òàêúâ êîä.

Â òàáëèöà 7.1.4 îò ïðèëîæåíèåòî ñìå îáîáùèëè íàøèòå ðåçóëòàòè çà ñúùåñò-

âóâàíå íà äîñòèãàùèòå ãðàíèöàòà îò [36] (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ

115 ≤ v ≤ 155. Â êîëîíàòà ñúâúðøåí èìà îòìåòêà
√
, êîãàòî êîäúò å ñúâúðøåí.

Ïðèìåðè íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ 29 ≤ v ≤ 62 ñà ïðåäñòàâåíè â

[36], íî òå ñå ñúñòîÿò ñàìî îò êîäîâè äóìè îò âèäà {0, x,−x, y,−y} è çàòîâà ñà

ñúâúðøåíè ñàìî çà v ≡ 1 (mod 12). Â òàáëèöà 7.1.4 ñà äàäåíè ñúâúðøåíè êîäîâå

÷èèòî êîäîâè äóìè ñà áåç îãðàíè÷åíèå çà âèäà èì.

Ïðåäè íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå áÿõà èçâåñòíè ïðèìåðè íà äîñòèãàùè ãðàíèöàòà

îò [36] (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå çà

• v ñå äåëè íà 12 è s > 1

• v ≡ 154 (mod 924)
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• 76 ñòîéíîñòè íà v çà 63 ≤ v ≤ 155, çà êîèòî íå å óñòàíîâåíî íåñúùåñòâóâàíå.

Â íàøàòà ðàáîòà

• Íàìåðåíè ñà ïðèìåðè íà äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36] îïòè÷íè îðòîãîíàëíè

êîäîâå ñ v, êîåòî ñå äåëè íà 12 çà äúëæèíè 108, 120, 132 è 144.

• Óñòàíîâåíî å, ÷å íå ñúùåñòâóâà äîñòèãàù ãðàíèöàòà îò [36] (154, 5, 2, 1) îïòè-

÷åí îðòîãîíàëåí êîä. Ïðîáëåìúò çà ñúùåñòâóâàíåòî íà äîñòèãàùè ãðàíèöàòà

îò [36] îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≡ 154 (mod 924) îñòàâà îòâîðåí.

• Óñòàíîâåíî å íåñúùåñòâóâàíåòî íà äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36] îïòè÷íè îð-
òîãîíàëíè êîäîâå ñ 63 ≤ v ≤ 155 çà v = 63, 72, 84, 86, 96, 122 è 154. Â

îñòàíàëèòå ñëó÷àè ñà ïðåäñòàâåíè ïðèìåðè íà äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36]

îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå. Íàïðàâåíà å è êëàñèôèêàöèÿ çà v ≤ 114.

Ïîëó÷åíèòå â òàçè ðàáîòà ðåçóëòàòè çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà v ìîãàò äà áú-

äàò èçïîëçâàíè è â ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè. Àêî ðåêóðñèâíèòå êîíñòðóêöèè îò

òåîðåìè 9.5, 9.6, 9.7, 9.8 è 9.9 îò [36] ñå ïðèëîæàò êúì ðåçóëòàòèòå îò äèðåêòíèòå

êîíñòðóêöèè îò [36], ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâàò äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36] (v, 5, 2, 1)

îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå çà 222 ñòîéíîñòè íà v ≤ 1000, çà 883 ñòîéíîñòè íà

v ≤ 5000 è çà 1641 ñòîéíîñòè íà v ≤ 10000. Àêî ñå ïðèëîæàò ñúùèòå ðåêóðñèâíè

êîíñòðóêöèè êúì ðåçóëòàòèòå îò [36] è êúì ïîëó÷åíèòå îò íàñ ðåçóëòàòè, ñëåäâà ÷å

ñúùåñòâóâàò äîñòèãàùè ãðàíèöàòà îò [36] (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå

çà 305 ñòîéíîñòè íà v ≤ 1000, çà 1067 ñòîéíîñòè íà v ≤ 5000 è çà 1964 ñòîéíîñòè

íà v ≤ 10000.

Çà äà ïðîâåðèì êîðåêòíîñòòà íà ïîëó÷åíèòå êîìïþòúðíè ðåçóëòàòè:

1. ñðàâíèõìå íàøèòå ðåçóëòàòè ñ òåçè, ïîëó÷åíè â [36] è íå íàìåðèõìå ðàçëè÷èÿ;

2. çà v ≤ 92 ïîëó÷èõìå åäíàêâè ðåçóëòàòè ñ ïîñëåäîâàòåëíà è ïàðàëåëíà âåðñèÿ

íà ðàçðàáîòåíèòå îò íàñ êîìïþòúðíè ïðîãðàìè.

7.2 Îïòèìàëíè (v, 3, 1) äâîè÷íè öèêëè÷íî - ïåðìóòàöèîííè
êîíñòàíòíî - òåãëîâíè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 61

Åäèí îò íàé-èíòåðåñíèòå êëàñîâå íà êîíñòàíòíî-òåãëîâíèòå êîäîâå å òîçè íà

öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå. Öèêëè÷íî - ïåðìóòàöè-
îííèòå êîäîâå (cyclically permutable codes, CPC) ñà âúâåäåíè îò Gilbert [100] ïðåç
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1963 ãîäèíà çà èçïîëçâàíå ïðè CDMA êîìóíèêàöèèòå. Òîâà ñà äâîè÷íè áëîêîâè

êîäîâå ñ äúëæèíà n, òàêèâà ÷å âñÿêà êîäîâà äóìà èìà n ðàçëè÷íè öèêëè÷íè çàâúð-

òàíèÿ è íèòî åäíà êîäîâà äóìà íå ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà êàòî öèêëè÷íî çàâúðòàíå

íà íÿêîÿ äðóãà êîäîâà äóìà. Öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè
êîäîâå ñà åäíîâðåìåííî êîíñòàíòíî-òåãëîâíè è öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè. Òåçè êî-

äîâå ñà èçñëåäâàíè â [18, 158, 161] è ñà ïðèëîæåíè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà ïîñëå-

äîâàòåëíîñòè çà êîìóíèêàöèîííè êàíàëè áåç îáðàòíà âðúçêà èçïîëçâàíè åäíîâðå-

ìåííî îò ìíîãî ïîòðåáèòåëè.

Äà îçíà÷èì ñ Zv ïðúñòåíà íà öåëèòå ÷èñëà ïî ìîäóë v, à ñ ⊕ è � ñúáèðàíåòî

è óìíîæåíèåòî â íåãî.

Äâîè÷íèÿò (v, k, λ) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí (CPCW)

êîä C å êîëåêöèÿ îò {0, 1} ïîñëåäîâàòåëíîñòè ñ äúëæèíà v è òåãëî ïî Õåìèíã

k òàêúâ, ÷å:
v−1∑
i=0

x(i)x(i⊕ j) ≤ λ, 1 ≤ j ≤ v − 1 (7.7)

v−1∑
i=0

x(i)y(i⊕ j) ≤ λ, 0 ≤ j ≤ v − 1 (7.8)

çà âñè÷êè äâîéêè ðàçëè÷íè ïîñëåäîâàòåëíîñòè x, y ∈ C. Ñúùàòà äåôèíèöèÿ å

âàëèäíà è çà (v, k, λ) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä.

Äâà (v, k, λ) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäà C è C ′ ñà

èçîìîðôíè, àêî ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ íà Zv, êîÿòî ñúïîñòàâÿ íà ñúâêóïíîñò îò
òðàíñëàöèè íà âñÿêà êîäîâà äóìà îò C ñúâêóïíîñò îò òðàíñëàöèè íà êîäîâà äóìà

îò C ′.

Äâà (v, k, λ) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäà ñà ìóëòèï-
ëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè, àêî ñå ïîëó÷àâàò åäèí îò äðóã ÷ðåç ïðèëàãàíå íà àâòî-
ìîðôèçúì íà Zv è çàìÿíà íà êîäîâè äóìè ñ íÿêîè òåõíè òðàíñëàöèè.

Íåêà Φ(v, k, 1) äà å íàé-ãîëåìèÿò âúçìîæåí ðàçìåð íà (v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåð-

ìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä. Çà êîäîâå ñ λ = 1 èìàìå ñëåäíàòà ãîðíà

ãðàíèöà [46]

Φ(v, k, λa, λc) ≤
⌊

(v − 1)

k(k − 1)

⌋
.

Àêî Φ(v, k, 1) å òî÷íî (v − 1)/k(k − 1), òî (v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèÿ êîí-

ñòàíòíî-òåãëîâåí êîä ñå íàðè÷à ñúâúðøåí è ñúîòâåòñòâà íà öèêëè÷åí 2-(v, k, 1)

äèçàéí è íà öèêëè÷íî (v, k, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî. 2-(v, 3, 1) äèçàéíúò ñå íàðè÷à

ñúùî Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè è ñå îçíà÷àâà ñ STS(v).

Â [6] è [46] å ïîêàçàíî, ÷å öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êî-

äîâå ñúùåñòâóâàò, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî v 6≡ 14 èëè 20 (mod 24). Äî íàøàòà
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ðàáîòà íå áÿõà èçâåñòíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè

êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, íî èìàøå òàêèâà çà Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè

îò ðåä v ñ v ≤ 57 [52]. Ïî-òî÷íî çà v = 19, 21, 25, 27, 31, 33, 37, 39, 43, 45, 49, 51, 55,

è 57. Èçìåæäó òÿõ, äèçàéíèòå ñ v = 19, 25, 31, 37, 43, 49 è 55 ñà åêâèâàëåíòíè íà

(v, 3, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, äîêàòî äèçàéíèòå ñ

v = 121, 27, 33, 39, 45, 51 è 57 èìàò ïî åäíà êúñà îðáèòà. Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò

òðîéêè ñà èíòåðåñåí êëàñ äèçàéíè ñ ìíîãî ðàçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿòà íà

êîäèðàíåòî (âèæ íàïðèìåð [183] çà âðúçêàòà èì ñúñ ñúâúðøåíè êîäîâå).

Íèå êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò îïòèìàë-

íèòå (v, 3, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ v ≤ 61. Ïî

òîçè íà÷èí êúì èçâåñòíèòå âå÷å êëàñèôèêàöèè íà öèêëè÷íè STS(v) äîáàâÿìå è

òàêàâà çà v = 61 êàòî ñúùåâðåìåííî ïîâòàðÿìå è ðåçóëòàòèòå çà öèêëè÷íè STS(v)

çà v ≤ 57.

Çà öåëòà íà êëàñèôèêàöèÿòà, ñúïîñòàâÿìå íà âñÿêà êîäîâà äóìà C = {c1, c2, c3}
âåêòîð ~C = (c1, c2, c3), òàêúâ ÷å c1 < c2 < c3. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ïðèåìàìå, ÷å

c1 = 0.

Íåêà ~C1 è ~C2 ñà äâà âåêòîðà ñúîòâåòñòâàùè íà êîäîâèòå äóìè C1 è C2. Êîãàòî

êàçâàìå, ÷å ïåðìóòàöèÿòà ϕ ñúïîñòàâÿ íà ~C1 âåêòîðà ~C2, ϕ( ~C1) = ~C2, èìàìå ïðåä-

âèä, ÷å ϕ(C1) = C ′2, C2 å íàé-ìàëêàòà òðàíñëàöèÿ íà C
′
2, à ~C2 å âåêòîðúò ñúïîñòàâåí

íà êîäîâàòà äóìà C2. Ïî òàçè ïðè÷èíà å âúçìîæíî äâå ðàçëè÷íè ïåðìóòàöèè äà

ñúïîñòàâÿò íà äàäåí âåêòîð åäèí è ñúù âåêòîð.

Êàêòî ïðè êëàñèôèêàöèÿòà íà (v, 4, 2, 1) è (v, 5, 2, 1) îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè

êîäîâå, ñúçäàâàìå ìàñèâ L îò âñè÷êè 3-ìåðíè âåêòîðè íàä Zv, êîèòî ìîãàò äà

ñà êîäîâè äóìè, ò.å. ïî-ìàëêè ñà îò ñâîèòå òðàíñëàöèè. Ïîäðåæäàìå ãè â ëåêñè-

êîãðàôñêè ðåä. Êúì âñåêè âåêòîð ïðèëàãàìå ïåðìóòàöèèòå ϕi, i = 1, 2, ...m − 1

è äîáàâÿìå ñàìî òåçè, êîèòî íå ñà âå÷å â ìàñèâà. Â ìàñèâà ñúõðàíÿâàìå è îùå

m − 1 âåêòîðà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà ~C ñëåä êàòî ñå ïðèëîæàò ïåðìóòàöèèòå

ϕi, i = 1, 2, ...m − 1. Ïî òîçè íà÷èí åëåìåíòèòå íà ìàñèâà L, Lx, x = 0, 1, ..., f ñà

âñè÷êè âúçìîæíè âåêòîðè íà êîäîâè äóìè è ñà ñâúðçàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• àêî x ≡ 0 (mod m), òî Lx íå ìîæå äà áúäå ñúïîñòàâåí íà íÿêîé âåêòîð ïðåäè

íåãî â ìàñèâà,

• àêî x ≡ i (mod m), òî Lx ñå ïîëó÷àâà îò Lx−i ÷ðåç ïåðìóòàöèÿòà ϕi.

Ïðè òàçè îðãàíèçàöèÿ íà ìàñèâà L å âúçìîæíî íÿêîè êîäîâè äóìè äà ñå

ïîÿâÿò ïî-âå÷å îò âåäíúæ â íåãî. Çàòîâà çà âñÿêî Lx ïàçèì ñúùî è íàé-ìàëêîòî

a, òàêîâà ÷å Lx = Ly è y ≡ a (mod m). Çàïèñâàìå ñòîéíîñòòà íà a íà ìÿñòîòî

íà ïúðâàòà êîîðäèíàòà íà êîäîâàòà äóìà c1, òúé êàòî òÿ å âèíàãè 0. Òàêà çà

156



âñÿêî x ìîæåì äèðåêòíî äà îïðåäåëèì íàé-ìàëêîòî y, òàêîâà ÷å Ly å ïîëó÷åí

÷ðåç ïðèëàãàíå âúðõó Lx íà ñúîòâåòíà ïåðìóòàöèÿ îò ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè

íà Zv.

Êîíñòðóèðàìå êîäîâåòå êàòî ïðèëàãàìå òúðñåíå ñ âðúùàíå â åëåìåíòèòå íà

ìàñèâà L äîêàòî íàìåðèì s êîäîâè äóìè Lx1 , Lx2 , ..., Lxs . Áåç çàãóáà íà îáùíîñò

ïðèåìàìå, ÷å x1 ≡ 0 (mod m). Íà ïðàêòèêà íèå ðàáîòèì ñ íîìåðàòà xi íà êîäî-

âèòå äóìè îò L, êîèòî ñúõðàíÿâàìå â ìàñèâ, òàêà ÷å âñåêè åëåìåíò å ïî-ãîëÿì îò

ñëåäâàùèÿ, ò.å. x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xs.

Èçáèðàìå r+1-òà êîäîâà äóìà Lxr+1 (xr+1 > xr), òàêà ÷å äà íÿìà îáùè ðàçëèêè

ñ ïðåäèøíèòå, âå÷å èçáðàíè, r. Ïðèëàãàìå ñúùî ϕi, i = 1, 2, ...,m êúì òåêóùîòî

÷àñòè÷íî ðåøåíèå. Àêî ïîëó÷åíèÿ ìàñèâ å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëúê îò òåêóùèÿ,

òîâà îçíà÷àâà, ÷å âå÷å å áèë ðàçãëåæäàí åêâèâàëåíòåí ïîäêîä ñ r+ 1 êîäîâè äóìè

è íèå òúðñèì ñëåäâàùà âúçìîæíîñò çà r + 1-âà êîäîâà äóìà.

Â òàáëèöà 7.2.1 ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè çà îï-

òèìàëíèòå (v, 3, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñ 13 ≤
v ≤ 61. Ñëåä ñòîéíîñòòà íà v å ïîñòàâåíî p, àêî êîäúò å ñúâúðøåí. Êàêòî è â

äðóãèòå òàáëèöè, áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè å îçíà÷åí ñ s.

Òàáëèöà 7.2.1 Ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè îïòèìàëíè (v,3,1)

öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå
v s # (v,3,1) CPCW êîäîâå
13p 2 1
14 1 3
15 2 5
16 2 3
17 2 5
18 2 12
19p 3 4
20 2 23
21 3 25
22 3 20
23 3 40
24 3 107
25p 4 12
26 4 36
27 4 128
28 4 164
29 4 400
30 4 1376

v s # (v,3,1) CPCW êîäîâå
31p 5 80
32 5 242
33 5 1212
34 5 1360
35 5 6762
36 5 12784
37p 6 820
38 5 35120
39 6 15678
40 6 19794
41 6 68784
42 6 185376
43p 7 9508
44 6 621888
45 7 257886
46 7 231616
47 7 1137664
48 7 2712394
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v s # (v,3,1) CPCW êîäîâå
49p 8 157340
50 8 550528
51 8 3642484
52 8 4204688

v s # (v,3,1) CPCW êîäîâå
53 8 21282112
54 8 54243072
55p 9 3027456
56 9 8660480

v s # (v,3,1) CPCW êîäîâå
57 9 68638238
58 9 74974976
59 9 446472448
60 9 ≥ 455000000
61p 10 42373196

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî êîäîâåòå ñà ñúâúðøåíè è îòãîâàðÿò íà öèêëè÷íè Ùàéíå-

ðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè, ïîëó÷àâàìå ñúùèòå ðåçóëòàòè êàêòî è â [52]. Îò êëàñèôè-

êàöèÿòà íà ñúâúðøåíèòå (61, 3, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè

êîäîâå, ïîëó÷àâàìå ÷å ñúùåñòâóâàò 42373196 íå åêâèâàëåíòíè öèêëè÷íè STS(61),

êîåòî å íîâ ðåçóëòàò.

Çà äà ïðîâåðèì êîðåêòíîñòòà íà ïîëó÷åíèòå îò íàñ ðåçóëòàòè, êîíñòðóèðàõ-

ìå ñúùî è öèêëè÷íèòå STS(v), êîèòî èìàò åäíà êúñà îðáèòà è íå ñà öèêëè÷íî-

ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå. Îðáèòàòà å ñ äúëæèíà v/3 è å îò âèäà

{0, v/3, 2v/3}. Ïîâòîðèõìå êëàñèôèêàöèÿòà íà öèêëè÷íèòå STS(v) ñ åäíà êúñà îð-

áèòà çà v = 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51 è 57 è ïîëó÷èõìå ñúùèòå ðåçóëòàòè êàêòî è â

[52].

7.3 Êëàñèôèêàöèÿ íà (v, k, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñò-
âà ñ ìàëêè ïàðàìåòðè

Äåôèíèöèÿ 7.3.1. Íåêà B äà å ïîäìíîæåñòâî íà àäèòèâíàòà ãðóïà G. Îçíà-
÷àâàìå ñ ∆B âñè÷êè âúçìîæíè ðàçëèêè b − b′, êúäåòî (b, b′) å íàðåäåíà äâîéêà
îò ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà B. Ïî-îáùî, àêî F = {B1, B2, . . . , Bn} å êîëåêöèÿ îò
ïîäìíîæåñòâà íà G, òî ðàçëèêèòå îò F, êîèòî ùå îçíà÷àâàìå ñ ∆F, ôîðìè-
ðàò ìóëòèìíîæåñòâî ïîëó÷åíî ÷ðåç îáåäèíÿâàíå íà ∆B1, . . . ,∆Bn. F å (v, k, 1)

ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî (DF), àêî G å îò ðåä v, âñÿêî Bi å ñ ðàçìåð k ≥ 3 è ∆F ïîê-
ðèâà âñåêè íå íóëåâ åëåìåíò íà G òî÷íî âåäíúæ. Êîãàòî G = Zv, ðàçíîñòíîòî
ìíîæåñòâî ñå íàðè÷à öèêëè÷íî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî (CDF).

Êëàñèôèêàöèÿòà íà öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ
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êàêòî îò èçñëåäîâàòåëñêà ãëåäíà òî÷êà, òàêà è çàðàäè ïðèëîæåíèåòî èì ïðè êîíñò-

ðóèðàíåòî íà äðóãè âèäîâå êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè. Èçâåñòíè ñà òåõíè ïðèëîæå-

íèÿ ïðè åäíî-ôàêòîðèçàöèÿ íà ïúëíè ãðàôè è ïðè öèêëè÷íî ðàçðåøèìè öèêëè÷íè

Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè [90], êàêòî è çà êîíñòðóèðàíåòî íà ðåãóëÿðíè LDPC

êîäîâå [91]. Â [114] å ïðåäñòàâåíà åôåêòèâíà êîíñòðóêöèÿ íà íîâè îïòèìàëíè ñèñ-

òåìè ñúñ ñúâúðøåíà ñèãóðíîñò íà áàçàòà íà ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà. Îïòèìàëíè

ïîñëåäîâàòåëíîñòè çà ïðåñêà÷àíå íà ÷åñòîòè ìîãàò ñúùî äà áúäàò êîíñòðóèðàíè

îò (v, k, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà.

Öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñà åêâèâàëåíòíè íà íÿêîëêî äðóãè êîìáè-

íàòîðíè ñòðóêòóðè. Åäíà îò äåôèíèöèèòå íà (v, k, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å

ñëåäíàòà

Äåôèíèöèÿ 7.3.2. (v, k, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å ìíîæåñòâî îò k-åëåìåí-
òíè ïîäìíîæåñòâà íà Zv, ÷èèòî ðàçëèêè íÿìàò ïîâòàðÿùè ñå åëåìåíòè.

Ñïèñúêúò îò ðàçëèêè íà ñúâúðøåí (v, k, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä ïîêðè-

âà âñè÷êè íå íóëåâè åëåìåíòè íà Zv è ñëåäîâàòåëíî ôîðìèðà (v, k, 1) öèêëè÷íî

ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî.

(v, k, 1) öèêëè÷íî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíî îò âñåêè îïòè-

ìàëåí ñúâúðøåí (v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä (îïòè-

ìàëåí ñúâúðøåí (v, k, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä) è îò âñåêè îïòèìàëåí äâîè÷åí

öèêëè÷åí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä ñ òåãëî k è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 2(k − 1).

Öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñ v ≡ k (mod k(k − 1)) íå ñúîòâåòñòâàò íà

öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå (îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êî-

äîâå) è íà äâîè÷íè öèêëè÷íè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå.

Èìà åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó (v, k, 1) öèêëè÷íèòå ðàíîñòíè ìíîæåñòâà

è öèêëè÷íèòå 2-(v, k, 1) äèçàéíè. Íà ôèã. 7.3, íà ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà, å ïðåäñòàâå-

íà âðúçêàòà ìåæäó öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà è èçáðîåíèòå êîìáèíàòîðíè

ñòðóêòóðè.

Òúé êàòî öåëòà íà íàøåòî èçñëåäâàíå å êëàñèôèêàöèÿ íà öèêëè÷íè ðàçíîñòíè

ìíîæåñòâà, å íåîáõîäèìî äà çíàåì êîãà äâå òàêèâà êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè ñà

åêâèâàëåíòíè.

Äåôèíèöèÿ 7.3.3. Äâå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà F = {B1, B2, . . . , Bn} è F′ = {B′1,
B′2, . . . , B

′
n} íàä ãðóïàòà G ñà åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì α íà

G, òàêúâ ÷å çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n ñúùåñòâóâà B′j, êîåòî å òðàíñëàöèÿ íà α(Bi).

Ùå îòáåëåæèì ñúùî, ÷å áðîÿò íà ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíèòå îï-

òèìàëíè ñúâúðøåíè 2-(v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êî-

äîâå (îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå) å ñúùèÿ êàêòî è áðîÿ íà íå åêâèâàëåíòíèòå
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Ôèãóðà 7.3: Âðúçêè íà öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñ äðóãè êîìáè-
íàòîðíè ñòðóêòóðè

a) - Ñúâúðøåí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä è öèêëè÷íî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî
êîäîâè äóìè ðàçëèêè

{0,1,4} 1 3 4 9 10 12

{0,2,8} 2 5 6 7 8 11

b) - Ñâúðçàíèòå ñ òÿõ öèêëè÷åí 2-(13,3,1) äèçàéí è äâîè÷åí öèêëè÷åí (13,3,4)
êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
4 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
5 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
6 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
7 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
12 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
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2-(v, k, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà. Áðîÿò íà íå åêâèâàëåíòíèòå (v, k, 1)

öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà å ñúùèÿ êàêòî è áðîÿ íà ìóëòèïëèêàòèâíî íå åê-

âèâàëåíòíèòå öèêëè÷íè 2-(v, k, 1) äèçàéíè è îáðàòíî.

Â ñëåäâàùèòå òåîðåìè ñà îáîáùåíè èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå íà

öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñ k = 3, 4, 5, 6, 7.

Òåîðåìà 7.3.4. (v, k, 1) öèêëè÷íî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà v ≡ 1, k

(mod k(k − 1)).

Òåîðåìà 7.3.5. ([63]) (v, 3, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà âñÿêî v ≡ 1, 3

(mod 6) ñ èçêëþ÷åíèå íà v = 9.

Òåîðåìà 7.3.6. ([21],[32],[33],[43],[139]) 1. Çà âñÿêà ñòåïåí íà ïðîñòî q ≡ 1 (mod 12)

ñúùåñòâóâà (q, 4, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî â GF (q).
2. Çà âñÿêà ñòåïåí íà ïðîñòî q ≡ 1 (mod 20) ñúùåñòâóâà (q, 5, 1) ðàçíîñòíî

ìíîæåñòâî â GF (q).

Òåîðåìà 7.3.7. ([6],[7]) 1. (12t + 1, 4, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà
1 ≤ t ≤ 50 ñ èçêëþ÷åíèå íà t = 2.

2. (20t+1, 5, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà 1 ≤ t ≤ 50 ñ èçêëþ÷åíèå
íà t = 16, 25, 31, 34, 40, 45.

Òåîðåìà 7.3.8. ([41]) (q, 6, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà âñÿêà ñòåïåí
íà ïðîñòî q ≡ 1 (mod 30) ñ èçêëþ÷åíèå íà q = 61.

Òåîðåìà 7.3.9. ([42]) (q, 7, 1) ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà çà âñÿêà ñòåïåí
íà ïðîñòî q ≡ 1 (mod 42) ñ èçêëþ÷åíèå íà q = 43 è å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâà
çà q = 127, 211, 316 è ïðîñòèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà q ∈ [261239791, 1.236597.1013],

òàêèâà ÷å (−3)
(q−1)
14 = 1 â GF (q).

Äî íàøàòà ðàáîòà áÿõà èçâåñòíè êëàñèôèêàöèè çà k = 3 è v ≤ 57 [52], k = 4

è v ≤ 64 [44], k = 5 è v ≤ 65 [44], k = 6 è v = 91 [51], [118] è k = 7 è v = 91

[16]. Íèå ðàçøèðÿâàìå òåçè ðåçóëòàòè êàòî êëàñèôèöèðàìå öèêëè÷íè ðàçíîñòíè

ìíîæåñòâà ñ k ≤ 11 è ìàëêè ñòîéíîñòè íà v.

Çàðàäè âðúçêàòà íà öèêëè÷íèòå ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà ñ îïòè÷íèòå îðòîãî-

íàëíè êîäîâå è öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, ìîæåì

äà èçïîëçâàìå ïîäîáåí íà àëãîðèòúìà îïèñàí â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë. Îòíîâî ôîð-

ìèðàìå ìàñèâ ñ âñè÷êè ìíîæåñòâà B îò k åëåìåíòà íà Zv, êîèòî ìîãàò äà ñà îò

F, ò.å. òå ñà ïî-ìàëêè îò âñè÷êè òåõíè òðàíñëàöèè è ∆B íå ñúäúðæà ïîâòàðÿùè

ñå ðàçëèêè. Ãîëÿìà ÷àñò îò ìíîæåñòâàòà íà åäíî öèêëè÷íî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî
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èìàò v − 1 òðàíñëàöèè. Àêî v ≡ k (mod k(k − 1)), åäíî îò ìíîæåñòâàòà èìà v/k

òðàíñëàöèè è å åêâèâàëåíòíî íà {0, v/k, 2v/k, . . . , (k−1)v/k}. Ïúðâî äîáàâÿìå òîâà
ìíîæåñòâî. Ñëåä òîâà ïðèëàãàìå òúðñåíå ñ âðúùàíå, çà äà èçáåðåì ìíîæåñòâàòà

ñ v − 1 òðàíñëàöèè îò ìàñèâà.

Òàêà ïîâòàðÿìå âñè÷êè èçâåñòíè ïðåäèøíè êëàñèôèêàöèè çà öèêëè÷íè ðàç-

íîñòíè ìíîæåñòâà êàòî âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ñúùèòå ðåçóëòàòè. Òåçè

ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè îò ìíîãî àâòîðè â ðàçëè÷íè ðàáîòè è ñìÿòàìå, ÷å ñúáèðà-

íåòî èì íà åäíî ìÿñòî å ìíîãî ïîëåçíî êàêòî çà ðàçëè÷íè ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæå-

íèÿ, òàêà è çà áúäåùè íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ. Êúì òÿõ äîáàâÿìå è êëàñèôèêàöèèòå

çà k ≤ 7 íà (61, 3, 1), (73, 4, 1), (76, 4, 1), (81, 5, 1) è (85, 5, 1) öèêëè÷íèòå ðàçíîñò-

íè ìíîæåñòâà, êàêòî è ïðàâèì ïúðâèòå êëàñèôèêàöèè çà k ≥ 7. Ðåçóëòàòèòå ñà

îáîáùåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

Òàáëèöà 7.3.1 Íå åêâèâàëåíòíè öèêëè÷íè (v,k,1) ðàçíîñòíè ìíîæåñòâà

(ìóëòèïëèêàòèâíî íå åêâèâàëåíòíè öèêëè÷íè 2-(v,k,1) äèçàéíè)
v k áðîé
7 3 1
9 3 0
13 3 1
15 3 2
19 3 4
21 3 7
25 3 12
27 3 8
31 3 80
33 3 84
37 3 820
39 3 798
43 3 9508
45 3 11616
49 3 157340
51 3 139828
55 3 3027456
57 3 2353310
61 3 42373196

v k áðîé
13 4 1
16 4 0
25 4 0
28 4 0
37 4 2
40 4 10
49 4 224
52 4 206
61 4 18132
64 4 12048
73 4 1426986
76 4 1113024
21 5 1
25 5 0
41 5 1
45 5 0
61 5 10
65 5 2
81 5 528

v k áðîé
85 5 170
31 6 1
36 6 0
61 6 0
66 6 0
91 6 4
96 6 0
43 7 0
49 7 0
85 7 0
91 7 2
57 8 1
64 8 0
73 9 1
81 9 0
91 10 1
100 10 0
111 11 0
121 11 0

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñà ñúâìåñòíè ñúñ Ñâåòëàíà Òîïàëîâà è ñà ïóáëèêó-

âàíè â [228, 229, 230, 231, 232].
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Ïðèëîæåíèå À

Ðàäèóñè íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå íåãàöèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî
26

Òàáëèöà 3.1.1

� n k d R(C) Ïîðàæäàù ïîëèíîì
1 4 2 3 1 112
2 6 4 2 2 101
3 6 2 3 4 10201
4 8 4 3 2 10102
5 10 8 2 2 101
6 10 6 4 2 11021
7 10 4 6 5 1110121
8 10 2 5 6 102010201
9 12 10 2 2 112
10 12 8 2 4 10001
11 12 8 3 2 12211
12 12 6 3 4 1220122
13 12 6 3 3 1002002
14 12 4 3 8 100020001
15 12 4 6 6 122122211
16 12 2 9 8 12202110122
17 14 12 2 2 101
18 14 8 5 3 1101011
19 14 6 6 5 111202111
20 14 2 7 8 1020102010201
21 16 8 3 4 100010002
22 18 16 2 2 101
23 18 14 2 4 10201
24 18 12 2 6 1000001
25 18 10 3 6 101000101
26 18 8 3 8 10201010201
27 18 6 3 12 1000002000001
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28 18 4 6 12 101000202000101
29 18 2 9 12 10201020102010201
30 20 18 2 1 112
31 20 16 2 4 10001
32 20 16 3 2 10111
33 20 14 3 3 1102102
34 20 14 4 3 1100222
35 20 12 5 4 112212211
36 20 12 4 4 102000101
37 20 12 4 4 101120111
38 20 12 3 4 122020211
39 20 10 7 5 12201101002
40 20 10 3 5 10000200002
41 20 10 6 4 11121011012
42 20 8 6 10 1020100010101
43 20 8 6 8 1220021100211
44 20 8 8 7 1122201022211
45 20 8 5 7 1102000121201
46 20 6 9 9 101212021220212
47 20 6 9 8 120121010211212
48 20 4 5 12 10002000100020001
49 20 4 12 11 11021100212101201
50 20 2 15 13 1120221011202210112
51 22 20 2 2 101
52 22 12 5 4 10002020201
53 22 10 6 10 1010201010001
54 22 2 11 14 102010201020102010201
55 24 20 2 2 10102
56 24 16 2 8 100000001
57 24 16 3 4 102020101
58 24 12 3 8 1020200010202
59 24 12 3 6 1000001000002
60 24 8 3 16 10000000200000001
61 24 8 6 12 10102020201020201
62 24 4 9 16 102020002010100010202
63 26 24 2 2 101
64 26 20 3 3 1000201
65 26 20 3 2 1010201
66 26 18 3 6 102000001
67 26 18 3 5 101020001
68 26 14 5 6 1020200020201
69 26 14 4 6 1010101020101
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70 26 12 6 9 100010202010001
71 26 12 6 8 102020200000201
72 26 8 7 11 1000001020001010101
73 26 6 9 14 101000100020102020201
74 26 2 13 16 1020102010201020102010201
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Ïðèëîæåíèå Á

Ìèíèìàëåí ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà òðîè÷íèòå öèêëè÷íè êîäîâå ñ
äúëæèíè äî 40

Òàáëèöà 3.5.1 t3[n, k]

k\n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
1 2 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12
2 1 1 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 12
3 1 1 2 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11
4 1 1 2 2 3 4O2 4 5O2 5-6 5-6 6-7 6-8 7-9 7-9 8-10
5 1 1 2 2 3 3D 4 4-5 5O1 5-6 6-7 6-8 7-8 7-9
6 1 1 2 2 2 3 3-4 4-5 4-5 5-6 5-7 6-7 6-8
7 1 1 2 2 2 3 3 4 4-5 5-6 5-6 6-7
8 1 1 2 2 2 3 3 41 4-5 52 5-6
9 1 1 2 2 2 3 3 4 4-5 4-5
10 1 1 1 2 2 3 3 3-4 4-5
11 1 1 1 2 2 3 3 3-4
12 1 1 1 2 2 3 3
13 1 1 1 2 2 3
14 1 1 1 2 2
15 1 1 1 2
16 1 1 1
17 1 1
18 1
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t3[n, k]

k\n 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 13 14 14 15 16 16 17 18 18 19 20
2 12 13 14 14 15 16 16 17 18 18 19
3 11 11 12 13 14 15 15 16 17 17 18
4 8-11 9-11 10-12 10-13 11-13 11-14 12-15 12-15 13-16 13-17 14-17
5 8-9 8-10 9-11 9-11 10-12 10-13 11-13 11-14 12-15 12-15 13-16
6 7-8 7-9 8-9 8-10 9-11 9-12 10-12 10-13 11-14 11-14 12-15
7 6-8 7-8 7-8 8-9 8-10 9-11 9-12 10-12 10-13 11-14 11-14
8 5-7 6-7 6-8 7-8 7-9 8-10 8-11 9-11 9-12 10-13 10-13
9 5-6 5-7 6-7 6-8 7-8 7-9 8-10 8-10 9-11 9-12 10-12
10 4n 5n 5-6 6-7 6-8 7-8 7-9 7-10 8-10 8-11 9-11
11 4n 4 5 5-6 63 6-7 6-8 7-8 7-9 8-9 8-10
12 3-4 4 4 5c 5n 5-6 6-7 6-8 7-8 7-9 8-9
13 3 3-4 4 4 4-5 5 5-6 6-7 6-7 7-8 7 -9
14 2-3 3 3-4 4 4 4-5 5 5-6 64 6-7 7 -8
15 2 2-3 3 3-4 4 4 4-5 5 5-6 6 6- 7
16 2 2 2 3 3D 4 4 4-5 5 5-6 5-6
17 1 2 2 2 3 3D 3-4 4 4-5 5 5-6
18 1 1 2 2 2 3 3D 3-4 4 4-5 5
19 1 1 1 2 2 2 3 3 3-4 4 4-5
20 1 1 1 2 2 2 3 3 3-4 4
21 1 1 1 2 2 2 3 3 3- 4
22 1 1 1 2 2 2 3 3
23 1 1 1 2 2 2 3
24 1 1 1 2 2 2
25 1 1 1 2 2
26 1 1 1 2
27 1 1 1
28 1 1
29 1
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t3[n, k]

k\n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 20 21 22 22 23 24 24 25 26 26
2 20 20 21 22 22 23 24 24 25 26
3 19 19 20 21 21 22 23 23 24 25
4 15-18 15-19 16-19 16-20 17-21 17-21 18-22 19-23 19-23 20- 24
5 14-17 14-17 15-18 15-19 16-19 16-20 17-21 17-21 18-22 19- 23
6 13-16 13-16 14-17 14-18 15-18 15-19 16-20 16-20 17-21 17 -22
7 12-15 12-16 13-16 13-17 14-18 14-18 15-19 15-20 16-20 16- 21
8 11-14 11-15 12-15 12-16 13-17 13-17 14-18 14-18 15-20 16- 20
9 10-13 11-14 11-15 12-15 12-16 13-17 13-17 14-18 14-18 15- 19
10 9-12 10-13 10-14 11-15 11-15 12-16 12-17 13-17 13-18 14- 18
11 9-11 9-12 10-12 10-13 11-14 11-14 12-15 12-16 13-16 13- 17
12 8-10 9-11 9-11 9-12 10-13 10-14 11-14 11-15 12-16 12- 16
13 7-9 8-10 8-10 9-11 9-12 10-13 10-13 11-14 11-15 12- 15
14 7-9 7-9 8-10 8-10 9-11 9-12 10-12 10-13 11-13 11- 14
15 6-7 7-8 7-9 8-10 8-10 9-11 9-11 9-12 10-13 10- 13
16 65 6-7 7-8 7-9 8-9 8-10 8-11 9-11 9-12 10- 13
17 5-6 6 6-7 77 7-8 7-9 8-10 8-10 9-11 9- 11
18 5-6 5-6 6 6-7 7 78 7-9 8-9 8-10 9- 11
19 4-5 5-6 5-6 6 6-7 6-7 7 7-8 8-9 8 -9
20 4-5 4-5 56 5-6 6 6-7 6-7 7 7-8 89

21 4 4-5 4-5 5 5-6 6 6-7 6-7 7 7-8
22 3-4 4 4-5 4-5 5 5-6 5-6 6-7 6-7 7
23 3 3-4 4 4-5 4-5 5 5-6 5-6 6-7 6-7
24 3 3 3-4 4 4-5 4-5 5 5-6 5-6 6- 7
25 2 3 3 3-4 4 4-5 4-5 5 5-6 5-6
26 2 2 3 3 3-4 3-4 4-5 4-5 5 5-6
27 2 2 2 2-3 3 3-4 3-5 4-5 4-5 5
28 1 2 2 2 2-3 3 3-4 3-4 4-5 4-5
29 1 1 2 2 2 2-3 3 3-4 3-4 4-5
30 1 1 1 2 2 2 2-3 3 3-4 3-4
31 1 1 1 2 2 2 2-3 3 3 -4
32 1 1 1 2 2 2 2-3 3
33 1 1 1 2 2 2 2-3
34 1 1 1 2 2 2
35 1 1 1 2 2
36 1 1 1 2
37 1 1 1
38 1 1
39 1
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Ïðèëîæåíèå Â

Ïîäõîäÿùè äâîè÷íè è òðîè÷èíè öèêëè÷íè, òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè è
äâîè÷íè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

Òàáëèöà 4.1.1. Äâîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå.

� [n,k,d] ïîðàæäàù ïîëèíîì ïîäõîäÿù
1. [7,4,3]∗ 1101 t=0,1
2. [7,3,4] 10111 t=0,1
3. [9,3,3]∗ 1001001 t=0,1
4. [9,2,6]o∗ 11011011 t=0,1,2
5. [15,11,3]o∗ 11001 t=0,1
6. [15,10,4]o 101011 t=0,1
7. [15,9,3] 1001111 t=0,1
8. [15,9,4]o 1011101 t=0,1
9. [15,8,4]o 11010001 t=0,1
10. [15,8,4]o 11100111 t=0,1
11. [15,7,3]∗ 110111011 t=0
12. [15,7,5]o∗ 100010111 t=0,1,2
13. [15,6,6]o 1011001101 t=0,1,2
14. [15,6,6]o∗ 1100111001 t=0,1,2
15. [15,5,7]o∗ 10000100001 t=0,1,2,3
16. [15,4,6] 110001100011 t=0,1
17. [15,4,8]o 100110101111 t=0,1,2,3
18. [15,2,10]o∗ 11011011011011 t=0,1,2,3,4
19. [17,9,5]o∗ 100111001 t=0,1,2
20. [17,8,6]o 1101001011 t=0,1,2
21. [21,16,3]o∗ 100011 t=0,1
22. [21,15,3]∗ 1110101 t=0,1
23. [21,15,4]o 1100101 t=0,1
24. [21,14,4]o 0011111 t=0,1
25. [21,13,3]∗ 01001011 t=0,1
26. [21,13,4]o∗ 101111101 t=0,1
27. [21,12,4] 1111011101 t=0,1
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28. [21,12,5]∗ 1100110111 t=0,1,2
29. [21,11,6]o 10101011001 t=0,1,2
30. [21,10,5] 100110000101 t=0,1,2
31. [21,9,6] 1011001010011 t=0,1,2
32. [21,9,8]o 1001001000001 t=0,1,2,3
33. [21,8,6] 11101011110101 t=0,1,2
34. [21,8,6] 10110111101101 t=0,1,2
35. [21,7,8]o 110001110111001 t=0,1,2,3
36. [21,6,7]∗ 1010110011101111 t=0,1,2,3
37. [21,6,8]o 1010010011001011 t=0,1,2,3
37. [21,5,10]o∗ 11111010100110001 t=0,1,2,3,4
39. [21,4,9]∗ 110100011010001101 t=0,1,2,3,4
40. [21,3,12]o 1011100101110010111 t=0,1,2,3,4,5
41. [21,2,14]o∗ 11011011011011011011 t=0,1,2,3,4,5,6
42. [23,12,7]o∗ 110001110101 t=0,1,2,3
43. [23,11,8]o 1010010011111 t=0,1,2,3
44. [27,2,18]o∗ 11011011011011011011011011 t=0,1,2,3,4,5,6,7,8
45. [31,26,3]o∗ 101001 t=0,1
46. [31,25,4]o 1111011 t=0,1
47. [31,21,5]o∗ 10110101101 t=0,1,2
48. [31,21,5]o∗ 11001110101 t=0,1,2
49. [31,21,5]o∗ 10010110111 t=0,1,2
50. [31,20,6]o 111011110111 t=0,1,2
51. [31,20,6]o 101010011111 t=0,1,2
52. [31,20,6]o 110111011001 t=0,1,2
53. [31,16,5] 1001000011000111 t=0,1,2
54. [31,16,6] 1100011110110101 t=0,1,2
55. [31,16,7] 1101000100000001 t=0,1,2,3
56. [31,16,7] 1001110000101101 t=0,1,2,3
57. [31,15,6] 10100100011011111 t=0,1,2
58. [31,15,8]o 10111001100000011 t=0,1,2,3
59. [31,15,8]o 11011000101001001 t=0,1,2,3
60. [31,15,8]o 11100111111001101 t=0,1,2,3
61. [31,11,11]o∗ 100001100101100111011 t=0,1,2,3,4,5
62. [31,11,11]o∗ 101010000011100110111 t=0,1,2,3,4,5
63. [31,11,10] 111011001110000010101 t=0,1,2,3,4
64. [31,10,12]o 1100010101110101001101 t=0,1,2,3,4,5
65. [31,10,12]o 1111110000100101011001 t=0,1,2,3,4,5
66. [31,10,10] 1000111010000101110001 t=0,1,2,3,4
67. [31,6,15]o∗ 11011001111010010101110001 t=0,1,2,3,4,5,6,7
68. [31,5,16]o∗ 101101010001110111110010011 t=0,1,2,3,4,5,6,7
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Òàáëèöà 4.1.2. Òðîè÷íè öèêëè÷íè êîäîâå.

� [n,k,d] ïîðàæäàù ïîëèíîì ïîäõîäÿù
1. [4,1,4]o∗ 1211 t=0,1
2. [8,5,3]o∗ 1011 t=0,1
3. [8,4,4]o 11012 t=0,1
4. [8,3,5]o 102111 t=0,1,2
5. [8,3,4] 120012 t=0,1
6. [8,2,6] 1120221 t=0,1,2
7. [8,2,4] 1020102 t=0,1
8. [8,1,8]o∗ 12121212 t=0,1,2,3
9. [10,5,4]∗ 112122 t=0,1
10. [10,1,10]o∗ 1212121212 t=0,1,2,3,4
11. [11,6,5]o∗ 102122 t=0,1,2
12. [11,5,6]o 1222101 t=0,1,2
13. [11,1,11]o∗ 11111111111 t=0,1,2,3,4,5
14. [13,10,3]o∗ 1112 t=0
15. [13,9,3]o 10011 t=0
16. [13,7,5]o∗ 1022201 t=0,1,2
17. [13,7,4]∗ 1222121 t=0,1
18. [13,6,6]o 12200112 t=0,1,2
19. [13,6,6] 11002122 t=0,1,2
20. [13,4,7]o 1120102201 t=0,1,2,3
21. [13,3,9]o∗ 10111220121 t=0,1,2,3,4
22. [13,1,13]o∗ 1111111111111 t=0,1,2,3,4,5,6
23. [14,1,14]o∗ 12121212121212 t=0,1,2,3,4,5,6 g&p
24. [16,10,4]o∗ 1101121 t=0
25. [16,9,5]o 10210122 t=0,1
26. [16,8,5] 111210221 t=0,1
27. [16,7,6]o 1001222022 t=0,1
28. [16,6,6] 11010112212 t=0,1
29. [16,3,10]o 10211100102111 t=0,1,2,3,4
30. [16,2,12]o 112022101120221 t=0,1,2,3,4,5
31. [16,1,16]o∗ 1212121212121212 t=0,1,2,3,4,5,6,7 g&p
32. [20,11,5] 1202000202 t=0
33. [20,9,6] 121102020102 t=0
34. [20,8,8] 1002122221122 t=0,1
35. [20,7,8] 10022121211122 t=0,1
36. [20,6,10]o 112100101002221 t=0,1,3
37. [20,6,8] 122110102022112 t=0,1,3
38. [20,5,11] 1012201212020022 t=0,1,2
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39. [20,4,12]o 11101210002220212 t=0,1,2,3
40. [20,1,20]o∗ 12121212121212121212 t=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Òàáëèöà 4.1.3. Òðîè÷íè íåãàöèêëè÷íè êîäîâå.

� [n,k,d] ïîðàæäàù ïîëèíîì ïîäõîäÿù
1. [6,2,3] 10201 t=0,1
2. [10,6,4]o∗ 11021 t=0,1
3. [10,4,6]o 1110121 t=0,1,2
4. [12,8,3]o∗ 12211 t=0,1
5. [12,4,6] 122122211 t=0,1,2
6. [12,2,9]o 12202110122 t=0,1,2,3,4
7. [14,8,5]o∗ 1101011 t=0,1,2
8. [14,6,6]o 111202111 t=0,1,2
9. [20,12,5] 112212211 t=1
10. [20,10,7] 12201101002 t=0
11. [20,10,6]∗ 11121011012 t=0,1,2
12. [20,8,8] 1122201022211 t=0,1,2
13. [20,6,9] 120121010211212 t=0,1
14. [20,4,12] 11021100212101201 t=0,1,2,3
15. [20,2,15] 1120221011202210112 t=0,1,2,3,4,5,6
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Òàáëèöà 4.1.4. Äâîè÷íè êîäîâå ñ ìàêñèìàëíî ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå.

� [n,k,d] R � [n,k,d] R � [n,k,d] R
1. [12,4,6]∗ 4 31. [24,7,10] 8 61. [27,6,12] 10
2. [16,11,4]∗ 2 32. [24,5,12] 10 62. [27,6,12] 11
3. [16,7,6]∗ 4 33. [25,5,12] 11 63. [27,6,12] 11
4. [16,7,6]∗ 4 34. [25,5,12] 11 64. [27,6,12] 11
5. [16,7,6] 5 35. [25,5,12]∗ 10 65. [28,10,10] 8
6. [17,5,8]∗ 6 36. [25,5,12]∗ 10 66. [28,10,10] 8
7. [17,5,8] 7 37. [25,5,12]∗ 10 67. [28,10,10] 8
8. [18,9,6] 4 38. [25,5,12]∗ 10 68. [28,10,10] 8
9. [18,6,8] 7 39. [25,5,12]∗ 10 69. [28,10,10] 8
10. [18,6,8] 7 40. [26,6,12] 11 70. [28,10,10] 8
11. [19,7,8] 7 41. [26,6,12] 11 71. [28,10,10] 8
12. [20,8,8] 7 42. [27,7,12] 10 72. [28,10,10] 8
13. [22,10,8] 7 43. [27,6,12] 11 73. [28,10,10] 8
14. [23,12,7]∗ 3 44. [27,6,12] 11 74. [28,10,10] 8
15. [24,12,8] 7 45. [27,6,12] 11 75. [28,10,10] 8
16. [21,8,8] 6 46. [27,6,12] 11 76. [28,5,14] 12
17. [21,8,8] 7 47. [27,6,12] 10 77. [29,5,14]∗ 12
18. [21,8,8] 7 48. [27,6,12] 10 78. [29,5,14]∗ 12
19. [21,8,8] 7 49. [27,6,12] 11 79. [29,5,14]∗ 12
20. [21,8,8] 7 50. [27,6,12] 10 80. [29,5,14]∗ 12
21. [21,8,8] 7 51. [27,6,12] 10 81. [29,5,14]∗ 12
22. [21,8,8] 8 52. [27,6,12] 11 82. [29,5,14]∗ 12
23. [21,8,8] 8 53. [27,6,12] 11 83. [29,5,14]∗ 12
24. [21,5,10]∗ 8 54. [27,6,12] 10 84. [30,6,14] 11
25. [24,14,6] 4 55. [27,6,12] 11 85. [30,6,14] 11
26. [24,7,10] 8 56. [27,6,12] 10 86. [31,13,9] 7
27. [24,7,10] 8 57. [27,6,12] 11 87. [32,17,8] 6
28. [24,7,10] 8 58. [27,6,12] 10 88. [32,6,16] 12
29. [24,7,10] 8 59. [27,6,12] 11 89. [33,8,14] 11
30. [24,7,10] 8 60. [27,6,12] 11 90. [33,12,11] 9
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Ïðèëîæåíèå Ã

Òåãëîâíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå íà òðîè÷íèòå
öèêëè÷íè êîäîâå ñ äúëæèíè äî 14

Òàáëèöà 4.2.1

� n k d Êîðåíè ᾱ
1. 4 3 2 2 α1 = 2
2. 4 2 2 1 α1 = 4, α2 = 4
3. 4 1 4 0,1 α1 = 8, α2 = 18
4. 8 7 2 4 α1 = 2
5. 8 6 2 1 α1 = 8
6. 8 6 2 2 α1 = 4, α2 = 4
7. 8 5 3 0,1 α1 = 16, α2 = 10
8. 8 5 2 0,2 α1 = 8, α2 = 18
9. 8 4 4 1,2 α1 = 16, α2 = 60, α3 = 4
10. 8 4 2 1,5 α1 = 8, α2 = 24, α3 = 32, α4 = 16
11. 8 3 5 0,1,2 α1 = 16, α2 = 112, α3 = 108, α4 = 6
12. 8 3 4 0,1,5 α1 = 16, α2 = 82, α3 = 96, α4 = 48
13. 8 2 6 0,1,2,4 α1 = 16, α2 = 112, α3 = 368, α4 = 216, α5 = 16
14. 8 2 4 0,1,4,5 α1 = 16, α2 = 100, α3 = 288, α4 = 324
15. 8 1 8 0,1,2,5 α1 = 16, α2 = 112, α3 = 448, α4 = 1050, α5 = 560
16. 10 9 2 5 α1 = 2
17. 10 8 2 0,5 α1 = 4, α2 = 4
18. 10 6 2 1 α1 = 10, α2 = 40, α3 = 30
19. 10 5 4 0,1 α1 = 20, α2 = 132, α3 = 90
20. 10 5 2 0,2 α1 = 10, α2 = 40, α3 = 80, α4 = 80, α5 = 32
21. 10 4 4 0,1,5 α1 = 20, α2 = 132, α3 = 240, α4 = 240,

α5 = 96
22. 10 2 5 1,2 α1 = 20, α2 = 180, α3 = 860, α4 = 2200, α5 = 2400,

α6 = 900
23. 10 1 10 0,1,2 α1 = 20, α2 = 180, α3 = 960, α4 = 3360, α5 = 7812,

α6 = 7350
24. 11 6 5 1 α1 = 22, α2 = 220
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25. 11 5 6 0,1 α1 = 22, α2 = 220, α3 = 440, α4 = 44, α5 = 2
26. 11 1 11 1,2 α1 = 22, α2 = 220, α3 = 1320, α4 = 5280, α5 = 14784,

α6 = 25872, α7 = 11550
27. 13 10 3 1 α1 = 26
28. 13 9 3 0,1 α1 = 26, α2 = 52, α3 = 2
29. 13 7 5 1,4 α1 = 41, α2 = 362, α3 = 324
30. 13 7 4 1,2 α1 = 41, α2 = 302, α3 = 384
31. 13 6 6 0,1,4 α1 = 29, α2 = 348, α3 = 1274, α4 = 32, α5 = 3
32. 13 6 6 0,1,2 α1 = 29, α2 = 352, α3 = 1432, α4 = 373
33. 13 4 7 1,2,4 α1 = 26, α2 = 312, α3 = 2288, α4 = 8788, α5 = 8060,

α6 = 208
34. 13 3 9 0,1,2,4 α1 = 26, α2 = 312, α3 = 2288, α4 = 11440, α5 = 30342,

α6 = 14352, α7 = 288
35. 13 1 13 1,2,4,7 α1 = 26, α2 = 312, α3 = 2288, α4 = 11440, α5 = 41184,

α6 = 109824, α7 = 204204, α8 = 162162
36. 14 13 2 7 α1 = 2
37. 14 12 2 0,7 α1 = 4, α2 = 4
38. 14 8 2 1 α1 = 14, α2 = 84, α3 = 280, α4 = 350
39. 14 7 4 0,1 α1 = 30, α2 = 300, α3 = 1015, α4 = 841
40. 14 7 2 0,2 α1 = 14, α2 = 84, α3 = 280, α4 = 560, α5 = 672

α6 = 448, α7 = 128
41. 14 6 4 0,1,7 α1 = 44, α2 = 343, α3 = 1102, α4 = 1930, α5 = 1935,

α6 = 1003, α7 = 202
42. 14 2 7 1,2 α1 = 28, α2 = 364, α3 = 2912, α4 = 15596, α5 = 56840,

α6 = 137200, α7 = 196000, α8 = 122500
43. 14 1 14 0,1,2 α1 = 28, α2 = 364, α3 = 2912, α4 = 16016, α5 = 64064,

α6 = 192192, α7 = 435864, α8 = 630630, α9 = 252252
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Ïðèëîæåíèå Ä

CRC ïîëèíîìè îò 8-ìà ñòåïåí.

Òàáëèöà 5.2.1. Íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 8-ìà ñòåïåí.
Êîåô. íà Ðåä Ìîíîò. Äîáúð Ïîäõ. Ìèíèìàëíî Ðàäèóñ íà
g(x) ðàçñòîÿíèå ïîêðèòèå

111111001 85 10..85 10..85 10..69 4,10..28;3,29..85 5,10;4,11..17;
3,18..37;2,38..85

101110111 85 10..85 10..85 10..69 6,10;5,11;3,12..85 4,10..19;3,20 ..37;
2,38..88

110011111 51 10..51 10..51 10..51 4,10..34;3,34..51 5,10..14;4,15 ..20;
3,21..34;2,35..51

111001111 255 10..127 10..127 10..69 4,10..28;3,29..127 6,10..12;4,13 ..17;
3,18..45;2,46..127

100101011 255 10..89 10..80 10..69 5,10..14;4,14..34; 5,10;4,11..17 ;
3,35..127 3,18..42;2,43..127

110110001 51 10..51 10..51 10..51 5,10..14;4,14..34; 5,10..1;4,12 ..16;
3,35..51 3,17..36;2,37..51

101100101 255 10..127 10..127 10..69 5,10..14;4,15..23; 5,10;4,11..16 ;
3,24..127 3,17..44;2,45..127

100101101 85 10..85 10..85 10..69 5,10..12;4,12..16; 5,10;4,11..15 ;
3,17..85 3,16..37;2,38..85

110111101 85 10..85 10..85 10..69 6,10;5,11..13; 4,10..17;3,18..33 ;
4,14..16;3,17..85 2,34..85

110101001 255 10..127 10..127 10..69 5,10..13;3,14..127 5,10;4,11..17 ;
3,18..42;2,43..127

110000111 255 13..127 13..127 13..69 4,10..27;3,28..127 6,10..11;5,12 ;4,13..16;
3,17..35;2,36..127

100011101 255 10..127 10..127 10..69 5,10..13;4,14..21; 5,10..11;4,12 ..15;
3,22..127 3,16..45;2,46..127

111110101 255 10..127 10..127 10..69 5,10..13;4,14..21; 4,10..21;
3,22..127 3,22..45;2,46..127

101101001 255 10..127 10..127 10..69 5,10..11;4,12..16; 5,10;4,11..15 ;
3,17..127 3,16..37;2,38..127

110001101 255 10..127 10..127 10..69 5,10..12;4,13..20; 5,10..11;4,12 ..16;
3,21..127 3,17..34;2,35..127

110100011 85 10..85 10..85 10..69 5,10..12;4,13..33; 5,10..11;4,12 ..15;
3,34..85 3,16..39;2,40..85
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Òàáëèöà 5.2.2. Íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 7-ìà ñòåïåí óìíîæåíè ïî x+ 1.

Ðåäúò íà âñè÷êè ïîëèíîìè å 127.
Êîåô. íà Ìîíîò. Äîáúð Ïîäõ. Ìèíèìàëíî Ðàäèóñ íà
g(x) ðàçñòîÿíèå ïîêðèòèå

100000111 14..127 14..127 15..69 4,10..127 7,10;6,11..12;5,13..15;
4,16..32;3,33..127

101110101 10..127 10..127 10..69 6,10;4,11..127 5,10..21;4,22..33;3,34 ..127
111111101 10..127 10..127 10..69 4,10..127 5,10..19;4,20..30;3,31..127
100101111 10..127 10..127 10..69 6,10..11;4,12..127 5,10..14;4,15..24;2 ,25..127
100110001 11..127 11..127 11..69 4,10..127 6,10;5,11..19;4,20..29;

3,30..127
110011011 10..127 10..127 10..69 6,10;4,10..127 5,10..14;4,15..27;3,28 ..127
101000011 13..127 13..127 13..69 4,10..127 6,10..11;5,12..14;4,15..26;

3,27..127
111001011 10..127 10..127 10..69 6,10..11;4,10..127 5,10..12;4,13..22;3 ,23..127
100010011 11..17, 11..17, 11..16, 4,10..127 6,10;5,11..19;

20..127 20..127 20..69 4,20..28;3,29..127

Òàáëèöà 5.2.3. Íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 6-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî (x+ 1)2.

Ðåäúò íà âñè÷êè ïîëèíîìè å 63.
Êîåô. íà Ìîíîò. Äîáúð Ïîäõ. Ìèíèìàëíî Ðàäèóñ íà
g(x) ðàçñòîÿíèå ïîêðèòèå

110111111 10..63 10..63 10..63 6,10..12;4,13..63 5,10..12;4,13..63
111011001 10..63 10..63 10..63 6,10..12;4,13..63 5,10..11;4,12..63
101001111 10..63 10..63 10..63 4,10..63 5,10..11;4,12..63

Òàáëèöà 5.2.4. Íåðàçëîæèìè ïîëèíîìè îò 6-òà ñòåïåí óìíîæåíè ïî x2 + x+ 1.

Ðåäúò íà âñè÷êè ïîëèíîìè å 63.
Êîåô. íà Ìîíîò. Äîáúð Ïîäõ. Ìèíèìàëíî Ðàäèóñ íà
g(x) ðàçñòîÿíèå ïîêðèòèå

101011001 10..63 10..63 10..63 5,10..13;4,14..17;3,18..63 5,10;4,11..17 ;3,18..63
100000011 51..63 51..63 51..63 3,10..63 7,10;6,11..12;5,13..14;

4,15..26;3,27..63
111001001 10..63 10..63 10..63 5,10..12;4,13..25;3,26..63 5,10;4,11..16 ;3,17..63
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Ïðèëîæåíèå Å

Ñòàíäàðòèçèðàíè CRC êîäîâå è êîäîâå ñ íàé-ìàëêè ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿòà Pue ñ 16 ïðîâåðî÷íè áèòà.

Òàáëèöà 5.3.1.

Êîåôèöèåíòè Íàé-äîáúð Ðåä Ìîíîò. Äîáúð Ïîäõ. Ìèíèìàëíî
íà ïîë. çà ðàçñòîÿíèå
11021CCITT - 32767 252..1024 - - 4,18..1024
14003ANSI - 32767 - - - 4,18..1024
1A097IBM - 32766 22..352 22..65 22..65 4,84..1024;

6,25..83;8,18..24
16F63IEEE 254,255 255 18..255 18..65 18..25 5,31..255;6,30;

28..65 7,19..29,10,18
15B93IEC - 254 18..128 18..65 18..65 6,26..128;

8,20..25;10,18.19
13D65CGG,C1 19, 32767 18..151 18..65 18..65 2,152..1024;6,23..151;

148..151 8,21..22;10,18..20
1F29FCGG,C2 - 32766 18..42 18..42 18..42 2,259..1024;4,131..258;

49..189 49..65 49..65 6,23..130;8,18..22
15935CGG,C3 256,257 65535 18..258 18..65 18..65 2,258..1024;5,52..257 ;

6,27..51;≥ 7, N ≤ 26
1011BCGG,C4 - 28658 29..30 29..30 29..30 4,116..1024;

59..1024 59..65 59..65 6,18..115
1A2EBCGG,C5 - 32767 18..1024 18..65 18..65 4,110..1024;6,28..109;

8,19..27;10,18
1EDF3 935..1024 65535 18..35, 18..35 18..35 4,34..1024;6, 28..33

176..1024 7,23..27;8,18..22
10595 884..934 57337 22..60,64, 22..59 22.59 4,109..1024;5, 39..108;

67..1024 6,26..38;7,18..25
1FAC3 818..883 57337 18..1024 18..65 18..65 3,879..1024;4, 102..878;

5,32..101;≥ 6, N ≤ 31
1FC9F 728..817 65535 24..1024 24..65 27..65 3,818..1024;4 ,78..817;

707..720 5,38..77;6,18..37
1E667 721..727 57337 18..21, 18..21, 18..21, 3,728.. 1024;4,90..727

30..1024 30..65 30..65 5,46..89;6 ,20..45;8,18..19
1BE8D 694..706 63457 18..1024 18..65 18..65 3,705.. 1024;4,72..704

4,44..71;≥ 6, N ≤ 43
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19E91 682..693 65535 18..1024 18..65 18..65 3,700..1024;4, 124..699;
5,50..123;≥ 6, N ≤ 49

16087 595..681 16087 22..46, 22..46 22..46 3,680..1024;4,64..679;
55..1024 58..65 59..65 5,35..63;6,31..34;7,18..30

1941F 529..594 57337 22..1024 22..65 22..27, 3,756..1024 ;4,89..755;
362..503 30..65 5,35..88;6, 23..34;8,18..22

131A1 504..528 57337 20..1024 20..65 20..65 3,529..1024 ;4,106..528;
5,40..105;≥ 6, N ≤ 39

1F737 327..361 64897 18..512 18..65 18..65 3,364..512;4, 103..363;
5,39..102;≥ 6, N ≤ 38

19E91 326 65535 18..1024 18..65 18..65 3,700..1024;4,124 ..699;
5,50..123;≥ 6, N ≤ 49

1A801 310..325 65535 69..1024 - - 3,684..1024;4,105..683;
5,18..104;

1B6CB 258..309 4095 18, 18, 18, 3,310..1024;4,101..309
47..1024 48..65 48..65 5,19..100;11,18

1F6ED 256..257 64897 18..27, 18..27 18..27 2,258..1024;5,28.. 257;
77..258 6,20..27;8,19;10,18

1333F 236..251 255 18..22, 18..22, 18..22, 5,34..255;
152..165 26..255 26..65 26..65 6,20..33;8,18..19

1989D 211..235 255 18..42, 18..41, 18..41, 5,28..255;6,26..27 ;
58..83, 60..65 60..65 7,25;8,21..24;
99..255 9,18..20;

19ED5 176..210 255 18..255 18..65 18..65 5,46..255;6,25..45;
7,23..24; ≥ 8, N ≤ 22

12109 166..175 65535 66..258 - - 2,258..1024;
5,18..257

190D9 131..151 32767 19..22, 19..22, 19..21,
29..151 30..65 30..65 6,22..151;8,18..21

11c71 129..130 32766 20..21, 20..21, 20, 2,259..1024;4,131..258 ;
31..188 31..65 32..65 6,21..130;8,18..20

184D5 117...128 254 18..128 18..65 18..65 6,25..128;8,18..24
1C447 101..116 254 20..21, 20..21, 20, 6,21..128;

28..128 29..65 30..65 8,18..20
14825 19..100 32766 26..189 26..65 2,259..1024;

4,131..258;6,18..130
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Ïðèëîæåíèå Æ

CRC ïîëèíîìè ñ äî 5 ïðîâåðî÷íè áèòà.

Òàáëèöà 5.4.2.

� n d Ad {Bi} {αi}
3 7 3 7 0,1 3,7 0,1 1,7

6 3 4 0,1 3,4 4,3 0,1 1,6 2,1
5 3 2 0,1 2,2 3,4 4,1 0,1 1,5 2,2
4 3 1 0,1 1,1 2,3 3,3 0,1 1,4 2,3

4 4 1 1 0,1 2,6 4,1 0,1 1,4 2,3
5 15 3 35 0,1 8,15 0,1 1,15

14 3 28 0,1 7,8 8,7 0,1 1,14 2,1
13 3 22 0,1 6,4 7,8 8,3 0,1 1,13 2,2
12 3 17 0,1 5,2 6,6 7,6 8,1 0,1 1,12 2,3
11 3 13 0,1 4,1 5,4 6,6 7,4 0,1 1,11 2,4
10 3 9 0,1 4,3 5,6 6,4 7,2 0,1 1,10 2,5
9 3 6 0,1 3,1 4,5 5,6 6,2 7,1 0,1 1,9 2,6
8 3 4 0,1 3,4 4,5 5,4 6,2 0,1 1,8 2,7
7 3 3 0,1 2,2 3,4 4,5 5,4 0,1 1,7 2,8
6 3 2 0,1 1,1 2,2 3,6 4,5 5,1 0,1 1,6 2,7 3,2
5 3 1 0,1 1,2 2,4 3,6 4,3 0,1 1,5 2,7 3,3

6 7 4 7 0,1 3,7 4,7 7,1 0,1 1,7 2,7 3,1
6 4 3 0,1 2,3 3,8 4,3 6,1 0,1 1,6 2,7 3,2
5 4 1 0,1 1,1 2,6 3,6 4,1 5,1 0,1 1,5 2,7 3,3

7 6 4 3 0,1 2,3 3,8 4,3 6,1 0,1 1,6 2,7 3,2
5 4 1 0,1 1,1 2,6 3,6 4,1 5,1 0,1 1,5 2,7 3,3

8 6 3 2 0,1 2,6 4,9 0,1 1,6 2,9
5 3 1 0,1 1,2 2,4 3,6 4,3 0,1 1,5 2,7 3,3

9 5 5 1 0,1 2,10 4,5 0,1 1,5 2,10
10 31 3 155 0,1 16,31 0,1 1,31

30 3 140 0,1 15,16 16,15 0,1 1,30 2,1
29 3 126 0,1 14,8 15,16 16,7 0,1 1,29 2,2
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28 3 113 0,1 13,4 14,12 15,12 16,3 0,1 1,28 2,3

27 3 101 0,1 12,2 13,8 14,12 15,8 16,1 0,1 1,27 2,4
26 3 90 0,1 11,1 12,5 13,10 14,10 15,5 0,1 1,26 2,5
25 3 80 0,1 11,5 12,5 13,10 14,10 15,1 0,1 1,25 2,6
24 3 71 0,1 10,3 11,4 12,7 13,12 14,5 0,1 1,24 2,7
23 3 63 0,1 9,2 10,3 11,4 12,11 13,10 14,1 0,1 1,23 2,8
22 3 55 0,1 8,1 9,2 10,4 11,8 12,10 13,6 0,1 1,22 2,9
21 3 47 0,1 8,2 9,3 10,6 11,10 12,7 13,3 0,1 1,21 2,10
20 3 40 0,1 8,4 9,5 10,6 11,10 12,5 13,1 0,1 1,20 2,11
19 3 34 0,1 7,1 8,6 9,6 10,6 11,9 12,3 0,1 1,19 2,12
18 3 28 0,1 7,3 8,8 9,6 10,6 11,7 12,1 0,1 1,18 2,13
17 3 23 0,1 7,8 8,7 9,4 10,8 11,4 0,1 1,17 2,14
16 3 19 0,1 6,3 7,9 8,5 9,6 10,7 11,1 0,1 1,16 2,15
15 3 16 0,1 5,1 6,7 7,6 8,5 9,9 10,3 0,1 1,15 2,16
14 3 13 0,1 5,4 6,8 7,4 8,7 9,8 0,1 1,14 2,17
13 3 10 0,1 4,1 5,7 6,6 7,6 8,8 9,3 0,1 1,13 2,18
12 3 7 0,1 4,3 5,9 6,6 7,6 8,6 9,1 0,1 1,12 2,19
11 3 5 0,1 3,1 4,5 5,10 6,6 7,5 8,4 0,1 1,11 2,20
10 3 3 0,1 3,3 4,7 5,10 6,6 7,3 8,2 0,1 1,10 2,20 3,1
9 3 1 0,1 3,6 4,10 5,8 6,4 7,2 8,1 0,1 1,9 2,20 3,2
8 4 3 0,1 2,1 3,10 4,11 5,4 6,3 7,2 0,1 1,8 2,20 3,3
7 4 1 0,1 2,5 3,12 4,7 5,4 6,3 0,1 1,7 2,18 3,6
6 5 1 0,1 1,1 2,10 3,10 4,5 5,5 0,1 1,6 2,15 3,10

11 31 3 155 0,1 16,31 0,1 1,31
30 3 140 0,1 15,16 16,15 0,1 1,30 2,1
29 3 126 0,1 14,8 15,16 16,7 0,1 1,29 2,2
28 3 113 0,1 13,4 14,12 15,12 16,3 0,1 1,28 2,3
27 3 101 0,1 12,2 13,8 14,12 15,8 16,1 0,1 1,27 2,4
26 3 90 0,1 11,1 12,5 13,10 14,10 15,5 0,1 1,26 2,5
25 3 80 0,1 11,5 12,5 13,10 14,10 15,1 0,1 1,25 2,6
24 3 71 0,1 10,3 11,4 12,7 13,12 14,5 0,1 1,24 2,7
23 3 62 0,1 9,1 10,4 11,6 12,9 13,9 14,2 0,1 1,23 2,8
22 3 54 0,1 9,3 10,6 11,6 12,9 13,7 0,1 1,22 2,9
21 3 47 0,1 8,1 9,6 10,4 11,8 12,10 13,2 0,1 1,21 2,10
20 3 41 0,1 8,5 9,4 10,4 11,12 12,6 0,1 1,20 2,11
19 3 35 0,1 7,2 8,5 9,4 10,8 11,10 12,2 0,1 1,19 2,12
18 3 30 0,1 6,1 7,3 8,5 9,6 10,9 11,7 0,1 1,18 2,13
17 3 25 0,1 6,3 7,3 8,5 9,10 10,7 11,3 0,1 1,17 2,14
16 3 20 0,1 5,1 6,3 7,4 8,9 9,9 10,3 11,2 0,1 1,16 2,15
15 3 15 0,1 5,2 6,3 7,9 8,9 9,4 10,3 11,1 0,1 1,15 2,16
14 3 11 0,1 5,3 6,7 7,10 8,5 9,3 10,3 0,1 1,14 2,17
13 3 8 0,1 5,7 6,9 7,6 8,5 9,3 10,1 0,1 1,13 2,18
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12 3 6 0,1 4,2 5,10 6,8 7,4 8,5 9,2 0,1 1,12 2,19
11 3 4 0,1 4,6 5,12 6,4 7,4 8,5 0,1 1,11 2,20
10 3 3 0,1 3,2 4,10 5,8 6,4 7,6 8,1 0,1 1,10 2,21
9 3 2 0,1 3,7 4,9 5,6 6,6 7,3 0,1 1,9 2,21 3,1
8 3 1 0,1 2,2 3,9 4,9 5,6 6,4 7,1 0,1 1,8 2,19 3,4
7 4 1 0,1 2,5 3,12 4,7 5,4 6,3 0,1 1,7 2,18 3,6
6 5 1 0,1 1,1 2,10 3,10 4,5 5,5 0,1 1,6 2,15 3,10

12 31 3 155 0,1 16,31 0,1 1,31
30 3 140 0,1 15,16 16,15 0,1 1,30 2,1
29 3 126 0,1 14,8 15,16 16,7 0,1 1,29 2,2
28 3 113 0,1 13,4 14,12 15,12 16,3 0,1 1,28 2,3
27 3 101 0,1 12,2 13,8 14,12 15,8 16,1 0,1 1,27 2,4
26 3 90 0,1 11,1 12,5 13,10 14,10 15,5 0,1 1,26 2,5
25 3 79 0,1 11,3 12,9 13,10 14,6 15,3 0,1 1,25 2,6
24 3 69 0,1 11,9 12,9 13,6 14,6 15,1 0,1 1,24 2,7
23 3 60 0,1 10,3 11,12 12,7 13,4 14,5 0,1 1,23 2,8
22 3 52 0,1 9,1 10,8 11,10 12,5 13,5 14,2 0,1 1,22 2,9
21 3 45 0,1 9,5 10,10 11,6 12,5 13,5 0,1 1,21 2,10
20 3 38 0,1 8,1 9,10 10,8 11,4 12,6 13,2 0,1 1,20 2,11
19 3 32 0,1 8,5 9,12 10,4 11,4 12,6 0,1 1,19 2,12
18 3 27 0,1 7,2 8,9 9,8 10,4 11,6 12,2 0,1 1,18 2,13
17 3 23 0,1 6,1 7,5 8,9 9,6 10,5 11,5 0,1 1,17 2,14
16 3 19 0,1 6,3 7,9 8,5 9,6 10,7 11,1 0,1 1,16 2,15
15 3 16 0,1 5,1 6,7 7,6 8,5 9,9 10,3 0,1 1,15 2,16
14 3 13 0,1 5,5 6,5 7,6 8,9 9,5 10,1 0,1 1,14 2,17
13 3 11 0,1 4,2 5,6 6,4 7,8 8,9 9,2 0,1 1,13 2,18
12 3 9 0,1 4,6 5,4 6,4 7,12 8,5 0,1 1,12 2,19
11 3 7 0,1 3,2 4,6 5,4 6,8 7,10 8,1 0,1 1,11 2,20
10 3 5 0,1 3,5 4,5 5,6 6,10 7,5 0,1 1,10 2,20 3,1
9 3 4 0,1 2,2 3,5 4,5 5,10 6,8 7,1 0,1 1,9 2,18 3,4
8 3 3 0,1 2,5 3,4 4,7 5,12 6,3 0,1 1,8 2,17 3,6
7 3 2 0,1 1,1 2,6 3,6 4,9 5,9 0,1 1,7 2,15 3,9
6 3 1 0,1 1,3 2,6 3,10 4,9 5,3 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

13 21 3 42 0,1 10,21 12,7 14,3 0,1 1,21 2,10
20 3 36 0,1 9,10 10,11 11,4 12,3 13,2 14,1 0,1 1,20 2,11
19 3 31 0,1 8,5 9,10 10,8 11,4 12,2 13,2 0,1 1,19 2,12
18 3 27 0,1 7,3 8,6 9,10 10,6 11,3 12,3 0,1 1,18 2,13
17 3 23 0,1 6,2 7,3 8,8 9,10 10,4 11,3 12,1 0,1 1,17 2,14
16 3 20 0,1 5,1 6,3 7,4 8,9 9,9 10,3 11,2 0,1 1,16 2,15
15 3 17 0,1 5,3 6,3 7,6 8,9 9,7 10,3 0,1 1,15 2,16
14 3 14 0,1 4,1 5,4 6,3 7,8 8,10 9,4 10,1 0,1 1,14 2,17
13 3 11 0,1 4,3 5,3 6,6 7,10 8,6 9,3 0,1 1,13 2,18
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12 3 9 0,1 3,1 4,3 5,6 6,6 7,9 8,6 0,1 1,12 2,19
11 3 7 0,1 3,2 4,6 5,4 6,8 7,10 8,1 0,1 1,11 2,20
10 3 5 0,1 3,5 4,5 5,6 6,10 7,5 0,1 1,10 2,20 3,1
9 3 4 0,1 2,2 3,5 4,5 5,10 6,8 7,1 0,1 1,9 2,18 3,4
8 3 3 0,1 1,1 2,2 3,6 4,9 5,9 6,4 0,1 1,8 2,15 3,8
7 3 2 0,1 1,2 2,3 3,8 4,11 5,6 6,1 0,1 1,7 2,13 3,9 4,2
6 3 1 0,1 1,3 2,6 3,10 4,9 5,3 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

14 15 4 105 0,1 7,15 8,15 15,1 0,1 1,15 2,15 3,1
14 4 77 0,1 6,7 7,16 8,7 14,1 0,1 1,14 2,15 3,2
13 4 55 0,1 5,3 6,12 7,12 8,3 13,1 0,1 1,13 2,15 3,3
12 4 38 0,1 4,1 5,8 6,12 7,8 8,1 12,1 0,1 1,12 2,15 3,4
11 4 25 0,1 4,5 5,10 6,10 7,5 11,1 0,1 1,11 2,15 3,5
10 4 16 0,1 3,2 4,7 5,12 6,7 7,2 10,1 0,1 1,10 2,15 3,6
9 4 10 0,1 2,1 3,3 4,11 5,11 6,3 7,1 9,1 0,1 1,9 2,15 3,7
8 4 5 0,1 2,2 3,8 4,10 5,8 6,2 8,1 0,1 1,8 2,15 3,8
7 4 2 0,1 2,6 3,9 4,9 5,6 7,1 0,1 1,7 2,15 3,9
6 4 1 0,1 1,2 2,7 3,12 4,7 5,2 6,1 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

15 14 4 77 0,1 6,7 7,16 8,7 14,1 0,1 1,14 2,15 3,2
13 4 55 0,1 5,3 6,12 7,12 8,3 13,1 0,1 1,13 2,15 3,3
12 4 38 0,1 4,1 5,8 6,12 7,8 8,1 12,1 0,1 1,12 2,15 3,4
11 4 25 0,1 4,5 5,10 6,10 7,5 11,1 0,1 1,11 2,15 3,5
10 4 16 0,1 3,2 4,7 5,12 6,7 7,2 10,1 0,1 1,10 2,15 3,6
9 4 9 0,1 3,6 4,9 5,9 6,6 9,1 0,1 1,9 2,15 3,7
8 4 5 0,1 2,2 3,8 4,10 5,8 6,2 8,1 0,1 1,8 2,15 3,8
7 4 3 0,1 1,1 2,3 3,11 4,11 5,3 6,1 7,1 0,1 1,7 2,13 3,9 4,2
6 4 1 0,1 1,2 2,7 3,12 4,7 5,2 6,1 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

16 12 4 39 0,1 4,3 6,24 8,3 12,1 0,1 1,12 2,15 3,4
11 4 26 0,1 3,1 4,2 5,12 6,12 7,2 8,1 11,1 0,1 1,11 2,15 3,5
10 4 16 0,1 3,2 4,7 5,12 6,7 7,2 10,1 0,1 1,10 2,15 3,6
9 4 9 0,1 3,6 4,9 5,9 6,6 9,1 0,1 1,9 2,15 3,7
8 4 5 0,1 2,2 3,8 4,10 5,8 6,2 8,1 0,1 1,8 2,15 3,8
7 4 2 0,1 2,6 3,9 4,9 5,6 7,1 0,1 1,7 2,15 3,9
6 4 1 0,1 1,2 2,7 3,12 4,7 5,2 6,1 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

17 8 4 6 0,1 2,4 4,22 6,4 8,1 0,1 1,8 2,13 3,8 4,2
7 4 3 0,1 1,1 2,3 3,11 4,11 5,3 6,1 7,1 0,1 1,7 2,13 3,9 4,2
6 4 3 0,1 1,2 2,7 3,12 4,7 5,2 6,1 0,1 1,6 2,12 3,10 4,3

18 6 6 1 0,1 2,15 4,15 6,1 0,1 1,6 2,15 3,10
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Ïðèëîæåíèå Ç

Îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1) è (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå

Òàáëèöà 7.1.1 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè
êîäîâå ñ v ≤ 75

v sO s âñè÷êè ñúâúðøåíè êîäîâè äóìè íà åäèí ÎÎÑ

16 2 1 20 0 1 2 9

17 2 2 1 1 1 4 5 2 8 10

18 2 1 30 0 1 2 10

19 2 2 1 0 1 4 5 2 8 10

20 2 2 10 1 1 5 6 2 10 13

21 2 2 7 0 1 3 19 4 10 14

22 2 2 23 0 1 2 12 3 8 17

23 2 2 19 0 1 2 4 5 11 16

24 3 2 113 0 1 2 13 4 9 14

25 3 3 1 1 1 4 22 2 10 12 5 11 16

26 3 3 5 0 1 2 14 3 7 10 5 11 20

27 3 2 192 0 1 2 4 5 10 20

28 3 3 44 5 2 8 22 3 12 19 1 11 24

29 3 3 21 0 1 2 4 5 10 17 6 14 20

30 3 3 156 0 1 2 16 3 7 10 5 11 24

31 3 3 119 0 1 2 4 5 10 18 6 15 22

32 4 3 642 2 2 8 10 1 4 17 5 14 25

33 4 3 585 4 1 4 30 5 13 24 2 12 18

34 4 4 21 4 1 9 26 3 15 22 4 14 28 2 13 18

35 4 4 28 7 1 2 4 6 12 24 7 15 22 5 10 26

36 4 4 72 18 1 17 18 7 15 28 4 14 26 2 27 33

37 4 4 155 13 1 3 35 7 17 24 6 15 21 4 12 23

38 4 4 1467 68 1 2 20 4 13 17 3 6 30 5 15 31

39 4 4 797 86 1 2 4 5 14 19 6 12 22 7 15 28

40 5 5 11 11 1 2 21 3 6 12 4 14 18 5 16 29 7 15 32

41 5 5 3 3 1 3 39 4 14 31 6 19 25 7 15 33 9 20 29

42 5 5 139 26 6 12 24 1 2 22 3 7 38 8 16 25 5 15 28

43 5 5 107 30 1 2 4 7 19 26 6 21 27 9 20 29 5 10 35

44 5 5 1938 377 1 2 23 5 10 20 8 19 27 6 18 32 3 31 40

45 5 5 624 158 1 2 4 8 16 32 6 20 31 9 19 28 5 12 27

46 5 5 16962 1550 1 2 24 3 6 12 8 16 35 5 20 33 4 29 36

47 5 5 12214 1277 1 2 4 5 10 20 9 21 30 6 25 39 7 18 31

48 6 5 113629 4674 1 2 25 7 14 28 6 19 38 4 22 37 3 8 39

49 6 6 96 82 7 14 28 1 2 4 5 18 31 6 22 33 8 20 37 9 24 39

50 6 6 2447 1130 1 2 26 3 6 12 4 19 23 5 16 21 7 20 37 8 18 36

184



51 6 5 514731 10504 1 2 4 5 10 20 8 29 38 6 18 32 7 24 35

52 6 6 18853 4748 1 2 27 3 6 12 5 19 33 10 20 41 4 22 39 7 36 44

53 6 6 15030 4020 1 2 4 5 10 20 6 12 24 7 16 23 11 22 39 8 27 40

54 6 6 214583 25000 1 2 28 5 10 20 3 19 35 9 23 40 4 12 33 6 13 24

55 6 6 169834 23774 1 2 4 6 12 24 13 27 40 10 21 44 5 30 38 7 26 46

56 7 7 811 663 8 16 32 1 2 29 3 12 15 7 18 25 5 19 42 6 26 36 4 17 39

57 7 6 1279381 79334 1 2 4 5 10 20 8 16 32 7 18 46 9 23 35 6 19 36

58 7 7 10271 3903 1 2 30 3 6 12 11 22 44 7 26 39 5 20 43 8 24 42 4 31 41

59 7 7 7932 3291 1 2 4 5 10 20 7 14 28 6 24 30 9 26 42 8 27 40 11 22 47

60 7 7 289139 60646 1 2 31 7 14 28 11 22 44 8 18 26 3 6 12 5 20 25 4 23 47

61 7 7 122586 29927 1 2 4 5 10 20 7 14 28 12 24 48 8 19 50 6 29 45 9 26 43

62 7 7 1672477 193886 1 2 32 3 6 12 7 14 28 10 23 36 5 25 42 8 24 43 4 22 51

63 8 8 2823 2823 9 18 36 1 2 4 5 10 20 6 23 29 7 14 28 8 16 32 11 22 41 12 25 37

64 8 8 2354 2354 1 2 33 3 6 12 4 14 18 5 24 45 7 27 34 8 23 49 11 28 39 13 29 42

65 8 8 2610 2610 1 2 4 5 10 20 6 19 25 7 28 35 8 26 34 9 23 32 11 22 38 12 24 41

66 8 8 238215 89236 1 2 34 5 10 20 7 14 28 4 8 39 9 26 49 3 16 53 6 12 24 11 22 47

67 8 8 59871 24721 1 2 4 5 10 20 7 14 28 11 22 44 8 27 35 13 29 42 9 26 50 6 37 55

68 8 8 1364771 304507 1 2 35 3 6 12 5 10 20 7 14 28 11 27 52 8 31 39 13 30 49 4 26 50

69 8 8 2365589 540319 1 2 4 5 10 20 7 14 28 11 22 44 9 26 43 6 18 57 8 27 46 13 37 53

70 9 9 1417 1417 10 20 40 1 2 36 3 6 12 4 18 56 5 26 49 7 22 55 8 27 51 11 28 39 13 29 54

71 8 8 ≥6116889 ≥744092 1 8 9 2 16 18 3 24 27 6 17 60 12 32 51 4 33 37 13 26 48 5 15 46

72 9 9 86028 86028 1 2 37 3 6 12 4 8 38 5 28 49 7 20 27 10 29 53 11 33 50 14 32 46 15 31 56

73 9 9 17021 17021 1 2 4 5 43 48 12 27 39 23 40 56 24 42 55 26 45 54 37 44 66 41 52 62 53 59 67

74 9 9 740033 287113 1 12 13 9 34 43 8 27 55 3 20 23 7 22 29 2 35 41 4 30 48 10 24 60 5 37 58

75 9 9 1944427 774968 1 11 65 2 22 55 5 13 18 4 27 52 7 31 38 15 34 49 12 28 40 6 36 45 3 32 61
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Òàáëèöà 7.1.2 Ïðèìåðè íà îïòèìàëíè (v, 4, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå

v sb s p êîäîâè äóìè

76 9 9 1 2 39 3 24 27 4 22 58 9 32 41 10 15 20 11 19 30 13 29 60 14 42 48

17 43 50

77 9 9 11 22 44 1 52 53 2 15 64 3 9 74 4 14 18 5 32 37 7 36 43 8 38 46

16 35 58

78 9 9 1 2 40 3 20 23 4 47 51 6 24 30 7 12 19 8 21 29 9 25 34 10 32 42

11 26 37

79 9 9 1 2 4 5 24 29 6 21 64 7 20 27 8 17 25 10 28 38 11 37 48 12 34 46

14 30 44

80 10 10
√

1 2 41 3 6 74 4 26 58 5 23 28 13 34 59 14 24 38 15 30 50 16 33 49

29 36 73 53 61 72

81 10 10
√

1 2 4 5 19 24 6 39 45 7 58 65 17 46 63 21 32 70 25 40 66 27 37 71

50 59 72 53 61 73

82 10 10 1 2 42 3 72 75 4 25 29 5 38 43 6 22 28 8 26 34 9 36 55 11 35 58

12 32 62 14 31 45

83 10 10 1 2 4 5 13 18 6 31 58 7 26 45 10 43 53 11 39 55 12 24 48 14 23 37

15 32 49 20 41 61

84 10 10 12 24 48 25 42 59 1 22 63 2 29 57 3 10 13 4 9 79 6 38 44 8 31 39

11 26 37 16 35 51

85 10 10 1 2 4 5 65 70 6 24 30 7 33 40 8 29 37 9 28 47 10 23 72 11 42 53

12 34 46 14 41 58

86 10 10 1 2 44 3 50 53 4 12 78 5 21 70 7 22 29 9 19 28 11 24 35 14 40 54

18 41 59 25 31 56

87 10 10 1 2 4 5 54 59 6 18 24 7 41 48 8 35 60 9 19 77 11 26 37 13 30 70

16 36 67 21 43 64

88 11 11
√

11 22 44 1 2 4 5 10 20 7 14 28 9 18 36 13 38 51 6 35 41 17 43 62

8 31 39 12 42 54 16 32 56

89 11 11
√

1 64 65 9 76 85 14 46 60 18 23 84 31 50 81 33 40 73 34 44 78 35 47 77

36 38 74 41 62 68 52 69 72

90 11 11 1 2 46 7 54 61 12 28 40 15 48 63 18 38 70 21 34 55 23 26 49 25 31 84

51 68 73 60 71 79 66 76 80

91 11 11 13 39 78 18 27 82 23 61 84 28 48 76 32 51 72 33 34 67 35 41 85 37 62 66

46 60 77 69 79 81 80 83 88

92 11 11 1 45 46 7 38 61 16 59 75 20 42 70 30 56 86 32 35 67 37 51 78 39 58 73

52 63 81 79 83 88 80 82 90

93 11 11 1 2 4 8 45 53 12 70 82 19 36 55 28 44 72 29 34 63 31 41 83 33 46 79

43 50 68 54 69 78 61 67 87

94 11 11 1 46 47 7 24 31 11 43 54 18 20 38 34 57 91 35 44 79 36 52 78 55 65 84

61 67 88 64 72 86 12 25 53

95 11 11 1 2 48 8 34 42 12 45 62 18 57 75 21 43 64 23 28 51 24 30 54 29 32 92

55 68 82 70 79 86 76 80 91

96 12 11 1 2 49 5 10 20 7 14 28 11 22 44 4 27 50 13 39 70 17 42 71 18 37 55

8 43 51 3 6 12 16 32 72

97 12 12
√

1 2 95 8 25 33 12 30 79 21 50 71 27 42 82 32 75 86 34 44 78 35 58 74

45 59 83 51 60 88 56 61 92 77 84 90

98 12 12 14 56 84 6 75 81 15 37 76 18 48 68 21 31 88 25 60 63 32 34 96 33 44 87

58 74 82 72 79 91 85 89 94

99 12 12 1 2 97 8 15 92 16 33 49 19 39 59 21 65 86 26 37 63 27 41 68 28 52 75

29 38 67 43 48 94 54 64 89 57 69 87

100 12 12 1 49 50 6 69 75 14 84 98 21 43 78 24 33 91 34 61 73 36 40 96 38 53 85

41 46 87 55 74 81 72 82 90 77 80 97

101 12 12 1 2 4 7 82 89 11 57 68 17 35 83 24 52 76 41 54 88 43 58 72 51 61 91
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56 65 92 59 64 96 62 70 93 63 79 85

102 12 12 30 60 81 15 52 65 25 49 78 34 41 75 43 44 101 56 76 82 62 74 90 63 80 85

67 69 100 83 91 94 84 88 98 9 32 64

103 12 12 1 2 4 7 64 71 11 42 72 19 69 88 27 47 74 51 63 91 54 60 97 55 68 90

62 80 85 67 77 93 70 78 95 14 38 59

104 13 13
√

1 2 53 6 31 79 14 21 97 23 38 61 32 36 100 34 67 101 39 47 96 41 60 82

46 62 88 54 74 84 59 77 86 69 80 93 75 87 92

105 13 12 15 30 60 1 2 4 8 16 32 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76 18 41 64

12 43 55 9 49 58 6 42 69 7 14 28

106 13 13 1 2 54 6 28 34 9 90 99 27 69 96 30 66 70 33 50 83 35 43 98 38 49 95

41 67 80 47 61 92 62 74 94 77 82 101 85 88 103

107 13 13 1 2 4 7 42 72 14 69 83 17 46 78 21 68 89 23 59 71 25 33 58 26 41 92

28 34 62 37 50 87 43 53 97 67 76 98 80 91 96

108 13 13 1 2 55 6 25 31 9 72 81 12 32 44 18 41 59 35 50 93 37 40 74 46 51 97

47 61 75 48 70 86 52 56 82 79 87 100 84 91 101

109 13 13 1 2 4 7 33 83 10 75 85 13 30 43 23 51 74 25 46 88 27 32 104 29 41 97

31 47 62 36 54 90 38 49 60 39 48 100 89 95 103

110 13 13 4 8 59 13 30 93 21 50 81 28 34 62 33 72 105 46 56 100 49 67 92 65 84 91

73 74 109 78 87 101 83 95 98 86 88 108 11 52 68

111 13 13 1 17 95 14 44 58 22 49 84 28 66 73 41 46 106 48 50 98 52 71 92 54 64 101

55 80 86 69 77 103 82 91 102 93 96 108 4 36 72

112 14 14 48 64 80 5 81 86 12 66 78 15 37 52 17 42 87 24 43 93 27 57 84 33 53 92

38 51 89 41 44 109 63 77 98 72 83 101 102 106 108 103 104 111

113 14 14
√

1 2 58 7 17 103 21 60 74 24 54 83 26 72 98 33 36 69 34 79 102 35 63 85

37 42 108 38 51 100 43 52 61 65 73 105 82 88 107 93 97 109

114 14 13 1 2 58 5 10 20 7 14 28 11 22 44 13 26 52 17 34 68 9 41 73 8 16 69

3 40 43 25 54 85 12 47 59 19 42 91 18 36 66

115 14 14 1 2 4 10 27 98 11 89 100 13 18 110 14 77 91 16 35 96 22 68 90 28 34 109

29 62 82 30 51 94 31 39 70 32 41 106 36 48 103 42 49 108

116 14 14 1 2 59 5 65 70 7 31 92 8 37 45 9 25 100 10 52 74 15 34 97 17 20 113

18 48 66 21 33 54 26 69 73 28 39 67 32 38 110 76 89 103

117 14 14
√

1 2 4 6 95 101 8 44 81 9 49 58 10 35 92 15 71 86 20 27 110 21 32 53

23 52 75 24 50 91 38 55 100 39 51 105 70 84 103 5 18 48

118 14 14 1 2 60 5 51 72 12 16 28 14 40 54 24 30 112 27 65 80 32 63 95 33 41 74

34 37 71 35 42 111 45 56 101 48 57 105 50 68 93 79 89 108

119 15 15
√

17 34 85 9 83 92 14 73 87 22 35 57 25 40 104 30 61 91 33 38 71 37 56 100

41 52 93 42 54 107 43 47 90 49 50 99 80 96 103 95 98 116 109 111 117

120 15 14 1 2 61 7 14 28 11 22 44 13 26 52 4 31 62 17 51 86 19 57 82 9 46 55

6 47 79 20 43 97 5 29 96 3 15 18 8 16 72 10 40 50

121 15 15
√

1 2 62 9 67 76 14 55 80 21 65 77 31 37 115 34 38 72 36 69 105 40 51 91

46 74 93 50 82 89 64 79 106 68 92 97 73 86 108 95 103 113 98 101 118

122 15 15 1 60 61 18 49 67 30 76 99 35 83 118 40 52 110 44 50 116 57 71 108 68 77 113

75 95 102 79 90 111 80 96 106 81 100 103 88 93 117 89 97 114 94 107 109

123 15 14 1 2 4 5 10 20 7 14 28 8 16 32 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76

23 46 92 12 49 61 9 50 59 27 56 83 6 36 42 18 53 98

124 15 15 1 2 63 8 29 37 18 24 118 25 70 79 40 56 96 53 64 113 58 85 97 59 74 109

67 80 111 69 73 120 78 83 119 81 101 104 82 92 114 91 98 117 14 48 86

125 15 15 1 2 63 9 42 51 30 68 98 35 52 108 48 70 118 53 67 111 65 78 112 66 76 115

71 82 114 79 99 105 80 88 117 84 89 120 85 97 113 101 104 122 102 106 121

126 16 16
√

18 36 72 1 2 64 5 10 20 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76 3 43 83

8 61 73 29 60 95 7 37 96 23 47 102 9 25 110 4 49 81 6 27 105 14 28 56

127 15 15 1 2 65 11 15 26 16 66 82 20 71 76 31 39 70 37 84 121 58 79 106 59 68 93

67 81 113 74 92 109 75 87 115 83 86 124 91 98 120 94 104 117 19 49 73
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128 16 16
√

10 74 84 9 101 110 15 56 71 19 66 85 30 35 65 33 50 111 39 55 94 45 58 103

48 86 90 51 52 127 59 88 99 60 91 97 79 102 105 82 104 106 96 108 116 100 107 114

129 16 15 1 2 4 5 10 20 7 14 28 8 16 32 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76

23 46 92 25 50 100 12 47 82 27 58 98 9 64 73 18 63 81 6 36 42

130 16 16 7 72 79 9 71 80 21 38 113 25 70 85 29 49 78 32 54 86 35 41 124 46 56 120

48 88 90 61 77 114 63 91 102 87 106 111 94 97 127 96 104 122 99 103 126 116 117 129

131 16 16 1 2 4 10 68 78 16 22 38 28 59 100 32 37 126 35 49 84 44 61 105 50 79 102

51 62 113 54 88 97 57 76 112 64 85 110 65 92 104 71 86 101 75 83 123 98 111 118

132 16 16 1 67 68 10 61 122 16 73 89 21 33 54 28 63 91 31 84 115 45 49 94 52 74 110

55 70 117 72 90 114 76 82 126 86 93 125 92 95 129 102 113 121 103 105 130 109 118 123

133 16 16 19 57 114 11 63 81 17 64 86 26 72 87 30 59 89 33 75 91 36 73 109 48 79 127

49 50 99 51 53 131 56 88 101 65 93 105 71 92 112 90 98 125 110 119 124 123 126 130

134 16 16 1 2 68 4 95 99 7 54 61 11 34 111 12 81 93 13 116 129 22 60 96 28 79 107

37 52 89 46 72 118 50 64 114 71 101 104 75 92 117 76 85 125 78 102 110 86 105 115

135 16 16 1 2 68 6 13 19 11 53 93 23 79 112 25 60 110 28 58 105 39 65 109 45 59 121

52 86 101 57 94 98 63 81 99 64 74 125 80 92 123 97 106 126 103 111 119 108 113 130

136 17 17
√

1 67 68 2 63 65 4 20 120 9 56 89 11 32 43 14 78 92 23 31 54 25 59 84

26 29 55 35 62 97 38 48 86 45 85 130 46 53 99 57 87 106 76 94 118 95 108 123

114 119 131

137 17 17
√

2 43 96 5 44 98 13 55 68 18 34 52 21 110 131 24 49 112 35 64 99 46 47 92

51 59 129 57 77 97 58 75 133 61 71 127 65 87 115 100 111 126 101 104 134 105 114 128

106 118 125

138 17 17 1 35 104 2 70 136 10 61 87 11 74 85 12 60 90 13 118 131 17 62 79 23 65 96

28 95 123 29 56 111 38 84 122 41 91 132 44 80 102 49 52 101 81 99 120 98 106 130

119 124 133

139 17 17 1 2 4 10 15 134 11 72 78 17 46 110 21 109 130 22 77 84 24 74 98 28 40 68

35 66 108 38 57 76 39 92 131 43 69 113 48 80 107 54 90 103 56 81 114 79 102 116

87 105 121

140 17 17 20 40 80 2 59 83 4 11 133 9 32 41 12 61 73 17 52 69 19 106 125 22 76 86

42 85 127 46 90 96 47 74 113 48 84 132 62 65 137 63 89 114 82 103 119 102 107 135

109 110 139

141 17 17 1 2 4 6 103 109 8 43 106 10 52 99 11 34 118 16 65 81 17 31 48 18 72 87

21 91 112 24 51 75 25 104 129 41 80 102 46 59 105 53 83 111 55 64 132 56 96 101

108 115 134

142 17 17 1 2 72 10 76 109 13 82 95 24 98 122 26 79 105 31 61 92 38 86 124 49 78 113

54 77 131 57 96 103 59 80 121 75 100 117 84 87 139 97 106 133 102 114 130 108 123 127

120 128 134

143 17 17 1 3 141 6 33 116 9 13 139 14 103 117 16 51 67 18 113 131 24 63 87 28 74 97

34 68 75 42 78 107 49 57 106 50 61 132 55 77 99 62 81 100 64 79 111 73 98 118

91 112 122

144 18 18
√

1 2 73 5 46 51 6 121 127 7 125 132 11 111 122 13 28 129 16 63 79 30 38 68

31 83 92 34 48 130 35 45 134 36 39 75 49 74 123 50 54 140 53 85 112 56 80 120

66 84 126 67 87 124

145 18 18
√

1 3 4 9 73 82 17 75 87 22 49 118 30 36 139 35 50 130 43 71 114 46 83 108

48 59 107 53 94 104 56 61 140 67 90 122 77 101 121 85 111 119 88 106 127 91 98 138

93 112 126 100 116 129

146 18 18 1 2 74 8 38 46 9 110 119 10 113 123 11 76 87 15 68 83 20 37 57 22 44 84

24 71 99 25 105 130 34 52 86 48 67 115 56 95 107 64 69 133 85 91 140 88 92 142

111 125 132 114 117 143

147 18 18 21 42 84 6 13 140 8 88 96 10 66 76 11 131 142 17 102 119 18 107 125 29 64 93

36 50 86 37 46 92 43 74 117 44 69 113 48 87 135 49 82 114 52 90 109 53 68 121

77 100 124 143 144 145

148 18 18 1 74 147 4 103 107 10 32 126 14 21 35 15 67 96 16 92 108 17 97 131 23 53 118
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36 64 100 39 58 129 43 46 89 47 85 110 60 69 139 61 98 111 66 86 128 91 117 122

93 104 137 124 130 136

149 18 18 1 13 137 11 59 101 14 44 119 18 40 58 21 50 71 23 110 133 32 35 146 34 49 134

41 72 113 46 93 102 51 57 143 52 60 141 69 76 142 70 96 123 82 106 125 84 94 139

88 116 121 95 112 132

150 18 18 1 74 75 4 94 98 7 46 53 9 28 37 16 45 61 17 66 101 21 83 88 24 68 92

32 80 102 38 110 148 50 93 107 55 63 142 59 85 144 69 103 116 86 109 127 99 119 130

108 123 135 114 117 147

151 18 18 1 8 144 6 9 148 11 41 52 16 122 138 19 115 134 22 56 78 25 75 101 31 70 112

32 65 118 35 92 127 37 64 124 38 48 141 63 67 130 69 74 146 71 89 133 83 97 137

85 108 128 100 102 149

152 19 19
√

2 76 150 5 13 144 6 57 101 11 47 116 17 75 94 18 45 63 20 70 102 22 68 106

28 31 149 30 42 140 33 93 126 49 86 115 56 80 136 65 88 129 71 85 138 73 112 113

90 97 145 91 100 143 117 127 142

153 19 19
√

1 2 77 9 26 35 15 22 146 21 61 82 23 36 140 24 69 108 31 50 81 41 68 126

43 94 137 46 83 116 47 57 143 53 97 109 54 74 128 55 73 135 63 105 111 65 93 125

87 101 139 89 119 123 142 145 150

154 19 19 22 44 88 2 33 123 3 72 75 5 55 60 11 28 137 15 56 113 19 86 87 20 81 93

43 51 146 46 80 120 47 84 131 53 71 136 58 96 106 62 76 138 91 118 127 100 124 130

102 115 128 105 112 147 125 129 150

155 19 19 1 2 4 6 36 42 7 76 86 11 52 114 12 26 141 13 122 135 17 60 77 22 124 146

24 80 99 25 92 117 28 51 132 34 100 134 37 110 147 47 65 137 49 54 150 57 84 128

58 87 116 70 85 120 91 107 123

156 19 19 1 2 79 7 102 109 10 74 92 11 73 94 13 110 123 15 81 96 17 39 56 19 132 151

25 28 53 31 40 71 32 55 87 35 76 111 48 99 105 49 65 114 50 88 118 52 86 122

67 93 130 84 98 142 136 144 148

157 19 19 1 2 4 6 28 135 7 67 97 8 59 106 9 27 36 11 54 65 12 116 128 14 24 38

31 57 131 34 86 120 42 91 108 45 64 109 46 78 124 55 70 142 56 96 117 62 75 137

63 88 132 68 73 141 76 99 134

158 19 19 1 2 80 4 127 131 7 71 94 8 63 103 9 33 134 10 48 58 12 41 53 13 26 132

14 75 89 16 76 98 20 88 108 32 43 147 37 73 122 56 102 130 62 107 113 65 99 124

67 72 139 81 111 128 137 140 155

159 19 19 1 2 157 5 89 94 8 25 142 9 111 120 11 22 96 15 46 61 20 115 135 28 86 114

35 69 125 36 54 141 41 81 119 43 49 92 50 77 132 68 97 130 76 88 147 79 93 145

106 129 136 108 127 140 10 26 47

160 20 20
√

1 2 81 4 101 105 6 16 22 9 95 104 11 121 132 14 32 46 17 34 126 25 62 123

29 60 129 30 77 113 38 43 155 40 94 134 41 76 125 57 102 115 64 72 136 70 89 141

75 78 153 87 107 140 93 116 137 118 133 145

161 20 20 23 46 92 3 57 107 4 99 103 8 34 135 10 39 49 13 76 89 19 140 159 24 31 154

25 53 78 30 45 75 36 71 126 37 51 88 41 59 143 65 87 139 67 94 114 81 93 149

82 91 152 97 113 129 117 118 160 144 150 155

162 20 20 1 2 82 4 108 112 6 18 24 7 128 135 10 76 96 14 75 101 15 74 89 16 114 146

19 68 113 23 56 79 29 40 151 30 92 100 31 126 157 38 55 93 43 85 120 44 65 109

57 60 159 71 110 123 90 115 137 116 125 153

163 20 20 1 2 4 8 76 95 11 43 54 13 27 149 16 86 102 22 31 53 25 49 74 28 34 157

29 58 125 33 83 113 39 65 104 47 84 126 48 71 140 63 107 119 64 82 146 66 112 117

73 108 128 85 106 142 88 103 148 91 101 153

164 20 20 1 2 83 4 89 93 7 42 129 8 30 38 9 68 105 11 32 43 12 24 140 16 33 49

19 34 53 26 70 120 27 73 118 28 67 95 29 80 109 52 58 110 57 104 161 62 103 123

64 78 150 74 99 139 88 98 154 133 146 151

165 20 20 1 3 164 5 69 101 10 43 53 18 107 125 20 36 149 24 87 102 28 84 109 30 65 95

31 48 79 34 108 142 38 60 143 45 106 151 49 75 124 50 97 118 67 94 138 72 80 157

92 103 154 99 111 153 110 119 156 146 152 159
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166 20 20 1 2 84 4 26 144 6 67 105 9 103 112 16 28 44 17 35 148 20 109 129 23 47 70

27 91 102 31 121 152 33 120 153 36 68 104 41 56 151 50 93 123 52 92 126 55 60 115

58 66 124 59 80 145 78 81 159 117 127 156

167 20 20 1 2 4 5 59 118 7 107 114 9 48 128 12 155 161 19 36 55 22 101 145 25 45 147

27 62 97 28 92 120 29 124 153 33 63 137 40 90 130 41 56 152 51 83 135 57 91 133

68 106 129 69 82 151 73 81 159 136 146 157

168 21 20 24 48 96 1 2 85 5 10 20 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76 4 45 86

23 69 122 25 75 118 27 74 101 3 58 61 7 73 102 37 77 114 16 65 81 9 80 89

28 59 137 8 70 106 6 18 156 14 35 147

169 21 21
√

3 60 112 7 74 102 9 89 160 11 27 38 14 65 118 19 31 157 22 56 78 30 75 105

35 76 111 37 77 114 39 68 107 46 90 136 47 106 110 48 121 145 49 50 99 54 69 154

61 82 148 81 83 164 127 144 152 133 146 156 137 143 163

170 21 21 4 81 85 7 140 147 10 18 162 11 69 112 12 83 99 15 55 130 19 51 70 20 22 42

21 124 145 27 86 113 31 76 125 33 39 72 34 82 116 35 38 167 60 74 134 68 97 165

90 118 142 91 104 157 92 109 153 105 114 161 106 107 169

171 21 21 2 21 23 6 24 153 8 33 146 9 80 100 10 89 99 11 73 109 14 65 120 15 27 159

28 69 130 29 86 115 34 87 121 37 59 96 38 101 139 43 88 131 60 107 124 67 93 119

68 81 158 74 105 140 95 125 141 117 122 166 164 167 168

172 21 21 2 88 90 3 92 95 5 98 103 7 20 27 9 33 42 10 147 157 12 56 68 21 87 106

22 48 70 36 99 135 39 57 96 41 81 122 45 75 142 49 107 156 53 64 117 54 71 125

60 61 171 94 126 140 100 134 138 113 121 164 120 143 149

173 21 21 1 7 8 9 12 21 13 43 56 14 97 111 15 121 136 18 78 113 20 31 162 23 73 146

41 65 149 46 75 144 47 105 115 48 80 128 49 54 103 51 110 114 53 87 140 66 91 157

71 109 135 77 79 171 99 118 154 112 134 151 28 72 116

174 21 21 1 2 88 3 79 98 5 83 96 8 51 131 9 59 124 12 130 142 15 119 134 18 63 129

20 113 133 24 31 167 26 36 164 27 74 101 28 62 90 33 102 135 42 106 110 49 97 126

53 67 120 89 114 149 92 122 144 116 137 153 151 157 168

175 22 22
√

25 50 100 3 37 40 5 82 87 6 58 64 7 83 99 8 81 102 14 71 85 17 130 147

18 137 155 23 47 70 30 79 109 31 134 165 32 78 110 36 91 120 42 122 164 44 59 160

60 114 174 63 106 132 89 108 156 107 140 142 124 136 163 153 162 166

176 22 22
√

1 2 89 4 39 141 5 63 118 6 40 46 10 83 103 11 86 101 12 21 167 16 77 115

17 42 151 18 65 129 24 43 157 27 98 105 31 45 76 32 91 123 44 80 140 48 51 173

56 82 150 66 79 163 69 106 139 95 124 147 104 126 154 119 127 168

177 22 21 1 2 4 5 10 20 7 14 28 8 16 32 11 22 44 13 26 52 17 34 68 19 38 76

23 46 92 25 50 100 29 58 116 31 62 124 35 70 140 18 65 112 12 67 79 9 80 89

30 73 103 40 81 121 27 86 113 36 78 114 6 60 66

178 22 22 1 2 90 4 37 145 5 62 121 7 135 142 8 64 122 9 158 167 12 18 24 17 84 111

23 78 101 25 73 98 32 127 159 34 69 103 53 93 138 54 96 150 63 110 131 65 106 137

71 97 168 86 99 165 87 102 163 104 134 148 118 140 156 126 129 175

179 22 22 1 2 4 5 73 111 7 143 150 8 93 101 9 44 144 10 42 52 11 142 153 12 84 107

13 132 145 15 77 117 18 64 133 27 98 125 28 49 158 33 122 155 53 112 165 55 80 154

58 75 162 83 103 159 88 118 149 97 113 163 116 138 157 128 134 173

180 22 22 1 2 91 4 38 146 5 60 125 7 128 135 9 12 21 13 71 84 14 117 131 19 94 105

23 127 150 24 74 130 25 61 144 32 78 110 40 73 113 43 80 123 51 69 162 62 101 163

66 88 154 81 116 145 82 126 136 85 112 153 132 152 160 133 149 164

181 22 22 1 2 4 5 67 124 6 89 95 8 33 156 10 82 109 15 76 120 18 29 170 20 59 79

22 63 85 32 56 88 34 46 80 37 91 127 42 55 168 43 64 107 45 110 155 49 84 133

77 94 164 78 106 153 81 100 131 112 121 172 115 129 167 128 151 158
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Òàáëèöà 7.1.3 Êëàñèôèêàöèÿ íà (v,5,2,1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ v ≤ 114

v s âñè÷êè ñúâúðøåíè êîäîâè äóìè íà åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä

29 2 1 0 1 2 13 18 3 6 10 25

30 2 1 0 1 4 7 8 2 11 16 21

31 2 2 0 1 2 6 27 3 11 19 22

32 2 5 0 1 2 9 25 3 6 17 21

33 2 9 0 1 2 6 29 3 11 18 25

34 2 23 0 1 2 6 30 3 11 19 22

35 2 48 0 1 2 5 32 6 12 19 28

36 3 0 0

37 3 1 1 1 2 7 32 3 11 19 22 4 13 17 27

38 3 0 0

39 3 1 0 1 2 10 31 4 11 15 27 3 6 20 25

40 3 0 0

41 3 2 0 1 2 6 37 3 14 25 28 7 15 24 33

42 3 1 0 1 10 19 20 3 6 11 37 2 4 17 29

43 3 5 1 1 2 7 38 3 14 25 28 4 8 24 34

44 3 14 0 1 2 12 34 3 6 21 29 4 17 24 31

45 3 27 0 1 2 4 42 6 12 22 35 8 17 26 34

46 3 51 0 1 2 5 43 7 17 27 34 6 15 24 30

47 3 93 0 1 2 4 44 8 17 26 34 6 12 22 37

48-51 4 0 0

52 4 1 0 1 2 14 40 3 6 25 33 4 11 28 45 5 15 20 36

53 4 2 0 1 2 15 40 5 10 16 47 3 12 21 24 4 8 27 34

54 4 3 0 1 2 7 49 4 19 34 38 9 18 31 41 3 11 14 40

55 4 34 0 1 2 4 52 8 16 30 41 9 19 29 38 6 12 27 40

56 4 27 0 1 2 15 43 3 7 10 33 6 22 31 40 5 24 32 44

57 4 90 3 1 2 12 47 7 14 27 44 5 23 31 39 3 32 36 51

58 4 193 0 1 2 4 55 8 19 30 38 9 18 32 44 6 21 31 37

59 4 576 0 1 2 4 56 6 12 24 41 8 16 27 48 9 22 31 45

60 5 0 0

61 5 1 1 1 2 12 51 3 6 31 36 7 26 34 42 9 18 32 47 4 17 21 41

62-63 5 0 0

64 5 2 0 1 2 17 49 5 13 18 41 3 7 10 37 6 20 26 45 9 21 33 42

65 5 46 2 1 2 9 58 4 19 34 38 10 20 32 53 3 17 28 54 5 23 29 52

66 5 12 0 1 2 4 63 8 19 30 38 9 23 32 49 10 20 35 51 6 18 24 45

67 5 101 10 1 2 7 62 3 21 39 42 11 22 38 51 8 17 43 58 4 14 34 48

68 5 469 28 1 2 18 52 6 12 27 53 5 24 43 48 9 23 45 55 3 7 11 40

69 5 863 18 1 2 6 65 3 19 36 53 7 20 27 48 11 25 37 51 8 23 38 47

70 5 2743 158 5 10 20 40 1 2 14 58 3 6 45 51 4 11 27 63 8 17 41 49

71 5 6715 114 1 2 5 68 6 12 30 53 9 26 43 52 10 21 35 60 7 22 38 51

72 6 0 0

73 6 7 7 1 2 7 68 3 13 23 26 8 22 36 44 11 27 43 54 9 18 33 58 4 21 38 42

74 6 5 3 1 2 7 69 11 26 41 52 9 27 36 55 8 16 29 61 4 14 39 64 3 23 40 43

75 6 54 48 1 2 4 72 6 23 40 46 10 21 31 53 8 16 36 55 9 27 42 57 12 24 37 61

76 6 44 6 1 19 37 38 6 34 41 48 5 10 21 65 4 8 17 67 3 15 27 30 2 25 45 47

77 6 145 22 7 14 28 49 1 2 5 74 9 31 43 55 11 26 44 62 10 27 37 57 6 25 38 54

78 6 219 36 1 2 5 75 12 28 40 59 6 29 42 55 9 18 33 48 10 35 56 67 7 14 34 51

79 6 1115 160 1 2 4 76 10 20 39 60 9 27 44 61 13 26 41 64 6 12 37 48 8 16 32 65

80 6 6385 988 1 2 21 61 3 36 47 58 13 28 43 56 4 10 42 74 5 34 46 73 8 17 31 62

81 6 13006 686 1 2 4 78 6 25 44 50 10 20 36 65 9 18 42 57 11 23 34 64 8 22 54 68

82 6 18816 1480 1 2 4 79 6 19 32 38 10 20 37 65 9 24 33 66 11 23 41 59 8 22 43 51

83 6 72866 3519 1 2 4 80 6 39 50 61 15 31 47 62 8 18 45 64 9 23 43 57 12 25 42 66
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84 7 0 0

85 7 7 7 1 2 7 80 3 21 44 67 8 16 43 58 13 32 49 66 9 20 31 40 4 29 33 59

10 24 38 48

86 7 0 0

87 7 63 33 1 2 4 84 8 26 44 52 6 17 28 34 10 20 39 58 15 31 47 62 13 27 50 73

9 30 63 75

88 7 34 5 1 2 23 67 5 10 25 73 3 6 32 62 8 16 35 69 7 14 45 57 4 37 46 55

11 28 39 75

89 7 503 141 1 2 4 86 8 21 55 68 6 12 32 69 14 31 45 67 9 24 49 74 11 30 46 73

10 28 51 61

90 7 2939 960 1 2 4 87 8 33 49 65 14 29 52 75 13 26 47 69 6 12 54 66 9 40 59 79

10 37 55 72

91 7 9118 1375 1 2 4 88 6 12 30 73 15 32 49 64 13 33 53 66 8 16 39 68 14 28 50 69

9 44 54 65

92 7 21655 2477 1 2 24 70 3 6 12 83 7 14 34 72 10 26 42 52 11 39 56 75 4 8 33 41

5 18 49 62

93 7 104401 7906 1 2 4 90 11 22 44 60 14 28 43 78 9 41 51 61 6 18 30 36 13 26 47 66

8 25 62 70

94 7 118707 11706 1 2 4 91 9 18 36 67 16 35 54 70 10 20 33 81 8 30 52 60 6 17 32 79

12 37 51 65

95 7 889778 50016 1 2 4 92 6 12 24 77 14 34 54 68 13 35 57 70 10 33 56 66 8 17 36 86

11 32 48 63

96 8 0 0

97 8 8 8 1 2 4 94 8 16 39 74 6 19 25 61 9 26 43 52 12 24 53 68 11 22 49 70

14 28 46 79 10 30 50 60

98 8 548 384 7 14 28 56 5 10 20 83 9 18 45 71 3 22 41 44 1 31 32 65 2 13 50 87

4 43 51 59 6 12 29 52

99 8 663 180 9 18 36 63 1 2 4 96 16 32 51 80 13 30 43 71 15 37 57 77 10 21 31 65

12 24 50 73 6 52 66 91

100 8 511 168 1 2 26 76 3 6 12 91 8 16 35 81 13 31 49 62 4 45 52 59 5 34 63 68

11 33 44 72 10 40 57 80

101 8 2453 620 1 2 4 98 10 20 40 71 6 12 47 66 8 16 29 88 14 38 62 76 15 32 58 84

9 18 36 64 11 22 44 67

102 8 4454 1349 1 2 4 99 11 50 63 76 14 28 47 83 17 34 57 79 6 18 48 90 8 16 59 86

9 29 58 67 10 31 41 87

103 8 32438 5679 1 2 4 100 8 16 32 79 10 36 62 72 6 25 44 50 9 18 39 82 17 34 54 83

11 46 68 91 13 28 61 89

104 8 57203 9633 1 2 27 79 3 6 12 95 4 49 54 59 7 24 41 48 19 38 61 81 14 30 46 60

13 31 64 82 8 36 47 75

105 8 1452405 158564 1 2 12 95 4 8 48 65 7 30 56 82 14 28 43 90 3 38 54 70 13 31 50 81

6 33 42 78 5 25 46 71

106 8 599984 72186 1 2 4 103 6 18 24 65 13 29 45 58 15 35 55 70 11 39 67 92 9 46 72 89

8 30 38 87 10 33 54 64

107 8 4612857 320346 1 2 4 104 9 18 45 80 11 22 55 74 10 24 38 48 13 26 56 77 8 25 50 65

12 32 61 73 6 37 53 76

108 9 1 1 1 28 55 56 5 10 20 93 2 4 13 99 12 31 50 62 8 16 49 75 14 43 61 79

6 23 57 91 7 37 44 76 3 24 45 48

109 9 79 79 1 2 4 106 10 51 68 85 15 43 62 81 11 22 53 78 14 37 60 74 6 12 33 88

13 29 61 93 9 39 59 79 8 26 44 52

110 9 1 0 1 2 4 107 8 16 31 95 6 41 58 75 13 26 53 83 18 36 61 85 9 28 47 56

10 39 60 81 11 22 59 73 12 32 44 77

111 9 785 344 1 2 4 108 16 38 73 92 11 28 61 94 9 32 55 64 13 40 53 82 6 12 37 80

10 20 34 97 15 30 51 90 8 49 67 93
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112 9 1003 435 1 2 29 85 3 6 12 103 19 38 58 92 5 36 67 72 4 14 18 65 11 37 48 80

7 30 53 60 13 35 57 70 8 25 41 49

113 9 9548 2479 1 2 4 110 6 12 24 95 11 40 62 84 13 26 61 78 8 23 31 72 10 37 47 80

9 34 59 68 14 28 60 81 16 36 55 93

114 9 15322 4502 1 2 4 111 11 22 44 81 10 49 62 75 12 24 41 97 8 61 84 99 18 43 68 86

6 20 60 100 16 32 51 83 9 36 57 78

193



Òàáëèöà 7.1.4 Ïðèìåðè íà îïòèìàëíè (v,5,2,1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå ñ
115 ≤ v ≤ 155

v s ñúâúðøåíè êîäîâè äóìè íà åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä

115 9 1 2 5 112 6 20 34 40 9 21 62 103 10 25 35 70 11 47 63 79 13 26 56 85

17 39 61 78 18 42 66 84 19 38 65 88

116 9 1 29 57 58 2 37 72 74 3 6 19 103 5 10 25 101 7 31 55 62 9 26 43 52

14 47 65 83 4 8 49 71 11 23 50 89

117 9 1 2 4 114 6 12 36 93 8 16 55 86 9 18 53 82 11 22 59 80 13 27 41 54

15 32 66 100 19 38 61 94 20 45 65 91

118 9 1 2 5 115 6 12 53 77 7 57 75 100 11 31 51 62 13 26 49 95 14 28 44 102

15 37 52 85 17 34 55 97 9 19 54 108

119 9 1 2 4 116 6 12 57 74 8 24 40 48 9 18 38 99 10 33 66 76 11 30 65 100

13 26 60 85 14 28 55 92 15 46 67 88

120 10
√

5 10 35 95 7 19 31 38 11 22 63 79 8 47 64 81 13 26 53 80 1 2 45 77

9 23 37 46 3 6 61 65 20 49 70 91 15 33 48 84

121 10 11 22 44 77 1 2 4 118 8 16 32 97 6 12 42 91 9 35 61 70 13 34 47 84

19 38 67 92 18 41 64 82 10 20 63 78 14 28 45 104

122 10

123 10
√

1 2 4 120 8 16 32 99 9 26 35 79 14 28 66 85 13 43 73 86 22 45 68 90

20 41 61 92 11 29 47 58 6 12 54 81 10 25 59 84

124 10 1 2 32 94 3 6 12 115 11 22 44 91 5 56 73 90 4 41 64 87 18 42 71 100

7 14 50 88 13 26 61 89 20 45 72 99 8 16 65 75

125 10
√

1 2 4 122 6 12 24 107 15 44 81 103 16 32 67 90 10 20 48 97 11 36 61 72

17 43 69 86 9 40 71 80 14 33 79 98 8 21 55 112

126 10
√

9 18 36 72 1 2 4 123 11 22 44 93 19 39 58 92 6 43 66 89 16 47 78 94

8 67 84 109 12 24 38 112 13 28 69 98 10 45 75 96

127 10
√

1 2 4 124 6 12 24 109 11 22 44 94 13 41 69 82 9 26 43 52 14 37 60 74

10 20 59 88 16 47 63 95 15 36 51 102 8 27 65 100

128 10
√

1 2 33 97 3 6 12 119 13 26 52 89 7 27 47 54 4 8 57 79 10 35 60 70

18 36 59 105 14 30 44 86 5 29 90 109 11 28 62 73

129 10
√

1 2 4 126 8 16 32 105 11 22 44 96 13 26 62 93 19 42 61 95 14 39 64 78

6 15 21 75 10 37 47 94 12 29 70 100 18 46 66 109

130 10 1 2 4 127 9 18 36 103 11 22 44 97 15 46 84 107 16 41 73 105 12 47 71 95

14 51 72 93 13 26 43 113 10 20 49 101 6 40 74 80

131 10 1 2 4 128 6 12 24 113 11 22 44 98 13 26 52 92 9 28 47 56 23 46 71 106

14 45 59 95 8 16 37 110 15 32 49 64 10 20 63 90

132 11
√

11 22 55 88 1 2 4 129 13 26 52 93 14 28 87 115 23 46 71 107 8 43 70 97

16 53 74 95 9 18 47 103 15 30 49 113 10 20 60 92 6 57 69 81

133 11
√

1 2 5 130 6 36 66 72 7 56 70 84 9 18 35 116 10 29 48 58 11 22 65 90

12 39 51 92 13 46 59 96 15 31 47 62 20 40 64 109 21 42 76 99

134 11 1 2 13 123 15 30 57 107 9 45 54 94 3 6 35 105 8 61 71 81 7 14 33 115

5 28 51 56 17 48 79 96 16 41 75 109 4 47 69 91 18 39 76 113

135 11 1 2 4 132 6 12 48 99 8 16 62 89 9 43 72 101 10 25 35 85 11 33 55 66

13 39 65 78 14 28 45 104 19 38 68 105 20 40 61 114 23 47 79 111

136 11 1 2 35 103 3 6 19 123 4 8 59 85 5 10 47 99 9 18 40 114 11 39 67 78

12 24 73 87 15 30 53 113 17 44 71 88 20 45 70 90 7 36 79 100

137 11 1 2 4 134 6 12 21 128 8 16 47 106 10 38 66 76 11 44 55 96 13 26 45 118

14 37 60 74 17 42 67 84 18 36 58 115 20 49 69 103 24 48 75 110

138 11
√

1 2 4 135 6 12 21 129 10 20 49 109 11 48 85 96 13 44 75 88 17 34 52 120

19 38 65 92 22 47 80 113 23 51 79 102 8 16 32 77 14 40 81 95

139 11 1 2 4 136 6 12 28 123 8 21 29 84 9 18 60 97 10 36 62 72 11 35 59 70

14 39 53 96 15 32 47 93 19 38 68 109 20 40 74 105 23 50 73 106

140 11 1 2 36 106 3 6 12 131 4 8 45 103 5 10 66 84 7 32 57 64 14 31 77 123
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19 38 62 116 22 51 81 111 23 49 75 98 13 33 53 100 11 27 96 112

141 11 1 2 4 138 6 12 21 132 8 16 33 124 10 36 62 72 13 48 83 96 14 51 88 102

18 47 65 103 19 60 80 100 22 44 68 117 27 54 82 113 11 34 77 109

142 11 1 2 4 139 6 12 20 134 9 18 61 99 10 29 76 123 11 22 44 109 16 40 79 118

17 51 68 105 21 42 67 117 26 53 84 115 15 30 60 101 13 36 72 85

143 12
√

13 26 52 91 1 2 4 140 6 12 24 125 19 38 60 121 9 62 76 90 11 40 51 97

8 44 80 88 16 50 84 100 23 54 77 110 15 32 79 126 10 20 45 118 21 48 69 106

144 12
√

1 2 37 109 14 28 67 105 7 31 55 62 19 41 60 102 3 13 23 26 5 49 93 98

9 34 59 68 16 43 70 86 4 8 73 79 15 30 47 127 11 29 40 92 12 33 99 111

145 12
√

1 2 4 142 11 43 78 113 8 16 34 127 10 47 84 94 19 49 82 115 15 53 80 107

14 45 76 90 6 28 50 56 13 36 59 72 12 24 41 128 9 57 77 97 21 42 81 106

146 12
√

1 2 4 143 16 32 49 81 9 18 45 128 8 47 86 94 11 22 64 104 15 30 74 102

23 46 71 121 19 54 89 108 13 26 69 103 14 51 80 109 10 20 41 125 6 61 73 85

147 12 1 2 4 144 6 12 22 137 8 25 33 90 9 43 78 113 11 52 63 105 13 62 80 98

14 28 72 103 15 38 61 76 19 56 83 110 20 40 79 108 21 51 81 102 24 48 74 121

148 12 1 2 38 112 3 6 12 139 4 47 76 105 5 13 18 83 7 17 24 86 11 34 91 114

14 49 81 113 16 55 82 109 19 41 60 104 20 40 73 115 25 51 77 102 28 56 87 117

149 12 1 2 4 146 6 12 23 138 8 16 30 135 9 18 55 112 10 43 76 86 13 52 91 104

15 51 87 102 19 54 89 108 20 40 68 121 21 42 80 111 24 49 74 123 27 56 88 120

150 12 1 2 4 147 6 12 29 133 8 21 79 137 9 18 49 119 11 22 72 111 14 51 88 102

15 41 67 82 16 32 59 123 19 38 73 115 24 57 90 114 25 53 81 106 10 20 65 95

151 12 1 2 4 148 6 12 20 143 9 18 35 134 11 50 89 100 13 53 93 106 15 30 79 102

16 47 63 107 19 38 74 115 21 42 67 126 24 48 81 118 27 56 83 117 10 32 75 129

152 12
√

1 2 39 115 3 6 12 143 4 8 28 132 10 45 80 90 16 32 63 121 17 34 59 127

18 36 79 109 23 49 75 98 5 46 65 106 7 14 64 78 11 22 55 108 13 40 69 125

153 12 1 2 4 150 6 12 23 142 8 16 30 139 9 18 51 111 10 45 80 90 13 49 85 98

15 46 84 122 19 48 67 110 20 57 94 114 21 61 87 113 24 56 88 112 25 50 78 125

154 13

155 12 1 2 4 152 6 12 53 114 8 16 35 136 9 18 51 122 10 20 49 126 13 56 86 99

15 40 65 80 17 55 93 110 21 52 88 124 22 44 68 131 23 57 89 121 11 37 85 96
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