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CONTRIBUTION À L’ÉTUDE DES FONCTIONS

PLURISOUSHARMONIQUES CONVEXES

ET ANALYTIQUES

Jamel Abidi

Communicated by P. Pflug

Abstract. We establish in this paper some new relations between convex,
plurisubharmonic and analytic functions in Cn, n ≥ 1.

Let g : Cn → C be analytic. We prove that
{b ∈ C : |g + b| is a convex function in Cn} = ∅ or {α} or C,

where α ∈ C.

1. Préliminaires et notations. Le but de cet article est d’établir des
liens classiques entre les fonctions convexes, les fonctions plurisousharmoniques
et les fonctions analytiques dans Cn, (n ≥ 1). On étudie aussi certains problèmes
reliés à la structure complexe. En particulier, on démontre l’existence d’une
équation différentielle reliant les fonctions convexes et les fonctions analytiques
dans Cn. Soient k : Cn → C analytique et ϕ(z,w) = |w − k(z)|, pour (z,w) ∈
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Cn×C. Supposons qu’il existe a, b ∈ C(a 6= b) avec ϕ(·, a) et ϕ(·, b) sont convexes
sur Cn. Alors ϕ(·, w) est convexe sur Cn, pour tout w ∈ C. Même plus ϕ est
convexe sur Cn×C. En conséquence, k est une fonction analytique affine sur Cn.

Soient g : Cn → C analytique et v(z,w) = |ee
g(w−z)

| pour z,w ∈ Cn. On démontre
dans ce papier que v est psh sur Cn × Cn si et seulement si g est constante.

Pour F : Cn → C analytique, on note u(z,w) = |F (w − z)|, pour z,w ∈
Cn. On démontre que u est psh sur Cn × Cn si et seulement si F appartient
à une classe de fonctions qu’on le caractérise. On note l’existence de fonctions
g : Cn → C analytiques avec v1 n’est pas psh sur Cn × Cn pour tout n ≥ 1
(v1(z,w) = |g(Aw−Bz)|, z,w ∈ Cn et A,B ∈ C\{0}). L’abréviation s.c.s signifie
semi-continue supérieurement. md est la mesure de Lebesgue dans Rd, d ≥ 2. Soit
U un ouvert de Rd. sh(U) est l’ensemble des fonctions sousharmoniques sur U .
Pour f : U → C, Ré(f) est la partie réelle de f . Pour tout a ∈ C, Ré(a) et Im(a)
sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de a. |a| est le module
du nombre complexe a.

C∞
c (U) = {ϕ : U → C : ϕ est de classe C∞ et à support compact dans U} et

C l(U) = {ϕ : U → C : ϕ est de classe C l dans U}, l ∈ N ∪ {∞}.

C0(U) = C(U) est l’ensemble des fonctions continues dans U . Pour p polynôme
analytique sur C, deg(p) est le degré de p. Soit g : C → C analytique,
j ∈ N\{0}. g(j) est la dérivée de g d’ordre j par rapport à la variable com-
plexe z. g′ = g(1), g′′ = g(2), g′′′ = g(3) et g(0) = g. Si ϕ : U → C de classe
C2, △(ϕ) est le Laplacien de ϕ. Pour b ∈ Rd, ‖b‖ est la norme euclidienne du
vecteur b. Pour z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, 1 ≤ j ≤ n, on écrit z = (zj , Zj) avec
zj ∈ C, Zj = (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zn) ∈ Cn−1. Si ϕ : Cn → C,

ϕ(·, Zj) : C → C définie par ϕ(zj , Zj) = ϕ(z).

Soit G un ouvert de Cn, n ≥ 1. psh(G) et prh(G) sont respectivement
l’ensemble des fonctions plurisousharmoniques et pluriharmoniques dans G.

Sur la théorie des fonctions harmoniques, n-harmoniques et sousharmoni-
ques on consultera les références [7, 15, 16, 17, 20, 8, 21] et [23].

Sur la théorie des fonctions holomorphes, plurisousharmoniques et leurs
extensions on pourra consulter les références [4, 5, 6, 9, 10, 12, 11, 13, 14, 15, 16,
19, 18] et [23].

Sur l’extension des fonctions sousharmoniques et n-sousharmoniques on
a les références [4, 14, 19, 21] et [22].

Sur l’étude des fonctions convexes, on pourra consulter Hormander [12],
Krantz [16] et Vladimirov [23].
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Le théorème suivant nous montre que la fonction e = exp admet de bonnes
applications en analyse réelle et complexe.

Théorème 1. Soit u : D → R une fonction, D domaine dans Rd(d ≥ 2).
On a les équivalences suivantes

(i) u est harmonique sur D;
(ii) ewu est sousharmonique sur D,∀w ∈ R;
(iii) (−ewu) est surharmonique sur D,∀w ∈ R;
(iv) ∃p polynôme de degré impair et à coefficients réels avec p(w)u est

sousharmonique sur D,∀w ∈ R.

D é m o n s t r a t i o n. Notons d’abord que ewu est s.c.s sur D (pour tout
w ∈ R) si et seulement si u est continue sur D.

(ii) implique (i). On a u est continue sur D, de plus
∫

ewu(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) ≥ 0,∀ϕ ∈ C∞
c (D), ϕ ≥ 0 et ∀w ∈ R.

ewu = 1 + wu+
∑

j≥2

wjuj

j!
.

Donc

ewu − 1

w
= u+

∑

j≥2

wj−1uj

j!
pour tout w ∈ R\{0}.

∫

1∆ϕ(ξ)dmd(ξ) = 0.

Si w > 0, alors
ewu − 1

w
est sousharmonique sur D. C’est à dire



u+ w
∑

j≥2

wj−2uj

j!





est sousharmonique sur D, ∀w ∈ R+\{0}.
∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) +w
∑

j≥2

wj−2

j!

∫

uj(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) ≥ 0, ∀w ∈ R+\{0}.

lim
w→0,w>0





∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) +w
∑

j≥2

wj−2

j!

∫

uj(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ)





=

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) ≥ 0.
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Donc u est sousharmonique sur D. De la même manière on démontre que
u est surharmonique sur D. Ainsi u est harmonique sur D. Donc (ii) implique
(i) et par suite on a même (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.

(i) implique (iv) est claire. Pour (iv) implique (i), soit p un polynôme
à coefficients réels et de degré impair sur R avec p(w)u est sousharmonique sur
D,∀w ∈ R. Soit ϕ ∈ C∞

c (D), ϕ ≥ 0.
∫

p(w)u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) = p(w)

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) ≥ 0,∀w ∈ R.

Ecrivons alors p(w) = a0 + a1w+ · · ·+ alw
l où a0, a1, . . . , al ∈ R, al 6= 0 et l ∈ N,

l impair. On obtient alors

a0

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) + · · · + alw
l

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) ≥ 0,∀w ∈ R.

Donc al

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) = 0 et par suite

∫

u(ξ)∆ϕ(ξ)dmd(ξ) = 0 même

∀ϕ ∈ C∞
c (D), ϕ à valeurs réelles et de signe quelconque. Il résultera que u est

harmonique sur D. Ainsi on obtient (i) et (iv) sont équivalentes. �

On a le lemme suivant.

Lemme 1. Soit u : D → C une fonction, D domaine de Cn.
Soit v(z,w) = |ewu(z)|, pour (z,w) ∈ D×C. Supposons que v est psh sur

D × C. Alors u est prh sur D.

D é m o n s t r a t i o n. Posons u = u1 + iu2, u1, u2 : D → R. Pour w ∈ C,
w = w1+iw2, w1 et w2 ∈ R, on a |ewu| = e(w1u1−w2u2) est psh sur D,∀w1, w2 ∈ R.

Si w2 = 0 on obtient alors ew1u1 est psh sur D, ∀w1 ∈ R. D’après le
théorème 1, on a alors u1 est harmonique sur D. Utilisant les transformations
C-linéaires bijectives sur Cn, on démontre que u1 est prh sur D. Si w1 = 0, on
démontre que u2 est prh sur D. Il résulte que u est prh sur D. En réalité on a v
est psh sur D × C si et seulement si u est pluriharmonique sur D. �

Le théorème suivant nous propose de faire des comparaisons et des con-
statations sur les fonctions considérées.

Théorème 2. Soit f : D → C une fonction de classe C2, D domaine de
Cn. On a les assertions suivantes

(i) e|w−f(z)| est psh sur D × C si et seulement si f est prh sur D.

(ii) e|w−f(z)|2 est psh sur D × C si et seulement si f est prh sur D.
Cependant

(iii) e|(w−f(z))2+1| est psh sur D × C si et seulement si f est analytique
sur D.
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Pour la preuve de ce théorème on a besoin du lemme suivant

Lemme 2. Soit u : D → R+ une fonction, D domaine de Cn.

Si eu est psh sur D alors e(u
2) est psh sur D.

D é m o n s t r a t i o n. Sans perte de généralité on admet que n = 1.

Etape 1. u est de classe C2 dans D. On a
∂

∂z
(eu

2
) = 2u

∂u

∂z
eu

2
.

∂2

∂z̄∂z
(eu

2
) =

[

2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
|2 +2u

∂2u

∂z̄∂z
+ 4u2 |

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2
]

eu
2
.

D’autre part,
∂

∂z
(eu) =

∂u

∂z
eu.

∂2

∂z̄∂z
(eu) =

[

∂2u

∂z̄∂z
+

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2
]

eu. Remarquons que

2u
∂2u

∂z̄∂z
+ 4u2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2

= 2u
∂2u

∂z̄∂z
+ 2u2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2

+ 2u2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2

= 2u[
∂2u

∂z̄∂z
+ u

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2

] + 2u2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

2

.

Soit z ∈ D. Si u(z) ≥ 1; alors u(z)

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

≥

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

. Donc

∂2u

∂z̄∂z
(z) + u(z)

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

≥
∂2u

∂z̄∂z
(z) +

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

≥ 0.

Soit alors
∂2

∂z̄∂z
(eu

2(z)) ≥ 0.

Si 0 ≤ u(z) ≤ 1. On a

2

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

+ 2u(z)
∂2u

∂z̄∂z
(z) ≥ 2u(z)

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

+ 2u(z)
∂2u

∂z̄∂z
(z)

≥ 2u(z)

[

∣

∣

∣

∣

∂u

∂z
(z)

∣

∣

∣

∣

2

+
∂2u

∂z̄∂z
(z)

]

≥ 0.

Donc eu
2

est sh sur D.

Etape 2. u n’est pas de classe C2 dans D.

Soit ρ : C → R+, ρ radiale, 0 ≤ ρ ≤ 1,

∫

ρ(ξ)dm2(ξ) = 1. Soit

ρδ(ξ) =
1

δ2
ρ

(

ξ

δ

)

pour δ > 0 et ξ ∈ C. On note aussi Dδ = {z ∈ D : d(z, ∂D) >

δ} où d(z, ∂D) est la distance euclidienne entre z et ∂D(Dδ est ouvert dans D).
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Pour j ∈ N\{0}, ρ 1
j
∗eu est sh C∞, décroissante vers eu sur D 1

j0

où j0 ≥ 1(j ≥ j0)

avec D 1
j0

6= ∅.

ρ 1
j
∗ eu ≥ eu ≥ 1 sur D 1

j0

.

On a log(ρ 1
j
∗ eu) ≥ 0, C∞ et e

[log(ρ 1
j
∗eu)]

= ρ 1
j
∗ eu est sh sur D 1

j0

. Donc d’après

l’étape 1,

(

e
(log(ρ 1

j
∗eu))2

)

j≥j0

est une suite de fonctions sh et décroissante vers

eu
2

sur l’ouvert D 1
j0

. Donc eu
2

est sh sur D 1
j0

pour tout j0 ∈ N\{0}, j0 ≥ j1,

j1 ∈ N\{0}. Comme D 1
j0

croit vers D si j0 → +∞. On conclut que eu
2

est sh

dans D. �

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r èm e 2. (i) Notons que si A,B ∈ R+, c ∈
C avec Aαα+Bββ + 2Ré(cαβ) ≥ 0, ∀α, β ∈ C, alors |c2| ≤ AB. Une preuve de
ce résultat sera établite dans la suite de notre papier.

On suppose que n = 1 pour simplifier. Soit z0 ∈ D. Montrons que
∂2f

∂z̄∂z
(z0) = 0.

Soit a ∈ C avec

(

−
∂f

∂z
(z0) + a

)

= 0. Posons aussi

v(z,w) = e|w+az−f(z)|2 = u(w + az − f(z)),

où u(w) = e|w|2 pour tout w ∈ C. v est psh et de classe C2 d’après le lemme 2.
∀(z,w) ∈ D × C, on a

∂2v

∂w̄∂w
(z,w) =

∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az − f(z)).

∂2v

∂z̄∂z
(z,w) =

∂2u

∂ζ2
(w + az − f(z))

∂f

∂z̄
(z)

(

−a+
∂f

∂z
(z)

)

+
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az − f(z))

(

−ā+
∂f̄

∂z̄
(z)

) (

−a+
∂f

∂z
(z)

)

−
∂u

∂ζ
(w + az − f(z))

∂2f

∂z̄∂z
(z) +

∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az − f(z))

∂f

∂z̄
(z)

∂f̄

∂z
(z)

+
∂2u

∂ζ̄2
(w + az − f(z))

∂f̄

∂z
(z)(−ā+

∂f̄

∂z̄
(z))

−
∂u

∂ζ̄
(w + az − f(z))

∂2f̄

∂z̄∂z
(z).
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∂2v

∂z̄∂w
(z,w) = −

∂2u

∂ζ2
(w + az − f(z))

∂f

∂z̄
(z)

−
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az − f(z))

(

−ā+
∂f̄

∂z̄
(z)

)

.

∂2v

∂z̄∂z
(z0, w) = −

∂u

∂ζ
(w + az0 − f(z0))

∂2f

∂z̄∂z
(z0)

+
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az0 − f(z0))

∂f

∂z̄
(z0)

∂f̄

∂z
(z0)

−
∂u

∂ζ̄
(w + az0 − f(z0))

∂2f̄

∂z̄∂z
(z0).

∂2v

∂z̄∂w
(z0, w) = −

∂2u

∂ζ2
(w + az0 − f(z0))

∂f

∂z̄
(z0).

On doit donc avoir
∣

∣

∣

∣

∂2u

∂ζ2
(w + az0 − f(z0))

∂f

∂z̄
(z0)

∣

∣

∣

∣

2

≤
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az0 − f(z0))

[

−
∂u

∂ζ
(w + az0 − f(z0))

∂2f

∂z̄∂z
(z0)

+
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + az0 − f(z0))

∂f

∂z̄
(z0)

∂f̄

∂z
(z0) −

∂u

∂ζ̄
(w + az0 − f(z0))

∂2f̄

∂z̄∂z
(z0)

]

.

On obtient alors, ∀ζ ∈ C,

|ζ|4
∣

∣

∣

∣

∂f

∂z̄
(z0)

∣

∣

∣

∣

2

≤ |ζ|2

[

|ζ|2
∣

∣

∣

∣

∂f

∂z̄
(z0)

∣

∣

∣

∣

2

− ζ̄
∂2f

∂z̄∂z
(z0) − ζ

∂2f̄

∂z̄∂z
(z0)

]

.

Donc

ζ̄
∂2f

∂z̄∂z
(z) + ζ

∂2f̄

∂z̄∂z
(z) ≤ 0, ∀ζ ∈ C, ∀z ∈ D.

Ré

[

ζ̄
∂2f

∂z̄∂z
(z)

]

≤ 0, ∀ζ ∈ C,∀z ∈ D.

Donc
∂2f

∂z̄∂z
= 0 sur D. Il résulte que f est harmonique sur D.

(ii) résulte de l’assertion (i).

(iii) Posons u(w) = e|w
2+1|, pour w ∈ C. u est sousharmonique sur

C. u n’est pas convexe sur C. En effet, supposons que u est convexe sur C.
Remarquons d’abord que min({u(z) : z ∈ C}) = 1 = u(i) = u(−i). Comme u est
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convexe sur C, alors u est constante sur le segment [−i, i] (on pourra vérifier ceci
en utilisant la définition de la convexité). 0 ∈ [−i, i], donc on doit avoir u(0) = 1.
Or u(0) = e. Contradiction.

Donc u n’est pas convexe sur C.

On suppose maintenant que n = 1 pour simplifier. En faisant une preuve
analogue à celle décrite dans l’assertion (i), on démontre que f est harmonique sur
D. Supposons que f n’est pas holomorphe dans D. Posons v(z,w) = u(w−f(z)),
(z,w) ∈ D × C. Comme v est psh dans D × C, alors u est convexe dans C (et
même on a l’équivalence entre ces deux propriétés). Contradiction.

Il résulte que f est analytique dans D.

En réalité (iii) est vraie même si f est continue dans D. Dans ce cas il
fallait faire quelques étapes de développements pour avoir la preuve. �

Théorème 3. Soit p un polynôme analytique non constant sur C et
f : D → C une fonction continue, D domaine dans Cn. On note v(z,w) =
|p(w− f(z))| pour (z,w) ∈ D×C. Si v est psh sur D×C alors f est prh sur D.

Le théorème n’est pas vrai si on remplace p par une fonction g analy-
tique non constante sur C. Ceci montre l’impotance de considérer un polynôme
analytique dans ce théorème.

D é m o n s t r a t i o n. Cas 1. p a une unique racine dans C. Dans ce cas
on a p(ξ) = (Aξ +B)l où A ∈ C\{0}, B ∈ C et l ∈ N\{0}. Pour (z,w) ∈ C2,

|p(w − f(z))|2 = |[A(w − f(z)) +B]l|2 = |[Aw −Af(z) +B]l|2

= |[Aw −Af(z) +B]|2l.

|p(w − f(z))|2 = |A|2l

∣

∣

∣

∣

w −

(

f(z) −
B

A

)∣

∣

∣

∣

2l

.

C’est clair qu’on pourra montrer que f est continue sur D dans ce cadre(car v
est psh sur D × C) sans l’énoncer comme hypothèse dans le théorème. Posons

k = f −
B

A
. On a f est prh sur D si et seulement si k est prh sur D. v est psh sur

D × C et à valeurs dans R+ donc v2 est psh dans D × C. Mais v2 est psh dans
D × C si et seulement si | w − k |2l est psh dans D × C. Posons k = h+ is, h et
s : D → R continues. |w − k|2l = [(w − k)(w̄ − k̄)]l = [|w|2 − (wk̄ + w̄k) + |k|2]l.
Pour w ∈ R, on a

|w − k|2l = [w2 − w(k + k̄) + |k|2]l = [w2 − 2wh+ |k|2]l

= w2l − 2hlw2l−1 + h2l−2w
2l−2 + · · · + h0



Contribution à l’étude des fonctions plurisousharmoniques. . . 337

où h2l−2, . . . , h0 : D → R sont continues. |w − k|2l est aussi sousharmonique sur
D, pour tout w ∈ R. Soit ϕ ∈ C∞

c (D), ϕ ≥ 0. En utilisant le problème de la
fibration on se ramène à n = 1.

q(w) =

∫

|w − k(z)|2l∆ϕ(z)dm2(z) ≥ 0, pour tout w ∈ R.

Notons que

∫

(w)2l∆ϕ(z)dm2(z) = 0. Donc

q(w) = −2lw2l−1

∫

h(z)∆ϕ(z)dm2(z) + w2l−2

∫

h2l−2(z)∆ϕ(z)dm2(z) + . . .

+

∫

h0(z)∆ϕ(z)dm2(z) ≥ 0, ∀w ∈ R.

Observons alors que q est un polynôme à coefficients réels avec
deg(q) ≤ (2l − 1), de plus q ≥ 0 sur R et (2l − 1) est impair. Donc le coeffi-
cient de w(2l−1) est nul.

Soit

∫

h(z)∆ϕ(z)dm2(z) = 0. Comme h est continue sur D, alors h est

harmonique sur D.
Montrons que s est harmonique sur D ⊂ C. Soit z0 ∈ D, r > 0 avec

D(z0, r) ⊂ D. Soit w1 = (h + is1 + it) holomorphe sur D(z0, r), h = Ré(w1),
s1 : D(z0, r) → R harmonique, t ∈ R.

|w1 − k|2l = |h+ is− (h+ is1 + it)|2l = |t+ s1 − s|2l est sh sur D(z0, r), ∀t ∈ R.

Utilisant la preuve précédente, on montre que (s1−s) est harmonique surD(z0, r).
Donc s est harmonique sur D(z0, r), ∀z0 ∈ D et r > 0 avec D(z0, r) ⊂ D. Il
résulte que s est harmonique sur D. Il arrive que k est harmonique sur D.

Cas 2. p admet deux racines distinctes dans C.

p(w) = alw
l + al−1w

l−1 + · · · + a0, al, al−1, . . . , a0 ∈ C, al 6= 0.

v2 est psh sur D × C. ∀(z,w) ∈ D × C,

v2(z,w) = |p(w − f(z))|2 = |al(w − f(z))l + al−1(w − f(z))l−1 + · · · + a0|
2.

Fixons w ∈ R.

v2(z,w) = [al(w − f(z))l + al−1(w − f(z))l−1 + · · · + a0]

× [al(w − f(z))l + al−1(w − f(z))l−1 + · · · + a0]

= b2lw
2l + w2l−1[b2l−1(f(z) + f(z)) + c] + b2l−2w

2l−2 + · · · + b0

où b2l−1 ∈ R\{0}, c ∈ R, b2l−2, . . . , b0 : D → R sont des fonctions continues.
D’après la fibration on se ramène à n = 1. Maintenant utilisant la preuve du cas
1, on montre que (f + f) est harmonique sur D.
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Aussi si w ∈ iR, on développe v2(z,w) et on montre que (f − f) est
harmonique sur D. D’ou f est harmonique sur D. �

L’effet de la deuxième racine de p est très important en analyse complexe.
En réalité dans ce cas on montre que f est même holomorphe dans D.

Soit g : C → C analytique non constante, f : C → C continue. Supposons
que |g(w − f)| est psh sur C2. A-t-on f est harmonique sur C?

La réponse est négative et est justifiée par l’exemple suivant.

Exemple. g(w) = ew, w ∈ C. Considérons f(z) = x + iy4, pour
z = (x+ iy) ∈ C, x = Ré (z). Posons w = x1 + iy1, x1 = Ré (w). |g(w − f(z))| =
|ew−f(z)| = |e(x1−x)| est psh sur C2, mais f n’est pas harmonique sur C.

Cependant, si g est un polynôme analytique non constant sur C la réponse
est positive.

Enfin aussi on a l’affirmation suivante. Soit ϕ : C → C analytique non
affine. Alors pour toute fonction A : C → C continue, la condition ϕ(w −A) est
prh sur C2 implique A est analytique dans C.

Corollaire 1. Soient p1, . . . , pN des polynômes analytiques sur C avec
deg(p1) > max(deg(p2), . . . ,deg(pN )), N ∈ N\{0, 1}. Notons

u(z,w) =
N

∑

j=1

|pj(w − f(z))|2,

pour (z,w) ∈ D × C; f : D → C continue, D domaine de Cn, n ≥ 1.

Supposons que u est psh sur D × C.

Alors f est prh sur D.

On a l’observation suivante.

Soit v(z,w) =

N
∑

j=1

|Aj(w − f(z)) + Bj|
2mj , pour (z,w) ∈ D × C, avec

D domaine de Cn, (Aj , Bj ∈ C, ∀j ∈ {1, . . . , N}, A1 6= 0, N ∈ N\{0, 1},
m1, . . . ,mN ∈ N), f : D → C continue. On suppose que m1 > max(m2, . . . ,mN ).

La condition v est psh sur D×C implique que f est prh surD. Cependant

L’hypothèse v est convexe sur D × C implique que f est affine sur D.

Cette observation nous propose d’étudier les liens entre la convexité (no-
tion réelle) et la plurisousharmonicité (notion complexe).

C’est à dire plus exactement établir les liens entre la convexité réelle et
la convexité complexe.

On a aussi les affirmations suivantes.
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(a) Soient p et q deux polynômes analytiques sur C, avec le produit pq
n’est pas constant. Soit z0, z1 ∈ C avec z0 6= z1 et p(z0) = q(z1) = 0.

Soit f : D → C continue où D est un domaine de Cn. On pose v(z,w) =
|p(w − f(z))q(w − f(z))|, v1(z,w) = |p(w − f(z))| et v2(z,w) = |q(w − f(z))|,
pour (z,w) ∈ D × C.

L’hypothèse v est psh sur D × C implique les deux assertions suivantes
a1) v1 et v2 sont psh sur D × C (la réciproque n’est pas vraie).
a2) log(v) est psh sur D × C.
Ce résultat peut servir pour étudier et développer les structures convexes

et plurisousharmoniques de quelques fonctions définies dans les domaines de Cn.

(b) Soit u : C → R de classe C2. On suppose qu’il existe une fonction
f : C → C harmonique non holomorphe avec u1 est psh dans C2, où u1(z,w) =
u(w − f(z)) pour (z,w) ∈ C2. Alors u est convexe sur C.

2. La convexité et les fonctions analytiques. Le lemme suivant
est fondamental dans cette section.

Lemme 3. Soit u : C → R une fonction de classe C2. On note v(z,w) =
u(w − z), pour (z,w) ∈ C2. On a l’équivalence suivante

(i) u est convexe sur C;
(ii) v est psh sur C2.

D é m o n s t r a t i o n. (i) implique (ii). Posons ϕ(z,w) = w − z̄. ϕ est
R-linéaire sur C2 et bijective. Comme u est convexe alors uoϕ est convexe sur
C2. Donc v est convexe sur C2. Il résulte que v est psh sur C2.

(ii) implique (i). Notons que v est de classe C2 sur C2.

∂2(v)

∂z̄∂z
(z,w)b1 b̄1 +

∂2(v)

∂w̄∂w
(z,w)b2b̄2 +

∂2(v)

∂w̄∂z
(z,w)b1 b̄2 +

∂2(v)

∂z̄∂w
(z,w)b̄1b2

=
∂2(u)

∂ξ̄∂ξ
(w− z̄)b1b̄1+

∂2(u)

∂ξ̄∂ξ
(w− z̄)b2b̄2−

∂2(u)

∂ξ̄2
(w− z̄)b1b̄2−

∂2(u)

∂ξ2
(w− z̄)b̄1b2 ≥ 0,

pour tout (z,w) ∈ C2 et (b1, b2) ∈ C2.
Rappelons que

∂

∂ξ
=

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
),

∂

∂ξ
=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
)

si ξ = (x+ iy) ∈ C, x = Ré(ξ) et y = Im(ξ).

∂2

∂ξ∂ξ
=

1

4

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

,
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∂2

∂ξ2
=

1

4

(

∂

∂x
− i

∂

∂y

)(

∂

∂x
− i

∂

∂y

)

=
1

4

(

∂2

∂x2
− 2i

∂2

∂x∂y
−

∂2

∂y2

)

,

∂2

∂ξ
2 =

1

4

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

=
1

4

(

∂2

∂x2
+ 2i

∂2

∂x∂y
−

∂2

∂y2

)

.

Donc, on a
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

u(w − z̄)b1b̄1 +

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

u(w − z̄)b2b̄2

−

(

∂2

∂x2
+ 2i

∂2

∂x∂y
−

∂2

∂y2

)

u(w − z̄)b1b̄2

−

(

∂2

∂x2
− 2i

∂2

∂x∂y
−

∂2

∂y2

)

u(w − z̄)b̄1b2 ≥ 0.

Pour b1 = a+ ib, b2 = a− ib, a, b ∈ R, on a
(

∂2(u)

∂x2
+
∂2(u)

∂y2

)

(a2 + b2) +

(

∂2(u)

∂x2
+
∂2(u)

∂y2

)

(a2 + b2)

− 2Ré

[(

∂2(u)

∂x2
+ 2i

∂2(u)

∂x∂y
−
∂2(u)

∂y2

)

(a2 − b2 + 2iab)

]

≥ 0.

Soit encore

4
∂2(u)

∂x2
a2 + 4

∂2(u)

∂y2
b2 + 8

∂2(u)

∂x∂y
ab ≥ 0.

Ainsi on obtient

∂2(u)

∂x2
a2 +

∂2(u)

∂y2
b2 + 2

∂2(u)

∂x∂y
ab ≥ 0,∀a, b ∈ R.

Donc u est convexe sur C. Ce qui termine la preuve du lemme 3. Notons que le
lemme 3 est vrai même si u et v sont continues sur C. �

Observons que si u1 : C → [−∞,+∞[ est s.c.s et k(z,w) = u1(w − z)
pour z,w ∈ C. On a u1 est sh sur C si et seulement si la fonction k est psh
dans C2. Une comparaison entre k et la fonction v du lemme 3, l’absence de la
structure complexe permet alors d’affirmer l’hypothèse forte de la convexité de
la fonction u.

Corollaire 2. Soit u : Cn → R une fonction de classe C2, g : C → Cn

une fonction holomorphe affine et non constante. On note v(z,w) = u(w−g(z)),
∀(z,w) ∈ C × Cn. On a l’équivalence suivante

(i) u est convexe sur Cn;
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(ii) v est psh sur C × Cn.

D é m o n s t r a t i o n. C’est une conséquence du lemme précédent. �

Observons ici les résultats du corollaire suivant

Corollaire 3. Pour f : C → C et g : Cn → C analytiques.
(i) |f | est convexe sur C si et seulement si la fonction |f(w − z̄)| est psh

sur C2.
(ii) |g| est convexe sur Cn si et seulement si |g(w−z̄)| est psh sur Cn×Cn.

(Remarquer que |f | peut être n’est pas de classe C2 sur C si f s’annule
dans C).

Il existe des fonctions g1 et g2 analytiques sur C avec |g1(w− z)|2 est psh
et |g2(w − z)|2 n’est pas psh sur C2.

En effet, g1(w) = w2 vérifie aussi |g1(w − z)|2 est psh sur C2.
Pour donner un exemple d’une fonction g2 on a le lemme suivant

Lemme 4. Pour w ∈ C, soit g2(w) = w2 − w. Alors |g2(w − z)|2 n’est
pas psh sur C2 (ce qui implique que |g2|

2 n’est pas convexe sur C).

Nous concluons alors l’existence de fonctions g1 et g2 analytiques sur C

avec |g1|
2 est convexe sur C et |g2|

2 n’est pas convexe sur C.
La preuve de ce lemme résulte du théorème suivant

Théorème 4. a) |(w−z)2| est psh dans C2, cependant |(w−z)2 +ǫ| n’est
pas psh dans C2, ∀ǫ > 0 (c’est à dire une petite perturbation change les fonctions
psh). En réalité |(w − z)2 + a| n’est pas psh dans C2,∀a ∈ C\{0}.

b) |(w − z)2 − (w − z)| n’est pas psh dans C2, mais |(w − z)2| est psh
dans C2.

D é m o n s t r a t i o n. a) Posons u(z,w) = |(w − z)2| et h(z,w) = w − z,
(z,w) ∈ C2. u(z,w) = |h(z,w)|2. Mais h est prh sur C2. Donc u est psh sur C2.

Soit ǫ > 0. Posons v(z,w) = |(w − z)2 + ǫ|, (z,w) ∈ C2.
Pour z ∈ C, posons w1(z) = −z. w1 est analytique dans C.
v1(z) = v(z,w1(z)) = |−4y2+ǫ|, où z = (x+iy), x = Ré(z) et y = Im(z).

v1 est C∞ sur C\{z = (x + iy) ∈ C, x, y ∈ R : y ∈ {B1, B2}}, B1, B2 ∈ R. Pour

y ∈

]

−
ǫ

1
2

2
,
ǫ

1
2

2

[

, on a v1(z) = −4y2 + ǫ.
∂2v1
∂z∂z

(z) = −2 < 0,∀z ∈ C avec

y = Im(z) vérifi −4y2 + ǫ > 0. Donc v1 n’est pas sousharmonique sur C. Il
résulte enfin que v n’est pas psh sur C2.

b) Soit v(z,w) = |(w − z)2 + (w − z)|. v est continue sur C2. v n’est pas
psh sur C2 car si w1(z) = −z = −(x+ iy), x = Ré(z), on a v1(z) = v(z,w1(z)) =
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|4x2 − 2x| = 2x − 4x2 si 0 < x <
1

2
. v1 est C∞ sur D

(

1

4
,
1

8

)

. ∀z ∈ D

(

1

4
,
1

8

)

,

∂2v1
∂z∂z

(z) = −2 < 0. Donc v1 n’est pas sousharmonique sur C. Il arrive que v

n’est pas psh sur C2. Enfin on déduit que |(w − z)2 − (w − z)| n’est pas psh
dans C2. �

Lemme 5. Soit h : C → R harmonique. On pose v(z,w) = h(w−z) pour
(z,w) ∈ C2 et on fixe (z0, w0) ∈ C2. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) h n’est pas une fonction affine sur C;

(ii) v n’est pas psh au voisinage de (z0, w0);

(iii) v n’est pas psh au voisinage de tout point de C2;

(iv) v n’est ni convexe ni concave au voisinage de tout point de C2;

(v) La forme de Levi associée à v définie par

L(b, b) =

[

∂2v

∂z̄∂z
b1b̄1 +

∂2v

∂w̄∂w
b2b̄2 +

∂2v

∂w̄∂z
b1b̄2 +

∂2v

∂z̄∂w
b̄1b2

]

ne garde pas un signe constant au voisinage de tout point z ∈ C2, (b = (b1, b2)
∈ C2).

D é m o n s t r a t i o n. (i) implique (ii). v est psh sur un ouvertG contenant

(z0, w0) ∈ C2. Comme
∂2v

∂w∂w
=

∂2v

∂z∂z
= 0 sur G et

∂2v

∂z∂w
(z,w) = −

∂2h

∂ξ2
(w − z)

pour (z,w) ∈ G. On a v est psh sur G si et seulement si Ré

[

∂2v

∂z∂w
(z,w)ab

]

≥ 0,

∀(z,w) ∈ G et ∀(a, b) ∈ C2.

Soit Ré

[

∂2h

∂ξ2
(ξ)ab

]

≥ 0, ∀(a, b) ∈ C2 et ∀ξ ∈ A, où A est un ouvert non

vide et simplement connexe inclus dans C. Ecrivons alors que h = g1 + g1, g1 :

A → C est holomorphe.
∂2h

∂ξ2
= g′′1 = 0, et par suite g1 est affine. Ainsi h est

affine sur C. Contradiction.

(ii) implique (i) est triviale. Remarquons aussi que les assertions (ii),
(iii), (iv) et (v) sont équivalentes. �

En réalité on a le résultat suivant

Théorème 5. Soit v : D → R une fonction de classe C2, D domaine
dans Cn. Supposons que la forme hermitienne de Levi associée à v est à coeffi-
cients constants. Alors v est psh sur D ou v est plurisurharmonique sur D ou v
et (−v) ne sont pas psh au voisinage de tout point de D.
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D é m o n s t r a t i o n. On a la forme hermitienne de Levi

L(v)(b, b)(z) =
n

∑

j,k=1

∂2v

∂z̄k∂zj
(z)bj b̄k

ne dépend pas de z ∈ D((b, b) ∈ Cn ×Cn). Donc elle est ou bien positive ou bien
négative ou bien elle ne garde pas un signe constant lorsque le couple (b, b) vari
dans Cn × Cn.

Soit z0 ∈ D. Si L(v)(b, b)(z0) ≥ 0 pour tout (b, b) ∈ Cn × Cn, comme
L(v)(b, b) ne dépend pas de z alors L(v)(b, b) ≥ 0 sur D. Donc v est psh sur D.

Si L(v)(b, b)(z0) ne garde pas un signe constant lorsque la variable (b, b) ∈
Cn × Cn. Comme L(v)(b, b) ne dépend pas de z ∈ D alors L(v)(b, b)(z) ne garde
pas un signe constant dans Cn pour tout z ∈ D. Donc v et (−v) ne sont pas psh
au voisinage de tout point z ∈ D. �

Comme application on a le

Théorème 6. Soit u : D → C une fonction n-harmonique, D domaine
dans Cn. Supposons que la forme hermitienne de Levi associée à u est à coeffi-
cients constants. Alors u est prh sur D ou u n’est pas prh au voisinage de tout
point de D.

L’énoncé est aussi vrai si u est harmonique sur D.

Théorème 7. Soit u : Cn → C une fonction n-harmonique, n ≥ 1. Sup-
posons que la forme hermitienne de Levi associée à eu est à coefficients constants.
Alors u est constante sur Cn.

D é m o n s t r a t i o n. Le cas n = 1. Notons u = 2 log |g| où g : C → C est

analytique. eu = |g2|. ∀z ∈ C, on a
∂2(eu)

∂z̄∂z
(z) = |g′(z)|2 = c avec c ∈ R+. Donc

g est une fonction affine sur C.
Comme |g| > 0 sur C, alors g(z) = γ,∀z ∈ C, où γ ∈ C\{0}. Donc

u = log |γ| est constante sur C.
Le cas n ≥ 2 découle du cas précédent par application du problème de

fibration. �

Notons qu’on a d’autres énoncés dans le cas où u : D → R est n-
harmonique, D domaine de Cn, (D 6= Cn) et lorsque la forme hermitienne associée
à eu est à coefficients constants dans D.

Théorème 8. Soit f : Cn → C harmonique. On a les assertions suiv-
antes.

(a) Supposons que pour toute fonction g analytique sur Cn, avec g 6= f ,
{z ∈ Cn : f(z) = g(z)} est pluripolaire dans Cn. Alors f est analytique dans Cn.
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(b) Supposons que f n’est pas analytique sur Cn. Alors f n’est pas ana-
lytique au voisinage de tout point de Cn. De plus si f est prh sur Cn, il existe
une fonction g1 analytique sur Cn avec E = {z ∈ Cn : f(z) = g1(z)} n’est pas
polaire dans Cn.

D é m o n s t r a t i o n. (a) Pour z ∈ Cn, z = (z1, . . . , zn), α, β ∈ Nn,

α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), posons zα = zα1
1 . . . zαn

n et z̄β = z̄β1
1 . . . z̄βn

n .

Comme f est harmonique sur Cn, alors f(z) =
∑

α,β

aαβz
αz̄β, pour z ∈ Cn,

aαβ ∈ C. Supposons que f n’est pas analytique dans Cn. Il existe donc α0, β0 ∈

Nn, β0 6= 0 avec aα0β0 6= 0. Considérons g(z) =
∑

α,β

aαβz
αzβ, g est analytique

dans Cn et g 6= f.

On a, ∀β ∈ Nn, {z ∈ Cn : z1 = z̄1, . . . , zn = z̄n} ⊂ {z ∈ Cn : zβ1
1 =

z̄β1
1 , . . . , zβn

n = z̄βn
n }. Donc {z ∈ Cn : z1 = z̄1, . . . , zn = z̄n} = Rn ⊂ F = {z ∈

Cn : f(z) = g(z)}. Donc F n’est pas pluripolaire dans Cn. Contradiction.

Il résulte que aαβ = 0, ∀α, β ∈ Nn, β 6= 0.

Soit f(z) =
∑

α

aα0z
α. Ainsi f est analytique dans Cn.

(b) Supposons que f est analytique sur une boule ouverte B(ξ, r) ⊂ Cn,

ξ ∈ Cn et r > 0. On considère alors G = {z ∈ Cn :
∂f

∂z̄j
(z) = 0, ∀j = 1, . . . , n}.

C’est clair que G 6= ∅, G ⊂ Cn, G est fermé dans Cn. Comme f est analytique
réelle sur Cn, alors G = Cn. Donc f est analytique dans Cn. Contradiction. �

On pourra aussi étudier toutes les projections de E sur les droites com-
plexes de Cn.

Notons que le produit hermitien habituel 〈·/·〉 sur Cn Vérifi |〈·/·〉| n’est
pas psh au voisinage de tout point de Cn × Cn si et seulement si n ≥ 2. Cela
nous oblige et nous propose de faire une étude ici. On peut aussi remarquer que
le produit hermitien habituel précédent 〈·/·〉 n’est pas prh au voisinage de tout
point de Cn × Cn.

Ce produit hermitien provient de la norme euclidienne sur Cn. Cependant
cette norme euclidienne est psh sur Cn. Mais le module du produit hermitien as-
socié |〈·/·〉| n’est pas psh au voisinage de tout point de Cn×Cn, n ≥ 2( considérer
par exemple une norme qui provient d’un produit hermitien quelconque sur Cn).

Questions. a) Nature de |(w− f(z))2 +(w− g(z))| si f, g : Cn → C sont
analytiques?

b) Soit F : Cn → C analytique. |F (w − z̄)| est elle psh dans Cn × Cn?
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Trouver les conditions sur F pour que |F (w − z̄)| soit psh dans Cn × Cn.

Notons que si F1(w) = exp(w2), w ∈ C, alors |F1(w − z̄)| n’est pas psh
dans C2. En réalité, si w = z ∈ C, |F1(w− z̄)| = F1(z− z̄) = exp(−4y2) qui n’est
pas sh dans C (car c’est une fonction bornée non constante dans C, z = x + iy
avec y = Im(z)).

En plusieurs variables complexes on considère la fonction psh

[|(w1 − z1)
2|2 + · · · + |(wn − zn)2|2]

1
2

avec (z,w) ∈ Cn × Cn, z = (z1, z2, . . . , zn), w = (w1, w2, . . . , wn) et n ≥ 2.

Pour ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∈ (R+\{0})
n, la fonction

[|(w1 − z1)
2 + ǫ1|

2 + · · · + |(wn − zn)2 + ǫn|
2]

1
2

n’est pas psh dans Cn × Cn.

On commence par énoncer d’abord le résultat suivant.

Lemme 6. (a) Soit a, b ∈ C avec a 6= b. Soit g la fonction analytique
définie par g(z) = z2 − (a + b)z + ab et u1(z,w) = |g(w − z)|, pour z,w ∈ C.
Alors u1 n’est pas psh dans C2.

En conséquence, il existe une fonction v convexe sur C mais v(w − g(z))
n’est pas convexe en (z,w) ∈ C2 (par exemple v(w) = |w|, w ∈ C).

(b) Soit u : C → R convexe. Supposons que pour toute f : C → C

analytique, u(w − f(z)) est convexe sur C2. Alors u est constante.

D é m o n s t r a t i o n. (a) Posons v(z,w) = |g(w − z)|2 = u1(z,w)2 pour
z,w ∈ C. v est de classe C∞ sur C2.

∂2v

∂z̄∂z
=

∂2v

∂w̄∂w
= |g′(w − z)|2.

∂2v

∂z̄∂w
= −g′′(w − z)g(w − z).

Rappelons que |g|2 est convexe sur C si et seulement si v est psh sur C2.

La forme de Levi associée à v est

L(v)(z0, w0)(α, β) = |2(w0 − z̄0) − (a+ b)|2(αα + ββ) − 4Ré[ḡ(w0 − z̄0)αβ]

= Ré[(ā− b̄)2αβ],

pour (z0, w0) ∈ C2, (α, β) ∈ C2, avec w0 − z̄0 =
a+ b

2
.

Remarquons que L(v)(z0, w0)(α, β) ne garde pas un signe constant lorsque
le couple (α, β) vari dans C2 car (ā − b̄) 6= 0. En conséquence u1 n’est pas psh
dans C2.
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(b) Pour w ∈ C, posons v1(z) = u(w + z2) et v(z, ξ) = v1(ξ − z̄) =
u(w + (ξ − z̄)2), (z, ξ) ∈ C2.

Cas 1. u est de classe C2 sur C.
∂v

∂ξ
(z, ξ) = 2

∂u

∂ζ
(w + (ξ − z̄)2)(ξ − z̄).

∂2v

∂ξ̄∂ξ
(z, ξ) = 4

∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + (ξ − z̄)2)|ξ − z̄|2.

∂2v

∂z̄∂z
(z, ξ) = 4

∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w + (ξ − z̄)2)|ξ − z̄|2.

∂2v

∂z̄∂ξ
(z, ξ) = −2

∂u

∂ζ
(w + (ξ − z̄)2) − 4

∂2u

∂ζ2
(w + (ξ − z̄)2)(ξ − z̄)2.

La forme hermitienne de Levi associée à v est L(v)(z,w)(α, β) est positive
(∀(z,w) ∈ C2, ∀(α, β) ∈ C2) si et seulement si
∣

∣

∣

∣

2
∂u

∂ζ
(w + (ξ − z̄)2) + 4

∂2u

∂ζ2
(w + (ξ − z̄)2)(ξ − z̄)2

∣

∣

∣

∣

≤ 4
∂2u

∂ζ̄∂ζ
(w+(ξ− z̄)2)|ξ− z̄|2.

Si ξ = z̄ ∈ C, on a
∂u

∂ζ
(w) = 0, ∀w ∈ C. Donc u est constante sur C.

Cas 2. u n’est pas de classe C2 dans C. Soit ρ une fonction standard
définie comme dans la preuve du lemme 2. Pour δ > 0, considérons

u ∗ ρδ(w + (ξ − z̄)2) =

∫

u(ζ)ρδ(w + (ξ − z̄)2 − ζ)dm2(ζ)

=

∫

u(w + (ξ − z̄)2 + ζ)ρδ(ζ)dm2(ζ) = Aδ(z, ξ).

Aδ est convexe et de classe C∞ sur C2. D’après le cas 1, u ∗ ρδ est constante et
comme (u ∗ ρ 1

j
)j≥1 converge vers u, alors u est constante. �

Plus exactement, on a

Lemme 7. (a) Soient A,B ∈ C, l et m ∈ N. Alors |A(w−z̄)l+B(w−z̄)m|
n’est pas psh dans C2 si et seulement si AB 6= 0 et (l ≥ 2 ou m ≥ 2 et l 6= m).

(b) Soient α, β ∈ C, a, b, c, d ∈ C. Alors |α exp[a(w− z̄)+ b]+β exp[c(w−
z̄) + d]| n’est pas psh dans C2 si et seulement si αβ 6= 0 et (a 6= c).

(c) La fonction u(w) = | exp(w) + a| n’est pas convexe dans C pour tout
a ∈ C\{0}.

Théorème 9. Soit g : C → C analytique non constante avec |g| convexe
sur C. Supposons q’il existe z0 ∈ C avec |g(z0)| ≤ |g(z)|, pour tout z ∈ C. Alors
g(z0) = 0, de plus, {z ∈ C : g(z) = g(z0)} = {z0}.
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D é m o n s t r a t i o n. Supposons que |g(z0)| > 0. Alors |g| > 0 sur C.
Soit donc g = eg1 , g1 : C → C analytique. D’après le théorème de Picard,
C\{0} ⊂ g(C). Or g(C) ⊂ C\{0}. Donc g(C) = C\{0}.

L’hypothèse |g| ≥ |g(z0)| sur C implique g(C) ⊂ C\D

(

0,
|g(z0)|

2

)

. Donc

C\{0} ⊂ C\D

(

0,
|g(z0)|

2

)

. Impossible. D’où g(z0) = 0.

Maintenant montrons que {z ∈ C : g(z) = g(z0)} = {z0}. Supposons
que g(z1) = g(z0) = 0 avec z1 ∈ C\{z0}. Considérons le segment [z0, z1] =
{tz0 + (1 − t)z1, t ∈ [0, 1]}. On a ∀z ∈ [z0, z1], z = tz0 + (1 − t)z1 avec t ∈ [0, 1].
0 = |g(z0)| ≤ |g(z)| = |g(tz0 + (1 − t)z1)| ≤ t|g(z0)| + (1 − t)|g(z1)| ≤ t|g(z0)| +
(1 − t)|g(z0)| = |g(z0)| = 0. Donc g(z) = 0 = g(z0). Soit g(z) = 0, pour tout
z ∈ [z0, z1]. Comme [z0, z1] est un segment de C non dénombrable, alors g = 0
sur C. Contradiction.

Ainsi le cardinal de {z ∈ C : g(z) = g(z0)} est égale à 1.
Enfin observons que pour toute fonction k : C → C analytique non con-

stante, avec |k| est convexe sur C, {z ∈ C : k(z) = 0} est de cardinal inférieur ou
égale à 1. �

Corollaire 4. Soit g : Cn → C analytique non constante avec |g| convexe
sur Cn, n ≥ 2. Supposons q’il existe z0 ∈ Cn avec |g(z0)| ≤ |g(z)|, pour tout
z ∈ Cn. Alors g(z0) = 0, et A = {z ∈ Cn : g(z) = g(z0) = 0} est un sous
ensemble analytique convexe non borné dans Cn.

D é m o n s t r a t i o n. Montrons que g(z0) = 0. Supposons que |g(z0)| =
c > 0. Donc pour tout z ∈ Cn, |g(z)| ≥ c. Mais g n’est pas constante, donc
il existe j ∈ {1, . . . , n} et a = (aj , Aj) ∈ Cn avec g(·, Aj) non constante sur
C(aj ∈ C, Aj ∈ Cn−1). On suppose pour simplifier que j = 1. Il arrive que
g(·, A1) est analytique non constante avec |g(·, A1)| est convexe sur C. De plus
|g(·, A1)| ≥ c > 0 sur C. D’après la preuve du théorème précédent on déduit que

C\{0} ⊂ C\D
(

0,
c

2

)

. Contradiction.

Montrons que A est convexe dans Cn. Soit ξ0, ζ0 ∈ A. Prouvons que le
segment [ζ0, ξ0] ⊂ A. Soit z ∈ [ζ0, ξ0]. z = tζ0 + (1 − t)ξ0, t ∈ [0, 1]. 0 ≤ |g(z)| =
|g(tζ0 + (1− t)ξ0)| ≤ t|g(ζ0)|+ (1− t)|g(ξ0)| ≤ t|g(z0)|+ (1− t)|g(z0)| = 0. Donc
g(z) = 0 et par suite z ∈ A. Ainsi [ζ0, ξ0] ⊂ A et on déduit que A est convexe
dans Cn. �

Remarque 1. (a) Soit g(z) = g(z1, z2) = (A1z1 + B1)
l1(A2z2 + B2)

l2 ,
z = (z1, z2) ∈ C2, l1, l2 ∈ N\{0}, (A1, A2, B1, B2 ∈ C avec A1A2 6= 0). g est

analytique non constante sur C2. Soit z0 =

(

−B1

A1
,
−B2

A2

)

. On a g(z0) = 0. Si g
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est convexe sur C2, alors E = {z ∈ C2 : g(z) = 0} est un sous ensemble convexe

dans C2. Mais E =

{

−B1

A1

}

×C∪C×

{

−B2

A2

}

n’est pas convexe dans C2. Donc

|g| n’est pas convexe dans C2.

(b) Soit f(z) = z4, z ∈ C. f est analytique dans C. Posons v(z,w) =
|f(w − z̄)| pour (z,w) ∈ C2. On a v est psh sur C2 car v(z,w) = |w − z̄|4 =
|k(z,w)|4, où k(z,w) = (w− z̄) est prh dans C2. Il résulte que |f(w− z̄ + 1)| est
psh sur C2. Cependant |f(w− z̄) + 1| n’est pas psh dans C2. C’est à dire |f(w)|
est convexe implique |f(w + 1)| est convexe mais n’implique pas que |f(w) + 1|
est convexe dans C.

2.1. Les polynômes analytiques et les fonctions convexes. On se
propose dans cette partie de montrer le résultat suivant

Soit p un polynôme analytique sur C. Alors {b ∈ C : |p + b| est une
fonction convexe sur C} = {∅} ou {α} ou C (avec α ∈ C).

Théorème 10. Soit p un polynôme analytique non constant sur C. On
note v(z,w) = |p(w− z̄)|, pour (z,w) ∈ C2. Alors on a les équivalences suivantes

(a) v est psh sur C2;

(b) ∃A ∈ C\{0}, ∃B ∈ C, ∃l ∈ N\{0} avec p(ξ) = (Aξ + B)l, pour tout
ξ ∈ C;

(c) |p| est convexe sur C.

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Corollaire 5. Pour p polynôme analytique non constant sur Cn(n ≥ 2),
on a l’équivalence suivante

(a) |p(w − z̄)| est psh sur Cn × Cn;

(b) p(z) = (A1z1 + A2z2 + · · · + Anzn + B)l, où z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn,
(A1, A2, . . . , An) ∈ Cn\{0}, B ∈ C et l ∈ N\{0}.

Notons que pour la caractérisation des fonctions k : C → C analytiques
non constantes avec ∀g : C → C analytique et |g| convexe sur C, alors |kog| est
convexe sur C. On vérifie que k(ξ) = cξm, où c ∈ C\{0} et m ∈ N\{0}.

Enfin il arrive que pour toute fonction F : C → C analytique non con-
stante, |F 2 + 1| n’est pas convexe dans C. En conséquence |F 2(w − z̄) + 1| n’est
pas psh dans C2. Ceci nous exhibe une famille importante de fonctions non psh
dans C2.

Maintenant on démontre le théorème suivant

Théorème 11. Soit f : D → C une fonction, D ouvert convexe dans
Cn. On note ϕ(z,w) = |w − f(z)| pour (z,w) ∈ D × C.
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On a les équivalences suivantes
(i) ϕ est convexe sur D × C;

(ii) ϕ(·, w) est convexe sur D, ∀w ∈ C;
(iii) f est une fonction affine sur D.

D é m o n s t r a t i o n. (i) implique (ii) est claire.
(ii) implique (iii). On a ϕ(·, w) est convexe sur D, ∀w ∈ C, donc ϕ(·, w)

est psh sur D, ∀w ∈ C. Soit encore ϕ(·, w)2 = [|w2| − w̄f −wf̄ + |f2|] est psh sur
D. Donc ϕ(·, w)2 − |w2| = [−w̄f − wf̄ + |f2|] est psh sur D, ∀w ∈ C.

Si w ∈ R on a
ϕ(·, w)2 −w2 = [−w(f + f̄)+ |f2|] est psh sur D. Utilisant le papier de Abidi [1],
on démontre que f est pluriharmonique sur D.

Nous rappelons toute fois que si k : C → R est harmonique convexe alors
k est affine d’après le lemme 11 qui suivra dans la suite de l’article. Remarquons
que ϕ(·, w)2 −w2 = [−w(f + f̄) + |f2|] est convexe sur D, ∀w ∈ R. Donc (f + f̄)
est convexe sur D et par suite Ré(f) est convexe sur D.
Si w ∈ iR on démontre que Im(f) est convexe sur D.

Comme Ré(f) et Im(f) sont pluriharmoniques surD, on déduit que Ré(f)
et Im(f) sont des fonctions affines sur D.

(iii) implique (i). f étant affine sur D, donc q(z,w) = w−f(z) est encore
affine sur D × C et il résulte que ϕ = |q| est convexe sur D × C et la preuve du
théorème est terminée. �

Pour q polynôme analytique sur C, on note Fq(z,w) = |w − q(z)| si
(z,w) ∈ C2. Caractérisons alors les polynômes p analytiques sur C avec ∀α ∈ C,
Fp(·, α) = |α− p| n’est pas convexe sur C.

Rappelons la propriété suivante. ∀p polynôme analytique sur C avec
deg(p) ≤ 2, alors il existe toujours β ∈ C avec Fp(·, β) = |β − p| est convexe sur
C. Notons aussi que si f : C → C est holomorphe avec ϕ1(z,w) = |w − f(z)|
est convexe sur C2, alors f est un polynôme analytique de degrés deg(f) ≤ 1 et
même on pourra donner d’autres affirmations plus restrictives.

D’abord l’exemple suivant nous montre l’existence d’un polynôme p ana-
lytique avec ∀α ∈ C, |p+ α| n’est pas convexe sur C.

Soit p(w) = w3 + w on a |p+ α| n’est pas convexe sur C,∀α ∈ C.
On a

Théorème 12. Soit p un polynôme analytique sur C. On a les équiva-
lences suivantes

(i) ∀α ∈ C, |p− α| n’est pas convexe sur C;

(ii) deg(p) ≥ 3 et p′ admet au moins deux racines distinctes dans C;
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(iii) Il existe j ∈ N\{0} avec p(j) n’est pas constant et admet au moins
deux racines distinctes dans C.

D é m o n s t r a t i o n. (i) implique (ii). Le cas où deg(p) ≤ 1 implique que
|p| est convexe sur C. Ce qui contredit (i).

Cas où deg(p) = 2. On a p(w) = Aw2 + Bw + C,A,B,C ∈ C, A 6= 0.

Alors |p(w) −M | = |A|

∣

∣

∣

∣

w +
B

2A

∣

∣

∣

∣

2

où M = C −
B2

4A
.

Donc |p(w) −M | est convexe sur C. Contradiction.

Ainsi on a obtenu deg(p) ≥ 3.

Si p′ admet une seule racine dans C. Alors p′(w) = (αw + β)l, α, β ∈ C,
α 6= 0 et l ∈ N, l ≥ 2.

Donc p(w) = (α1w + β1)
l+1 + γ, avec α1, β1, γ ∈ C, α1 6= 0. Remarquons

alors dans ce cas que |p − γ| = |(α1w + β1)
l+1| = |α1w + β1|

l+1 est convexe sur
C. Contradiction.

Donc p′ admet au moins deux racines distinctes dans C.

Pour (i) implique (iii) on prend j = 1. (iii) implique (ii) est aussi claire.

(ii) implique (i). Supposons qu’il existe α ∈ C avec |p − α| est convexe
sur C. Alors p−α admet une unique racine dans C. Soit p(w)−α = (Aw+B)l,
avec A,B ∈ C, A 6= 0 et l ∈ N, l ≥ 3. Par suite p′(w) = lA(Aw + B)l−1 admet
donc une seule racine dans C. Contradiction. �

Remarque 2. Soit p un polynôme analytique sur C. Notons ϕ(z,w) =
|w − p(z)| pour (z,w) ∈ C2. Supposons que deg(p) ≥ 3 et p′ admet au moins
deux racines distinctes dans C. Alors ϕ n’est pas convexe sur tout G voisinage
de tout point (z,w) ∈ C2 de la forme G = C ×D(w, r), r > 0.

Maintenant caractérisons les polynômes p analytiques sur C avec la pro-
priété ∃!α ∈ C et ϕ(·, α) = |α − p| est convexe sur C; ϕ(z,w) = |w − p(z)| pour
(z,w) ∈ C2.

Dans ce cas la réponse est immédiate d’après le théorème 10, à savoir
p(z) = (Az +B)l + α, A,B ∈ C, A 6= 0, l ∈ N, l ≥ 2.

Toute fois on a

Théorème 13. Soit p un polynôme analytique de degré deg(p) ≥ 2
sur C. Posons ϕ(z1, w) = |w − p(z1)| et ϕ1(z1, z2, w) = |w − p(z2 − z1)| pour
(z1, z2, w) ∈ C3.

Alors ϕ1 n’est pas psh dans C3.

En conséquence, il existe α ∈ C avec ϕ(·, α) = |α − p| n’est pas convexe
dans C (c’est à dire ϕ n’est pas convexe dans C2).
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D é m o n s t r a t i o n. Supposons que pour tout w ∈ C, ϕ(·, w) est convexe
sur C. Il résulte que le polynôme p vérifi deg(p) ≤ 1. Contradiction. �

Enfin on a l’énoncé suivant

Théorème 14. Soit p un polynôme analytique sur C. ϕ(z,w) = |w−p(z)|
pour (z,w) ∈ C2. Supposons qu’il existe a, b ∈ C, a 6= b de plus ϕ(·, a) et ϕ(·, b)
sont convexes sur C. Alors ∀w ∈ C, ϕ(·, w) = |w − p| est convexe sur C. De plus
ϕ est convexe sur C2.

En conséquence, il existe A,B ∈ C avec p(z) = Az +B,∀z ∈ C.

Enfin on obtient

Lemme 8. Soit p un polynôme analytique sur C. A(p) = {b ∈ C : |b+ p|
est une fonction convexe sur C}. Alors on a uniquement les trois éventualités
suivantes

A(p) = {β}(β ∈ C) si et seulement si p(z) = −β+ (az+ b)l, l ∈ N, l ≥ 2,
a, b ∈ C, a 6= 0.

A(p) = ∅ si et seulement si deg(p) ≥ 3 et p′ admet deux racines distinctes
dans C.

A(p) = C si et seulement si p est un polynôme analytique affine sur C.

Remarque 3. (a) Soit p un polynôme analytique sur Cn, n ≥ 2. Alors
A(p) = {b ∈ C : |b + p| est une fonction convexe sur Cn} = ∅ ou {a} ou C (avec
a ∈ C).

Cependant on a le résultat suivant. Pour toute h : Cm → R plurihar-
monique,m ≥ 1. {b ∈ C : |b+h(z)+α1x1+β1y1+· · ·+αnxn+βnyn|est une fonction
convexe sur Cm,∀αj, βj ∈ R,∀j = 1, . . . , n} = ∅ ou C, où si z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn,
zj = xj + iyj, xj = Ré(zj).

(b) Soit p un polynôme analytique avec deg(p) ≥ 2 sur C. ϕ(z,w) =
|w− p(z)| pour (z,w) ∈ C2. Alors ϕ n’est pas convexe dans C2. En conséquence,
si ξ = (z,w) ∈ C2, ζ = (z1, w1) ∈ C2 et ϕ1(z,w, z1, w1)) = ϕ(ξ − ζ) = |w − w1 −
p(z − z1)|. On a ϕ1 n’est pas psh dans C4.

Une question naturelle qu’on se pose est alors que se passe-t-il pour les
fonctions g : Cn → C analytiques (n ≥ 2)?

2.2. Sur la convexité et les fonctions analytiques.

Théorème 15. Soient g : C → C analytique et a ∈ C\{0}. Notons
v(z,w) = |g(w− z̄)| et v1(z,w) = |g(w− z̄) + a| pour (z,w) ∈ C2. Supposons que
v et v1 sont psh dans C2. Alors g est une fonction affine sur C.
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D é m o n s t r a t i o n. v étant psh dans C2 donc v2 l’est aussi. La forme
hermitienne associée à v2 est donnée par

L(v)(z,w)(b1, b2) = |g′(w − z)|2b1b1 + |g′(w − z)|2b2b2

− 2Ré[g′′(w − z)g(w − z)b1b2] ≥ 0,

∀(z,w) ∈ C2,∀(b1, b2) ∈ C2.

Observons en réalité que L(v)(z,w)(b1 , b2) ≥ 0, ∀(z,w) ∈ C2,
∀(b1, b2) ∈ C2 si et seulement si ∀β ∈ C, |β| = 1, on a

|g′(ξ)|2b1b1 + |g′(ξ)|2b2b2 − 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)βb1b2] ≥ 0,∀ξ ∈ C,∀(b1, b2) ∈ C2

(quitte à remplacer b2 par βb2 par exemple).

On suppose que g n’est pas constante sur C. On note E={z∈C : g(z) = 0}.

E est un sous-ensemble analytique dans C. Pour ξ ∈ C\E, posons β =
g(ξ)

g(ξ)
. On

a |β| = 1. Il arrive qu’on a la forme suivante

|g′(ξ)|2b1b1 + |g′(ξ)|2b2b2 − 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)
g(ξ)

g(ξ)
b1b2]

= |g′(ξ)|2b1b1 + |g′(ξ)|2b2b2 − 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)b1b2] ≥ 0,

∀ξ ∈ C\E, ∀(b1, b2) ∈ C2.

Donc

(1) |g′(ξ)|2b1b1 + |g′(ξ)|2b2b2 − 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)b1b2] ≥ 0,∀ξ ∈ C, ∀(b1, b2) ∈ C2

car C\E est un ouvert dense dans C. On note F = {z ∈ C : g′(z) = 0 }. F est
un sous-ensemble analytique dans C, car g n’est pas constante.
Pour ξ ∈ C\F , posons α1 = g′(ξ)b1, α2 = g′(ξ)b2. On a donc

α1α1 + α2α2 − 2Ré

[

g′′(ξ)g(ξ)

(g′(ξ))2
α1α2

]

≥ 0,

∀(α1, α2) ∈ C2.

Si α2 = α1 on a

Ré

[

g′′(ξ)g(ξ)

(g′(ξ))2

]

≤ 1, ∀ξ ∈ C\(E ∪ F ).

La fonction u1 = Ré[
g′′g

(g′)2
] est harmonique sur C\(E ∪ F ) et est majorée

sur le domaine C\(E ∪ F ) car E ∪ F est fermé polaire dans C. u1 se prolonge
donc en une fonction sousharmonique majorée sur C. Donc u1 est constante. Il
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résulte que
g′′g

(g′)2
est constante sur le domaine C\(E ∪ F ) car sa partie réelle est

constante sur ce domaine. Donc il existe c ∈ C avec
g′′g

(g′)2
= c et par suite

(2) g′′g = c(g′)2

même sur C car C\(E ∪ F ) est un domaine dense dans C.
Effectuons aussi le même travail pour v1, on doit avoir (g + a)′′(g + a) =

c1[(g + a)′]2 sur C, avec c1 ∈ C. Donc

(3) (g)′′(g + a) = c1[(g)
′]2 sur C.

Supposons que c1 6= 0. D’après (2) et (3) on obtient
g′′

g′
= c1

g′

g + a
= c

g′

g
.

Comme g n’est pas constante alors c1 6= c. On obtient donc g =
ac

c1 − c
(c’est une

constante). Contradiction. Donc c1 = 0 et par suite
g′′

g′
= 0 sur C. Ainsi g′′ = 0

sur C et par suite g une fonction affine sur C. �

Corollaire 6. Soient f, g : C → C analytiques et a ∈ C\{0}. Supposons
que |g(w− f̄(z))| et |g(w− f̄(z)) + a| sont psh dans C2. Alors g est une fonction
affine ou f est constante sur C.

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Corollaire 7. Soit g : Cn → C analytique. On suppose qu’il existe
a, b ∈ C, a 6= b, de plus |g + a| et |g + b| sont convexes sur Cn. Alors g est affine
sur Cn.

D é m o n s t r a t i o n. Pour toute T : Cn → Cn transformation linéaire
complexe et bijective, |goT + a| et |goT + b| sont convexes sur Cn. Donc pour
tout Z1 ∈ Cn−1, |goT (·, Z1) + a| et |goT (·, Z1) + b| sont convexes sur C. D’après
le théorème précédent goT (·, Z1) est une fonction analytique affine sur C. Enfin,
il résulte que g est affine sur Cn. �

En réalité on a l’énoncé suivant

Théorème 16. Soit g : C → C analytique, |g| convexe. On suppose qu’il
existe a ∈ C\{0} avec l’équation g = a admet une unique solution dans C. Alors
|g − a| est convexe dans C. En conséquence, g est affine sur C.

D é m o n s t r a t i o n. |g| est convexe sur C, donc d’après le théorème 20
qui suivra ∀z ∈ C,

g(z) = (Az +B)l, A,B ∈ C et l ∈ N, ou g(z) = eαz+β, α, β ∈ C.
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Comme g = a admet une seule solution et a ∈ C\{0}, alors

g(z) = (Az +B)l, A ∈ C\{0}, l ∈ N\{0}.

Il résulte que l = 1. En conséquence, g est une fonction analytique affine sur C. �

Remarque 4. Soit g : Cn → C une fonction analytique.

(a) Soit A ∈ C. Supposons qu’il existe une constante K ∈ R avec la
propriété suivante

∀ξ ∈ C,∀a, b ∈ C, |g′(ξ)|2aa+ |g′(ξ)|2bb+2Ré[g′′(ξ)g(ξ)ab]+ |A|2aa+ |A|2bb ≥ K.

Alors |g|2 n’est pas nécessairement une fonction convexe sur C. Mais g vérifie
d’autres propriétés.

(b) Supposons que |g| n’est pas convexe sur C. Alors il existe trois suites
(ξj)j≥1, (aj)j≥1, (bj)j≥1 ⊂ C vérifiant

(|g′(ξj)|
2ajaj + |g′(ξj)|

2bjbj + 2Ré[g′′(ξj)g(ξj)ajbj])

tend vers (−∞) quand j tend vers (+∞).

(c) Soit k : C → C analytique. Supposons que g 6= 0 et |g| ≤ |k| sur C.
Alors |g| est convexe sur C si et seulement si |k| l’est aussi.

Utilisant la structure complexe, en analyse complexe, on a le résultat
suivant

Théorème 17. Soit g : C → C analytique. Supposons que |g|2 est
convexe sur C. Alors |g| est convexe sur C.

La démonstration de ce théorème se base sur le lemme suivant.

Lemme 9. Soit c ∈ C. Alors

αα+ ββ + 2Ré[cαβ] ≥ 0,∀α, β ∈ C

si et seulement si |c| ≤ 1.

D é m o n s t r a t i o n. Si c = 0 le résultat est trivial.

Supposons que c 6= 0. Posons α = c et considérons d’abord le cas où
β ∈ R. Il arrive que

|c|2 + β2 + 2Ré[|c|2β] ≥ 0,

c’est à dire

(4) β2 + 2|c|2β + |c|2 ≥ 0,∀β ∈ R.

(4) est une équation du second degrés en β ∈ R.

Donc (|c|2)2 − |c|2 = |c|4 − |c|2 ≤ 0. Soit encore |c| ≤ 1.
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Réciproquement. On a |c| ≤ 1.

Rappelons que ∀α, β ∈ C, |αβ| ≤
|α|2

2
+

|β|2

2
.

Mais |cαβ| ≤ |αβ| ≤
|α|2

2
+

|β|2

2
. Donc 2|cαβ| ≤ |α|2 + |β|2. Ce qui

implique que 2Ré[cαβ] ≤ |α|2 + |β|2 et remplaçons β par −β, il résulte alors que

|α|2 + |β|2 + 2Ré[cαβ] ≥ 0,∀α, β ∈ C. 2

D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 17. Soit u(z,w) = |g(w−z)|2 pour
z,w ∈ C. Comme |g|2 est convexe sur C, alors u est psh dans C2.
Si g est constante, alors |g| est convexe sur C.

On suppose que g n’est pas constante dans C. Donc on a

|g′(ξ)|2αα+ |g′(ξ)|2ββ + 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)αβ] ≥ 0,∀ξ ∈ C et ∀(α, β) ∈ C2.

Soit E = {ζ ∈ C : g(ζ) = 0}. E est polaire fermé dans C(en réalité E est de
cardinal inférieur à 1).

Remplaçons β par
g(ξ)

g(ξ)
β lorsque ξ ∈ C\E. On obtient donc

(5) |g′(ξ)|2αα+ |g′(ξ)|2ββ+ 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)αβ] ≥ 0,∀ξ ∈ C\E et ∀(α, β) ∈ C2.

Comme C\E est un ouvert dense dans C, alors (5) est vraie ∀ξ ∈ C et ∀(α, β) ∈
C2.

Soit a = g′(ξ)α et b = g′(ξ)β avec ξ ∈ C\F , où F = {ζ ∈ C : g′(ζ) = 0}.
F est fermé polaire dans C, car g′ est analytique non constante dans C. On
obtient donc

(6) aa+ bb+ 2Ré

[

g′′(ξ)g(ξ)

(g′(ξ))2
ab

]

≥ 0,∀ξ ∈ C\F et ∀(a, b) ∈ C2.

Cette inégalité est équivalente à

∣

∣

∣

∣

g′′(ξ)g(ξ)

(g′(ξ))2

∣

∣

∣

∣

≤ 1,∀ξ ∈ C\F.

Mais la fonction ξ ∈ C\F 7→

∣

∣

∣

∣

g′′(ξ)g(ξ)

(g′(ξ))2

∣

∣

∣

∣

est sousharmonique bornée sur

C\F . Donc elle se prolonge en une fonction sousharmonique et majorée par 1
dans C et par suite elle est constante sur C. Donc g′′g = γ(g′)2 sur C, avec γ ∈ C

et |γ| ≤ 1.

Cas 1. g polynôme analytique sur C.

g(z) = (Az +B)l, A ∈ C\{0}, B ∈ C, l ∈ N\{0}.

C’est clair dans ce cas que |g| est convexe sur C.
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Cas 2. g n’est pas un polynôme. On a

(7) g′′g = γ(g′)2, 0 < |γ| ≤ 1.

Montrons que |g| > 0 partout sur C.

Supposons que g(z0) = 0, avec z0 ∈ C. Daprès (7), on a g′(z0) = 0.
Montrons que g′′(z0) = 0. Dérivons l’équation différentielle g′′g = γ(g′)2, on
obtient

g′′′g + g′′g′ = 2γg′g′′.

Soit alors

g′′′g = (2γ − 1)g′g′′.

g′′′g′ = (2γ − 1)(g′)2
g′′

g
=

(

2γ − 1

γ

)

(g′′)2.

On a

(

2γ − 1

γ

)

6= 0 (car

(

2γ − 1

γ

)

= 0 implique g est un polynôme. Impossible).

Comme g′(z0) = 0, alors g′′(z0) = 0. Ainsi comme g n’est pas un polynôme on
obtient alors g(l)(z0) = 0, ∀l ≥ 1. Donc z0 est une racine de g d’ordre n’est pas
fini. Contradiction. Ainsi on a |g| > 0 sur C. Soit donc g = ek avec k est une
fonction analytique sur C. |g|2 est convexe sur C implique, d’après Abidi [3], k
est une fonction affine. Donc en particulier |g| est convexe sur C. �

Ainsi on obtient

Corollaire 8. Soit g : C → C analytique. Alors |g| est convexe si et
seulement si |g|2 est convexe dans C.

Ce résultat est aussi vrai dans Cn, n ≥ 2. C’est à dire on a

Corollaire 9. Soient g : Cn → C analytique et α ∈ R, α > 1. Alors |g|
est convexe dans Cn si et seulement si |g|α l’est aussi.

Observons aussi que si g1, g2 : C → C sont analytiques, avec le produit
|g1g2| est convexe sur C, on ne peut pas déduire que |g1| et |g2| sont convexes sur
C. Cependant on a

Théorème 18. Soient g1, g2, . . . , gN : Cn → C analytiques, avec le
produit |g1

l1g2
l2 . . . gN

lN | est convexe sur Cn et non nul, l1, . . . , lN ∈ N\{0}, N ∈
N\{0, 1}. On suppose que |g2

l2|, . . . , |gN
lN | sont convexes dans Cn.

Alors |g1| est convexe dans Cn.

La preuve résulte de la proposition suivante.
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Proposition 1. Soient g1 et g2 : Cn → C analytiques, g1g2 6= 0,m,
l ∈ N\{0}. On suppose que |g1

mg2
l| est convexe dans Cn.

Alors |g1| est convexe sur Cn si et seulement si |g2| l’est aussi.

La démonstration est une conséquence du théorème 20 qui suivra.

On a aussi

Proposition 2. Soient g : C → C analytique, j ∈ N\{0}. On pose
L(ξ)(α, β) = |g(j)(ξ)|2αα + |g(j)(ξ)|2ββ + 2Ré[g(j+1)(ξ)g(j−1)(ξ)αβ] pour ξ ∈ C

et (α, β) ∈ C2.

On a les équivalences suivantes

(a) |g(j)| est convexe sur C;

(b) Il existe un polynôme p analytique sur C de degrés deg(p) ≤ (j − 1),
avec |g + p| est convexe sur C;

(c) L(·)(α, β) est sousharmonique sur C,∀α, β ∈ C.

En conséquence, |g′| est convexe sur C si et seulement si il existe c ∈ C

avec |g + c| est convexe sur C.

Théorème 19. Soit g : C → C analytique. On suppose que |g| est
convexe sur C. Alors |g′| est convexe dans C.

En conséquence, ∀j ∈ N\{0}, |g(j)| est convexe sur C.

La réciproque du théorème est fausse. Exemple. Soit k(z) = z4 + 1 pour
z ∈ C. On a |k| n’est pas convexe sur C, Cependant ∀j ∈ N\{0}, |k(j)| est convexe
sur C.

Pour k : Cn → C analytique, l’énoncé du théorème est aussi vrai si |k| est
convexe sur Cn, n ≥ 2.

D é m o n s t r a t i o n. |g| est convexe sur C, donc |g|2 l’est aussi. Posons
v(z,w) = |g(w − z̄)|2, pour (z,w) ∈ C2. v est de classe C∞ Sur C2. La forme
hermitienne de Levi associée à v est donnée par

(8)
L(v)(z,w)(a, b) = |g′(w − z)|2aa+ |g′(w − z)|2bb

−2Ré[g′′(w − z)g(w − z)ab] ≥ 0, ∀(z,w) ∈ C2,∀(a, b) ∈ C2.

Si g est constante sur C, alors |g| est convexe, de plus g′ = 0 et par suite |g′|
est convexe sur C. Supposons que g n’est pas constante dans C. Considérons
E = {ξ ∈ C : g(ξ) = 0 }. E est analytique dans C.

Posons b = βb1 avec β =
g(ξ)

g(ξ)
pour ξ fixé dans C\E. On a |β| = 1. (8)

devient alors

|g′(ξ)|2aa+ |g′(ξ)|2b1b1 − 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)ab1] ≥ 0, ∀ξ ∈ C\E, ∀(a, b1) ∈ C2.
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Mais C\E est un ouvert dense dans C, il résulte que

|g′(ξ)|2aa+ |g′(ξ)|2bb− 2Ré[g′′(ξ)g(ξ)ab] ≥ 0, ∀ξ ∈ C, et ∀(a, b) ∈ C2.

D’après la preuve du théorème 17, on a

∣

∣

∣

∣

g′′g

(g′)2

∣

∣

∣

∣

≤ 1 sur C\F ; F = {ζ ∈

C : g′(ζ) = 0} (F est fermé polaire dans C). Ainsi g′′g = c(g′)2 sur C avec
c ∈ C, |c| ≤ 1.

Si c = 0. Alors g est une fonction analytique affine sur C. Donc |g| et |g′|
sont convexes sur C.

Cas où 0 < |c| ≤ 1. Considérons l’équation différentielle g′′g = c(g′)2.
Dérivons, on obtient alors

g′′′g + g′′g′ = 2cg′g′′.

Donc

g′′′g′ =
2c− 1

c
(g′′)2.

Si g est un polynôme avec |g| est convexe sur C.

∀z ∈ C, g(z) = (Az +B)l, A ∈ C\{0}, B ∈ C et l ∈ N\{0}.

g′(z) = lA(Az +B)l−1. Remarquons alors que |g′| est convexe sur C.
Si g n’est pas un polynôme sur C.
On démontre comme dans la preuve du théorème 17 que |g| > 0 sur C.

g = ek avec k : C → C analytique. |g| est convexe implique que k est affine sur C.
k(z) = αz + β,∀z ∈ C, avec α, β ∈ C, α 6= 0. g′(z) = k′(z)ek(z) = αek(z). Donc
|g′| est convexe sur C. �

Corollaire 10. Soit g : C → C analytique. Supposons que |g| est convexe
sur C. Alors

u(z) = (|g′(z)|2aa+ |g′(z)|2bb− 2Ré[g′′(z)g(z)ab])

vérifie u est sousharmonique sur C, ∀(a, b) ∈ C2.

D é m o n s t r a t i o n. C’est une conséquence de la preuve du théorème
précédent. �

Théorème 20. Soit g : C → C analytique. On note v(z,w) = |g(w−z)|,
pour (z,w) ∈ C2.

Supposons que v est psh dans C2. Alors (g(ξ) = (Aξ + B)l, ∀ξ ∈ C où
A,B ∈ C et l ∈ N) ou (g(ξ) = e(αξ+β), ∀ξ ∈ C avec α, β ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. v étant psh sur C2, donc d’après le lemme 3, |g| est
convexe sur C.
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Si g et un polynôme analytique sur C. Comme |g| est convexe sur C alors
g(ξ) = (Aξ +B)l, avec A,B ∈ C et l ∈ N.

Supposons que g n’est pas un polynôme.
Cas 1. |g| > 0 sur C. Dans ce cas on a g = eg1 avec g1 : C → C est

analytique.
Comme |eg1 | est convexe alors eh est convexe sur C; h = Ré(g1). D’après

Abidi [3], h est une fonction affine sur C. Donc g1 est une fonction holomorphe
affine sur C. g1(ξ) = αξ + β, α, β ∈ C(ξ ∈ C). Donc g(ξ) = eg1(ξ) = e(αξ+β),∀ξ ∈
C.

Cas 2. g s’annule sur C. Pour simplifier on suppose que g 6= 0 et g(0) = 0.
Comme |g| est convexe sur C et g(0) = 0 alors 0 est l’unique racine de g dans C.
0 est d’ordre l ∈ N\{0}. Ainsi on a g(z) = zleϕ(z), avec ϕ : C → C est holomorphe.
Montrons dans ce cas que ϕ est constante dans C. ∀z ∈ C, on a g(z) = zleϕ(z)

donc g′(z) = [lz(l−1) + zlϕ′(z)]eϕ(z) = z(l−1)[l+ zϕ′(z)]eϕ(z). |g′| est convexe dans
C, donc g′ admet au plus une racine dans C (car g′ 6= 0).

|g2| = |g|2 est convexe dans C, donc |(g2)′| est encore convexe dans C.

g2(z) = z2le2ϕ(z).

(g2)′(z) = [2lz(2l−1) + 2z2lϕ′(z)]e2ϕ(z) = 2z(2l−1)[l + zϕ′(z)]e2ϕ(z).

Comme (2l−1) ∈ N\{0} et |(g2)′| est convexe dans C, on déduit que l+zϕ′(z) 6=
0,∀z ∈ C(c’est à dire 0 est l’unique racine de (g2)′).

Soit alors l + zϕ′(z) = eϕ1(z),∀z ∈ C, avec ϕ1 : C → C est holomorphe.
Donc g′(z) = zl−1e[ϕ(z)+ϕ1(z)], pour z ∈ C.
Ainsi on obtient

g(l−1)(z) = ze[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)],∀z ∈ C,

où ϕ,ϕ1, . . . , ϕl−1 : C → C sont holomorphes.
Enfin, g(l)(z) = (1+z[ϕ′(z)+ϕ′

1(z)+ · · ·+ϕ′
l−1(z)])e

[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)],

pour z ∈ C. |g(l−1)| est convexe dans C, donc |[g(l−1)]2| l’est aussi. Mais

[g(l−1)]2(z) = z2e2[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)].

Posons k = [g(l−1)]2. k est holomorphe et |k| est convexe sur C. Donc |k′|
est convexe dans C.

k′(z) = [2z + 2z2(ϕ′(z) + ϕ′
1(z) + · · · + ϕ′

l−1(z))]e
2[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)]

= 2z[1 + z(ϕ′(z) + ϕ′
1(z) + · · · + ϕ′

l−1(z))]e
2[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)].

|k′| est convexe dans C et k′(0) = 0, donc 0 est la seule racine de k′ dans C. Ce
qui implique que

[1 + z(ϕ′(z) + ϕ′
1(z) + · · · + ϕ′

l−1(z))] 6= 0, ∀z ∈ C.
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Donc

[1 + z(ϕ′(z) + ϕ′
1(z) + · · · + ϕ′

l−1(z))] = eϕl(z),

ϕl : C → C est holomorphe.

Soit alors g(l)(z) = e[ϕ(z)+ϕ1(z)+···+ϕl−1(z)+ϕl(z)] 6= 0, ∀z ∈ C.

Comme |gl| est convexe dans C, donc d’après Abidi [3], la fonction
[ϕ+ ϕ1 + · · · + ϕl−1 + ϕl] est affine holomorphe dans C.

g(l)(z) = eαz+β,∀z ∈ C. Montrons que α = 0. Supposons que α 6= 0.

On a g(l−1)(z) =
1

α
eαz+β + γ avec γ ∈ C.

Si l = 1. g(z) =
1

α
eαz+β + γ. Mais g(0) = 0. Donc γ = −

1

α
eβ 6= 0.

g(z) =
1

α
eβ [eαz − 1] et remarquons que [eαz − 1] = 0 admet une infinité de

solutions en z ∈ C. Ceci prouve que |g| n’est pas convexe dans C. Contradiction.
Ainsi α = 0. Soit alors g′(z) = eβ ,∀z ∈ C. g(0) = 0, donc g(z) = zeβ = zeϕ(z).
Il résulte donc que ϕ est constante dans C.

Si l ≥ 2. On a g(l)(z) = eαz+β . Montrons alors que α = 0. Supposons

que α 6= 0. Alors g(l−1)(z) =
1

α
eαz+β + γ, γ ∈ C. g(l−1)(0) = 0 car 0 est racine

de g d’ordre l. g(l−1)(0) =
1

α
eβ + γ, donc γ = −

1

α
eβ. g(l−1)(z) =

1

α
eβ [eαz − 1],

pour z ∈ C. Notons alors que l’équation eαz − 1 = 0(en z) admet une infinité de
solutions dans C. Donc |g(l−1)| n’est pas convexe dans C. Contradiction. Ainsi on
obtient α = 0. Il arrive que g(l)(z) = eβ , (∀z ∈ C) et par suite la fonction g(l) est
constante dans C. On déduit donc que g est un polynôme analytique non constant
sur C. Comme 0 est racine d’ordre l de g, on aura donc g(z) = zleβ = zleϕ(z).
Donc ϕ est constante dans C. �

Corollaire 11. Soit k : C → C analytique. On note g(z) = (Az +
B)mek(z), pour z ∈ C avec A ∈ C\{0}, B ∈ C et m ∈ N. Alors |g| est convexe
sur C si et seulement si (k est constante) ou (m = 0 et k est analytique affine
dans C).

D é m o n s t r a t i o n. Résulte de la preuve du théorème précédent. �

Corollaire 12. Soit g : Cn → C analytique, n ≥ 2. Désignons par 〈·/·〉
le produit hermitien usuel sur Cn. On a

a) |g| est convexe sur Cn si et seulement si (g(ξ) = [〈ξ/A〉+B]l, ∀ξ ∈ Cn,
avec A ∈ Cn, B ∈ C et l ∈ N) ou (g(ξ) = e(〈ξ/α〉+β), ∀ξ ∈ Cn, avec α ∈ Cn et
β ∈ C).
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b) Supposons que g(z) = [〈z/A〉 + B]leϕ(z), ∀z ∈ Cn, où A ∈ Cn\{0},
B ∈ C, l ∈ N et ϕ : Cn → C analytique.

|g| est convexe sur Cn si et seulement si (ϕ est constante dans Cn) ou
(l = 0 et ϕ analytique affine sur Cn).

Observons en réalité qu’on a

Théorème 21. Soit g : C → C analytique non constante. |g|2 est convexe

sur C si et seulement si g′′g = c(g′)2 avec c ∈

{

0,
l − 1

l
, 1 : l ∈ N, l ≥ 2

}

.

Caractérisation.
c = 0 si et seulement si g est une fonction analytique affine sur C.

c =
l − 1

l
si et seulement si g(z) = (Az +B)l, A ∈ C\{0}, B ∈ C, l ∈ N et l ≥ 2.

c = 1 si et seulement si g(z) = eαz+β,∀z ∈ C, avec α ∈ C\{0}, β ∈ C.

Remarquons alors que à partir de cette caractérisation, on a si |g|2 est
convexe sur C, alors |g′|2 est convexe sur C.

En effet, si g est affine alors |g′|2 est convexe sur C.

On suppose que g n’est pas affine. Donc c ∈]0, 1]. Si g est un polynôme

de degré l. Alors on pourra vérifier que c =
l − 1

l
(l ∈ N, l ≥ 2).

Rappelons qu’on a aussi g′′′g′ =
l − 2

l − 1
(g′′)2 sur C. Mais 0 ≤

2c− 1

c
=

l − 2

l − 1
< 1. Donc

∣

∣

∣

∣

2c− 1

c

∣

∣

∣

∣

≤ 1 et ceci implique que |g′|2 est convexe sur C.

Si g n’est pas un polynôme. On a montré dans ce cas que g(z) = eαz+β ,

α ∈ C\{0}, β ∈ C. Dans ce cas on a c = 1. Comme g′′′g′ =
2c− 1

c
(g′′)2 avec

2c− 1

c
= 1, alors |g′|2 est convexe sur C.

Corollaire 13. Il n’existe pas aucune fonction g : C → C analytique non
constante avec |g| est convexe sur C et g′′g = γ(g′)2 avec γ ∈ D(0, 1)\Q.

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Corollaire 14. Soit g : C → C analytique non constante. Supposons que
g vérifie l’équation différentielle g′′g = γ(g′)2 sur C avec γ ∈ C, |γ| ≤ 1. Alors

γ ∈

{

0,
l − 1

l
, 1 : l ∈ N, l ≥ 2

}

⊂ [0, 1].

Remarque 5. Soit g : C → C analytique non constante. On suppose
que |g|2 est convexe sur C. On note v(z,w) = |g(w − z)| pour (z,w) ∈ C2.
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La forme hermitienne de Levi L(v)(z,w)(a, b) associée à v est positive
∀(z,w) ∈ C2,∀(a, b) ∈ C2 si et seulement si

|g′(ξ)|2aa+|g′(ξ)|2bb−2Ré([2g′′(ξ)g(ξ)−(g′(ξ))2]ab) ≥ 0,∀ξ ∈ C, et ∀(a, b) ∈ C2.

Mais |g|2 est convexe sur C. Donc g′′g = γ(g′)2, avec γ est une constante,

γ ∈ [0, 1]. Considérons alors
2g′′g − (g′)2

(g′)2
=

2g′′g

(g′)2
− 1 sur C\F ; F = {ζ ∈

C : g′(ζ) = 0}. On a |g| est convexe sur C si et seulement si

∣

∣

∣

∣

2g′′g

(g′)2
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ 1 sur

C\F . Mais

∣

∣

∣

∣

2g′′g

(g′)2
− 1

∣

∣

∣

∣

= |2γ − 1| ≤ 1. Donc L(v)(z,w)(a, b) ≥ 0, ∀(z,w) ∈ C2,

∀(a, b) ∈ C2.
Ce qui montre que |g| est convexe sur C.
Plus généralement, on a

Théorème 22. Il n’existe pas aucune fonction g : C → C analytique non
constante et vérifiant g′′g = γ(g′)2 sur C, de plus (γ ∈ C, |γ| > 1).

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que le théorème n’est pas vrai. Il existe
donc g : C → C analytique non constante avec g′′g = γ(g′)2 sur C, de plus
(γ ∈ C, |γ| > 1).

On pourra vérifier que pour tout entier l ≥ 2, la relation

(9) g(l+1)g(l−1) = cl(g
(l))2 avec cl =

lγ − (l − 1)

(l − 1)γ − (l − 2)
.

Remarquons que cl 6= 0 pour tout l ≥ 2.
Il résulte alors que g(l−1) n’est pas un polynôme pour tout l ≥ 2. Dans

ce cas notons que |g| > 0 sur C. En effet, si g admet une racine z1 ∈ C d’ordre
l ≥ 1. On a g′′g = γ(g′)2, g(z1) = 0, donc g′(z1) = 0, soit alors l ≥ 2. On a
g(l−1)(z1) = 0. De la relation (9) on obtient alors g(l)(z1) = 0. En particulier
z1 est racine de g d’ordre supérieur à (l + 1). Contradiction. Donc |g| > 0 sur
C. g = ek avec k : C → C analytique. Alors k vérifie k′′ + (k′)2 = γ(k′)2. Soit
k′′ = (γ − 1)(k′)2 sur C. On a k(3) = 2(γ − 1)2(k′)3. Par récurrence on démontre
alors la relation k(j) = (j − 1)!(γ − 1)j−1(k′)j pour tout j ≥ 2. On a

∑

j≥0

k(j)(0)

j!
zj =k(0) + zk′(0) +

∑

j≥2

(γ − 1)j−1

j
(k′(0))jzj .

Cette série à pour rayon de convergence (+∞). Donc k′(0) = 0. Soit alors k est
constante et par suite g est constante sur C. Contradiction. �

Observons aussi qu’on a des résultats analogues dans Cn, n ≥ 2.
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Théorème 23. Soient g, g1 : C → C analytiques non constantes. Posons
u(z,w) = |g(w− z̄)|, u1(z,w) = |g1(w− z̄)| et vǫ(z,w) = |g(w− z̄) + ǫg1(w− z̄)|,
∀ǫ ∈ {−1, 1} et (z,w) ∈ C2. Supposons que u, u1, v−1 et v1 sont psh dans C2.
Alors (g et g1 sont deux fonctions affines sur C) ou (g = ag1 sur C, avec a ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que g est un polynôme analytique.
g(z) = (az + b)m, a ∈ C\{0}, b ∈ C et m ∈ N\{0}. Comme |g + g1| et |g| sont
convexes dans C, alors g1 est un polynôme. g1(z) = (cz + d)l, c ∈ C\{0}, d ∈ C

et l ∈ N\{0}.

Si m = 1. Soit ϕ(z) = (cz + d)l + (az + b), pour z ∈ C.

Si l = 1, alors g et g1 sont affines dans C.

Si l ≥ 2. On montre dans ce cas que l = 2. En effet, ϕ est holomorphe et
|ϕ| est convexe dans C. Donc |ϕ′| est convexe dans C. |ϕ′(z)| = |lc(cz+d)l−1 +a|
admet au plus une racine dans C. Comme a 6= 0 alors l − 1 = 1, soit l = 2.

Montrons que m = 1 et l = 2 est un cas impossible.

Posons ξ = cz+ d. Rappelons aussi que pour toute k : C → C analytique
avec |k| est convexe sur C et s(z) = αz + β, pour z ∈ C(α, β ∈ C), alors |kos| est
convexe dans C.

On a ϕ(z) = (cz + d)2 + (az + b) = ξ2 +

[

a
ξ − d

c
+ b

]

= ψ(ξ). |ψ| est

convexe dans C, donc ψ(ξ) = (ξ + β)2, β ∈ C. Aussi

(cz + d)2 − (az + b) = ϕ1(z) = ξ2 −

[

a
ξ − b

c
+ b

]

= ψ1(ξ).

|ψ1| est convexe dans C, donc ψ1(ξ) = (ξ + α)2, avec α ∈ C. On obtient 2ξ2 =
(ξ + β)2 + (ξ + α)2,∀ξ ∈ C. Soit β2 + α2 = β + α = 0. Ainsi α = β = 0.
Contradiction.

Supposons que m ≥ 2. Alors l ≥ 2. Posons ξ = az+b. g(z)+g1(z) = ξm+
[

c
ξ − b

a
+ d

]l

= (αξ+β)t, car |g+g1| est convexe dans C(α, β ∈ C, α 6= 0, t ∈ N).

g(z) − g1(z) = ξm −

[

c
ξ − b

a
+ d

]l

= (γξ + δ)s, γ, δ ∈ C, s ∈ N.

On suppose que g et g1 ne sont pas associées, c’est à dire (ad− bc) 6= 0.

Si l < m. ξm +

[

c
ξ − b

a
+ d

]l

= (αξ + β)t. Identifions les coefficients,

on obtient t = m et αm = 1. Le coefficient de ξm−1 est mαm−1β. Si β = 0.

On obtient

[

c
ξ − b

a
+ d

]l

= 0. Contradiction. Donc β 6= 0. Il résulte alors que
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l = m− 1. De même δ 6= 0, s = m, γm = 1.

(10) ξm +

[

c
ξ − b

a
+ d

]m−1

= (αξ + β)m

(11) ξm −

[

c
ξ − b

a
+ d

]m−1

= (γξ + δ)m.

Si m = 2, on a l = 1. Mais on a montré que ce dernier cas est impossible.
Donc m ≥ 3. Dérivons (10) alors (m− 2)-fois, on obtient

m!

2
ξ2 +

(m− 1)!

2

( c

a

)m−2
[

c
ξ − b

a
+ d

]

.

Donc

ϕ1(ξ) = mξ2 +
( c

a

)m−2
[

c
ξ − b

a
+ d

]

vérifie |ϕ1| est convexe dans C. Donc ϕ1 admet une racine double. Il arrive que
le discriminant de l’équation du second degré ϕ1 est nul. Soit alors

(12)
( c

a

)2m−2
− 4m

( c

a

)m−2
[

−bc

a
+ d

]

= 0.

Dérivons (2) aussi à l’ordre (m-2), on obtient une équation du second degré en ξ
dont son descriminant est nul. Soit

(13)
( c

a

)2m−2
+ 4m

( c

a

)m−2
[

−bc

a
+ d

]

= 0.

La somme entre (12) et (13) implique
c

a
= 0. Contradiction.

Ainsi, l’hypothèse qu’on a supposé est fausse et par suite l ≥ m. On
démontre de même que m ≥ l. D’ou m = l. On obtient maintenant les équations
suivantes

(14) ξm +

[

c
ξ − b

a
+ d

]m

= (αξ + β)t

(15) ξm −

[

c
ξ − b

a
+ d

]m

= (γξ + δ)s.

Si t < m. Alors
( c

a

)m
= −1, de plus s = m. On vérifie aussi que t = m− 1 par

identification.
Si m = 2 alors t = 1. L’équation (15) donne

2ξ2 − 2
c

a

(

−
bc

a
+ d

)

ξ −

(

−
bc

a
+ d

)2

= (γξ + δ)2.
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Il résulte que le descriminant réduit du membre à gauche de cette équation du
second degré est nul.

0 =
( c

a

)2
(

−
bc

a
+ d

)2

+ 2

(

−
bc

a
+ d

)2

=

(

−
bc

a
+ d

)2

.

Impossible.
Si m ≥ 3. Dérivons l’équation (15) à l’ordre (m-2). On obtient

2ξ2 − 2
( c

a

)m−1
(

−
bc

a
+ d

)

ξ −

(

−
bc

a
+ d

)2

= (Aξ +B)2,

avec A,B ∈ C, A 6= 0. Donc cette équation admet une racine double.
Soit

0 =
( c

a

)2m−2
(

−
bc

a
+ d

)2

+ 2

(

−
bc

a
+ d

)2

.

[

2 +
( c

a

)2m−2
](

−
bc

a
+ d

)2

= 0.

Mais
∣

∣

∣

c

a

∣

∣

∣ = 1. Il résulte que −
bc

a
+ d = 0. Contradiction. Donc t = m.

Enfin, on a les équations

(16) ξm +

[

c
ξ − b

a
+ d

]m

= (αξ + β)m

(17) ξm −

[

c
ξ − b

a
+ d

]m

= (γξ + δ)m.

Si m = 2. (16) s’écrit de la forme
[

1 +
( c

a

)2
]

ξ2 + 2
c

a

(

−
bc

a
+ d

)

ξ +

(

−
bc

a
+ d

)2

= (αξ + β)2.

Donc le descriminant réduit du membre à gauche de cette équation du second
degré est nul.

0 =
( c

a

)2
(

−
bc

a
+ d

)2

−

[

1 +
( c

a

)2
](

−
bc

a
+ d

)2

= −

(

−
bc

a
+ d

)2

6= 0.

Contradiction.
Si m ≥ 3. On dérive l’équation (16) à l’ordre (m− 2), on obtient

[

1 +
( c

a

)m]

ξ2 + 2
( c

a

)m−1
(

−
bc

a
+ d

)

ξ +
( c

a

)m−2
(

−
bc

a
+ d

)2

= (Aξ +B)2,
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avec A ∈ C\{0}, B ∈ C. Donc le descriminant réduit du membre à gauche de
cette équation du second degré est nul.

Alors

0 =
( c

a

)2m−2
(

−
bc

a
+ d

)2

−
( c

a

)m−2
(

−
bc

a
+ d

)2
[

1 +
( c

a

)m]

= −
( c

a

)m−2
(

−
bc

a
+ d

)2

.

c

a
6= 0 et

(

−
bc

a
+ d

)2

6= 0. Contradiction.

Ainsi, si m ≥ 2 ou l ≥ 2, g et g1 sont associées. C’est à dire, il existe
η ∈ C avec g1 = ηg.

Le cas où g n’est pas un polynôme se traite de manière analogue. �

Dans Cn, n ≥ 2, les résultats obtenus dans ce théorème restent vrais.

Corollaire 15. Soient g, g1 : C → C analytiques non constantes.
Supposons qu’il existe f : C → C analytique non constante avec |g(w − f̄(z))|,
|g1(w − f̄(z))| et |g(w − f̄(z)) + ǫg1(w − f̄(z))| sont psh dans C2, ∀ǫ ∈ {−1, 1}.
Alors (g et g1 sont deux fonctions affines sur C) ou (g = ag1 sur C, avec a ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Concernant l’approximation on a

Théorème 24. Soit g : Cn → C analytique, avec |g| est convexe sur Cn.
Alors il existe une suite de polynômes (pj)j≥1 analytiques sur Cn convergeant
uniformément sur les compacts de Cn vers g, de plus |pj| est convexe sur Cn

pour tout j ≥ 1.

D é m o n s t r a t i o n. Sans perte de généralité on suppose que g n’est pas
un polynôme sur Cn.

Désignons par 〈·/·〉 le produit hermitien usuel sur Cn. Alors g(z) =
e(〈z/α〉+β),∀z ∈ Cn, où α ∈ Cn et β ∈ C.

Soit pj(z) =

(

1 +
〈z/α〉 + β

j

)j

pour tout z ∈ C et j ∈ N\{0}. C’est

clair que |pj | est convexe sur Cn et la suite (pj)j≥1 converge uniformément sur
les compacts de Cn vers g. �

Théorème 25. Soit h : C → R harmonique. Supposons que u(z1, z2) =
h(z2 − z̄1) n’est pas psh dans C2, f = (f1, f2) : Cn → C2 continue et
w = (w1, w2) ∈ C2. Alors on a
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(a) La fonction u(w−f) = h(w2−f2−w1 +f1) n’est pas psh sur Cn×C2

si f est analytique sur Cn.

(b) La fonction v1(ξ, ζ, w) = h(w2 − f2(ζ) − w1 + f1(ξ)) est psh en
(ξ, w1) ∈ Cn × C implique f1 est holomorphe sur Cn.

(c) La fonction v2(ξ, ζ, w) = h(w2 − f2(ζ) − w1 + f1(ξ)) est psh en
(ζ, w2) ∈ Cn × C implique f2 est holomorphe sur Cn.

(d) La fonction v(ξ, ζ, w) = h(w2 − f2(ζ) − w1 + f1(ξ)) est psh en
(ξ, w1) ∈ Cn × C et aussi psh en (ζ, w2) ∈ Cn × C implique f1 et f2 sont holo-
morphes sur Cn.

D é m o n s t r a t i o n. C’est une conséquence du papier de Abidi-Ben Yat-
tou [2]. �

Interprétons alors les résultats de la convexité en terme des coefficients
des séries associées aux fonctions considérées.

En réalité la question est la suivante. Soit g(z) =

∞
∑

j=0

ajz
j une série entière

et vérifiant |g| est convexe sur C. Peut on alors construire un nombre non nul
complexe b en fonctions des coefficients aj(j ∈ N) avec |g + b| est convexe dans
C(ou |g(w − z̄)| et |g(w − z̄) + b| sont psh dans C2)?

Si a2 6= 0. Le résultat est alors ∀b ∈ C\{0}, |g + b| n’est pas convexe dans
C. Si a2 = 0. On étudie a3 et ainsi de suite.

Peut-on remplacer la suite (aj)j≥0 par une suite (cj)j≥0 avec |aj| = |cj |
pour tout j ∈ N et de sorte que |g1(w − z̄)| et |g1(w − z̄) + b| sont psh dans C2

avec g1(z) =
∞

∑

j=0

cjz
j pour tout z ∈ C.

Notons alors que la réponse est négative ici.

Remarque 6. Soient k1, k2 : C → C analytiques non constantes. On
note u1(z,w) = |k1(w−z̄)|, u2(z,w) = |k2(w−z̄)|, u(z,w) = |k1(w−z̄)+k2(w−z̄)|
pour (z,w) ∈ C2. Observons que si u1 et u2 sont psh dans C2 ceci n’implique pas
que u est psh dans C2.

Exemple. k1(z) = z6, k2(z) = 2 pour z ∈ C. u1(z,w) = |k1(w − z̄)| =
|(w−z̄)6| = |w−z̄|6 est donc une fonction psh dans C2. u2(z,w) = |k2(w−z̄)| = 2
est psh dans C2. Cependant u(z,w) = |k1(w − z̄) + k2(w − z̄)| = |(w − z̄)6 + 2|
n’est pas psh dans C2. En effet, pour w = z ∈ C, u(z, z) = s(z) = |(2iy)6 + 2| =
2|32y6 − 1| si z = (x+ iy) ∈ C, y = Im(z).

Mais si y ∈

]

−
1

2
,
1

2

[

, s(z) = 2(1 − 32y6) et par suite ∆(s)(z) < 0. Donc

s n’est pas sousharmonique dans C.



368 Jamel Abidi

On déduit que u n’est pas psh dans C2. Cependant on a

Corollaire 16. Soient g1, g2 : C → C analytiques non constantes. On
note u1(z,w) = |g1(w− z̄)|, u2(z,w) = |g2(w− z̄)|, vǫ(z,w) = |g1(w− z̄)+ǫg2(w−
z̄)| pour (z,w) ∈ C2 et pour tout ǫ ∈ {−1, 1}. Supposons que u1 et u2 sont psh
dans C2. Alors on a les équivalences suivantes

(a) vǫ est psh dans C2,∀ǫ ∈ {−1, 1};
(b) |αg1(w − z̄) + βg2(w − z̄)| est psh dans C2, ∀α, β ∈ C;
(c) (g1 et g2 sont deux fonctions affines sur C) ou (g2 = ag1 sur C, avec

a ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. u1 et u2 sont psh dans C2, donc |g1| et |g2| sont con-
vexes sur C. L’assertion (a) implique (c) est déjà démontrée. Aussi (c) implique
(a) est triviale.

Remarquons aussi que (a) est équivalente à (b). �

Théorème 26. Soit g : C → C analytique. On note v(z,w) = |g(w − z̄)|
pour z,w ∈ C. Alors {b ∈ C : |v+ b| est une fonction psh sur C2} est égale à (∅
ou {α} ou C (avec α ∈ C)).

Exemples. g1(w) = ew
2
. g2(w) = ew. g3(w) = Aw + B(A,B,w ∈ C).

Alors, on a

{b ∈ C : |g1(w − z̄) + b| est une fonction psh sur C2} = ∅.

{b ∈ C : |g2(w − z̄) + b| est une fonction psh sur C2} = {0}.

{b ∈ C : |g3(w − z̄) + b| est une fonction psh sur C2} = C.

Corollaire 17. Soient g : C → C analytique. Alors {b ∈ C : |g +
b| est une fonction convexe sur C} = ∅ ou {α} ou C(α ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Théorème 27. Soit g : Cn → C analytique. Notons

u(z,w) = log | exp o exp(g(w − z̄))|, pour (z,w) ∈ Cn × Cn.

Alors u n’est pas psh dans Cn × Cn si g n’est pas constante.
En réalité, u est psh sur Cn×Cn si et seulement si g est constante sur Cn.

D é m o n s t r a t i o n. Il existe j ∈ {1, . . . , n}, a ∈ Cn avec g(·, Aj) n’est
pas constante sur C, où Aj = (a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an) ∈ Cn−1, aj ∈ C, a =
(aj , Aj) = (a1, . . . , aj−1, aj , aj+1, . . . , an). D’après Abidi-Ben Yattou [2],

log | exp o exp(g(·, Aj))|
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caractérise les fonctions holomorphes. Soit f(zj) = zj pour zj, wj ∈ C. f n’est
pas analytique sur C, donc log | exp o exp(g(wj−f(zj), Aj))| n’est pas psh dans C2.
Ainsi log | exp o exp(g(w − z̄))| n’est pas psh dans Cn × Cn. �

Ce théorème admet de bonnes applications en analyse complexe multidi-
mensionnelle. Soit par exemple le

Corollaire 18. Pour toute g : Cn → C analytique non constante et
tout entier l ≥ 2, log |F (g(w− z̄))| n’est pas psh dans Cn×Cn(F = exp o exp o . . .
o exp (l-fois)). De plus log |F (g(w − z̄))| n’est pas prh au voisinage de tout point
(z0, w0) ∈ Cn × Cn.

En conséquence, log |F (g)| n’est pas convexe dans Cn.
Remarque 7. Soient g1 et g2 deux fonctions analytiques sur C. Sup-

posons que |g1| et |g2| sont convexes sur C. Ceci n’implique pas que la composée
|g2og1| est convexe.

Exemple. g1(w) = w2 et g2(w) = ew pour w ∈ C. C’est clair que |g1| et
|g2| sont convexes mais |g2og1| n’est pas convexe dans C.

Observons que pour tout g polynôme analytique sur C, on a |gog| est
convexe si et seulement si |g| est convexe sur C. Ce résultat n’est pas vrai pour
les fonctions analytiques sur C.

Exemple. f(z) = ez, pour z ∈ C. f est analytique et |f | est convexe sur
C. fof(z) = ee

z

vérifie |fof | n’est pas convexe sur C. En effet |fof(w − z)| =

|ee
w−z̄

| n’est pas psh dans C2, car si w1(z) = z on a |fof(w1− z̄)| = |ecos(2y)| ≤ e,
où y = Im(z). Donc |fof(w1(z) − z̄)| est bornée et non constante sur C. Ainsi
|fof(w − z̄)| n’est pas psh sur C2 et par suite |fof | n’est pas convexe sur C.

Observons en réalité la remarque suivante. Soit u : D → R+ une fonction
continue où D est un domaine de Rd, d ≥ 2. Si u est convexe sur D alors |eu| = eu

est convexe sur D. Mais si k(w) = w2l
1 (l ∈ N, l ≥ 2, w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn), k est

analytique sur Cn(donc k est continue sur Cn), |k| est convexe sur Cn cependant
|ek| n’est pas convexe sur Cn.
Question. Etudier la convexité de log(|g1|

2 + |g2|
2) pour g1, g2 : Cn → C an-

alytiques. En déduire pour une somme finie puis pour une série convegente de
fonctions analytiques les résultats de convexité.

3. Les fonctions harmoniques et plurisousharmoniques. On
a le lemme suivant

Lemme 10. Soit u : C → R une fonction. Supposons que pour toute
fonction f : C → C continue la condition v (v(z,w) = u(w − f(z)) pour (z,w) ∈
C2) est psh sur C2 implique que f est holomorphe sur C.
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Alors u n’est pas convexe sur C.

D é m o n s t r a t i o n. On remarquera alors que u(w− z) n’est pas psh sur
C2. D’après le lemme 3, u n’est pas convexe sur C. �

Lemme 11. Soit h : C → R harmonique non affine. Alors, h n’est ni
convexe ni concave sur C.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que h est convexe sur C, on a la forme
bilinéaire suivante,

∂2h

∂x2
t2 +

∂2h

∂y2
s2 + 2

∂2h

∂x∂y
ts ≥ 0

pour tout t, s ∈ R.

On a alors pour t = s,
∂2h

∂x∂y
≥ 0.

Si t = −s on doit avoir −
∂2h

∂x∂y
≥ 0.

Donc
∂2h

∂x∂y
= 0.

Il résulte alors que
∂2h

∂x2
t2 +

∂2h

∂y2
s2 ≥ 0 pour tout t, s ∈ R.

Prenons t = 1 et s = 0, on a donc
∂2h

∂x2
≥ 0 comme h est harmonique on

doit alors avoir
∂2h

∂y2
≤ 0. D’autre part si on prend t = o et s = 1, on obtient

∂2h

∂y2
≥ 0. Enfin on conclut que

∂2h

∂y2
= 0 et par suite

∂2h

∂x2
= 0.

On a
∂

∂y

(

∂h

∂x

)

= 0 et
∂

∂x

(

∂h

∂x

)

= 0. Donc
∂h

∂x
est constante. Soit

h(x, y) = ax+ ϕ(y) avec ϕ est une fonction de classe C∞. Dérivons par rapport

à y on doit avoir
∂h

∂y
=
∂ϕ

∂y
= b (car

∂h

∂y
est aussi constante en procédant le même

raisonnement). Soit ϕ(y) = by+ c(c ∈ R) et enfin h(x, y) = ax+ by+ c pour tout
x, y ∈ R. Contradiction.

En réalité observons que h n’est ni convexe ni concave au voisinage de
tout point de C. �

Comme application de ce résultat on a le

Corollaire 19. Soit h : Rd → R harmonique non affine, (d ≥ 2). On
note k(x, y) = h(x − y) pour x, y ∈ Rd. Alors k n’est ni convexe ni concave sur
Rd × Rd.
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D é m o n s t r a t i o n. On applique la complexification de Rd pour utiliser
le lemme précédent. On considère dans ce cas h : Cd → R donnée par h(z) = h(x)
pour tout z ∈ Cd, z = x + iy avec x, y ∈ Rd. Alors h est harmonique dans Cd.
Posons aussi h1(w − z) = h(x − y) lorsque w = (x + ix1), (z = y + iy1) ∈ Cd.
Alors h1(w − z) = k(x, y). Supposons que k est convexe sur Rd × Rd. Alors h1

est psh et harmonique sur Cd. Donc h1 est pluriharmonique sur Cd. Si h1 est
convexe sur Cd, alors h1 est une fonction affine sur Cd. Donc h est affine sur Rd.
Contradiction. Ainsi k n’est ni convexe ni concave sur Rd × Rd. �

Aussi on a

Théorème 28. Soit h : C → R harmonique non affine, f : D → C

continue, D domaine de Cn. On note k une fonction harmonique réelle conjuguée
de h. On a les équivalences suivantes

(i) f est holomorphe sur D;

(ii) h(w − f) est psh sur D × C;

(iii) h(w − f) est plurisurharmonique sur D × C;

(iv) h(w − f) est prh sur D × C;

(v) k(w − f) est psh sur D × C.

D é m o n s t r a t i o n. Confère à l’article de Abidi et Ben Yattou [2]. �

Lemme 12. Soit h : Cn → R pluriharmonique. Alors, h est convexe sur
Cn si et seulement si (eh + h) l’est aussi.

D é m o n s t r a t i o n. Notons que si h est convexe sur Cn alors (eh + h)
l’est aussi.
Réciproquement. Soit u = h+ eh. u est convexe et de classe C∞ sur Cn. D’après
le problème de fibration et pour simplifier on admet que n = 1.

Si h est constante alors u est convexe sur C.

Supposons que h n’est pas constante sur C. On a

∂u

∂ζ
=
∂h

∂ζ
eh +

∂h

∂ζ
.

∂2u

∂ζ2
=
∂2h

∂ζ2
eh +

(

∂h

∂ζ

)2

eh +
∂2h

∂ζ2
=
∂2h

∂ζ2
(1 + eh) +

(

∂h

∂ζ

)2

eh.

∂2u

∂ζ∂ζ
= |

∂h

∂ζ
|2eh.

Posons v(z,w) = u(w − z), pour (z,w) ∈ C2.
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On a v est psh sur C2 si et seulement si u est convexe sur C.
Mais v est psh sur C2 si

(18)

∣

∣

∣

∣

∂2u

∂ζ2

∣

∣

∣

∣

≤
∂2u

∂ζ∂ζ

sur C( cette inégalité classique s’appelle inégalité complexe de convexité et on a
u est convexe sur C si et seulement si l’inégalité (18) est vraie dans C).

Soit

∣

∣

∣

∣

∣

(1 + eh)
∂2h

∂ζ2
+

(

∂h

∂ζ

)2

eh

∣

∣

∣

∣

∣

2

≤

∣

∣

∣

∣

∂h

∂ζ

∣

∣

∣

∣

4

e2h sur C. Donc

(1 + eh)2
∣

∣

∣

∣

∂2h

∂ζ2

∣

∣

∣

∣

2

+ 2Ré

[

∂2h

∂ζ2

(

∂h

∂ζ

)2

(1 + eh)eh

]

≤ 0.

Comme (1 + eh)2
∣

∣

∣

∣

∂2h

∂ζ2

∣

∣

∣

∣

2

≥ 0 alors Ré

[

∂2h

∂ζ2

(

∂h

∂ζ

)2
]

≤ 0. Il résulte que

Ré







∂2h

∂ζ2

∣

∣

∣

∂h
∂ζ

∣

∣

∣

4

(

∂h
∂ζ

)2






≤ 0 et par suite Ré







∂2h

∂ζ2

1
(

∂h
∂ζ

)2






≤ 0 sur C\E, où

E = {z ∈ C :
∂h

∂z
(z) = 0} est polaire fermé dans C.

Posons g =
∂h

∂ζ
. g est holomorphe sur C. Ré[

g′

g2
] ≤ 0 sur C\E.

Ré

[

g′

g2

]

est harmonique sur C\E. Donc Ré

[

g′

g2

]

se prolonge en une

fonction sousharmonique négative sur C. Donc Ré

[

g′

g2

]

est constante sur C et

par suite

[

g′

g2

]

= c avec c ∈ C. Montrons que c = 0 pour en déduire que g est

constante et par suite h est une fonction affine sur C.

g′ = cg2.

g′′ = 2cgg′ = 2c2g3.

g′′g = 2c2g4 = 2(cg2)2 = 2(g′)2.

Soit alors

(19) g′′g = 2(g′)2 sur C.

Si g n’est pas constante sur C, l’équation (19) est impossible d’après le théorème 22.
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Ainsi g est constante sur C. g =
∂h

∂ζ
, de plus h n’est pas constante, donc

g 6= 0.

Comme g′ = cg2 = 0, alors c = 0. �

Notons qu’on peut obtenir d’autres résultats liant la convexité (notion
réelle) et les fonctions pluriharmoniques dans Cn, n ≥ 1.

Par exemple, pour tout réel A ≥ 0 et pour toute k : Cn → R plurihar-
monique, v = [ek + Ak] est convexe sur Cn si et seulement si k l’est aussi(c’est
à dire k est une fonction affine sur Cn). Ce résultat montre l’importance de
l’exactitude dans l’espace global complexe Cn.

Enfin notons la remarque suivante.

Soit k(z) = 2 log |z| pour z ∈ D

(

2,
1

4

)

= D ⊂ C. k est harmonique sur

le domaine D. [ek + k] est convexe sur D. Cependant k n’est pas convexe sur
D. Ceci montre l’importance de considérer l’espace global Cn dans l’énoncé du
lemme 12. �

En réalité on a

Lemme 13. Soit h : D → R harmonique non affine (D domaine de
Rd, d ≥ 2). Alors, la valeur absolue |h| n’est ni convexe ni concave sur D.

Lemme 14. Soit u : C → R, u(z) = log(1 + |z|2), pour z ∈ C. Alors, u
vérifie la propriété suivante ∀D domaine de Cn,∀f : D → C continue, si v est psh
sur D × C alors f est holomorphe sur D(v(z,w) = u(w − f(z)), z ∈ D,w ∈ C).

D é m o n s t r a t i o n. Confère au papier de Abidi [1]. �

Théorème 29. Soit f : D → C une fonction, D domaine de Cn. Posons
v(z,w) = log |w − f(z)| pour (z,w) ∈ D × C. On suppose que

a) v n’est pas psh au voisinage de tout point de D × C.

b) Pour tout w ∈ C, v(·, w) est psh ou égale à (−∞) sur D.

Alors f est holomorphe non constante dans D.

D é m o n s t r a t i o n. Posons g = f . Alors v(z,w) = log |w − g(z)| pour
(z,w) ∈ D × C.

Remarquons d’abord que g n’est pas constante sur D. En effet si g est
constante sur D, on a alors v est psh sur D × C. Contradiction.

Donc ∀w ∈ C, v(·, w) 6= (−∞) sur D.

Montrons que g est continue sur D. Soit z0 ∈ D. Posons w0 = g(z0).
v(·, w0) est psh sur D. Donc ev(·,w0) est s.c.s sur D. D’où |w0 − g| est s.c.s sur
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D. On a |w0 − g(z0)| = 0. Soit ǫ > 0. ∃δ > 0/‖z − z0‖ < δ et z ∈ D implique
|w0 − g(z)| < ǫ et donc |g(z0) − g(z)| < ǫ. Ainsi g est continue sur D.

L’assertion b) implique que g est prh sur D d’après Abidi [1].

Soit z0 ∈ D, r > 0 avec ∆
(n)

(z0, 4r) ⊂ D. g(∆
(n)

(z0, 4r)) est un sous ensemble

compact dans C, soit donc R > 0 avec g(∆
(n)

(z0, 4r)) ⊂ D(0, R). Notons de plus
que v est de classe C∞ sur l’ouvert G = ∆(n)(z0, 4r) × [C\D(0, R)].

Cas 1. n = 1. Soit (z,w) ∈ D(z0, r) × [C\D(0, R)]. La condition b)
implique

log |w − g(z)| ≤
1

2π

∫ 2π

0
log |w − g(z + reiθ)|dθ.

∀t ∈ [0, 2π] on a log |weit − g(z)| ≤
1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dθ.

Intégrons par rapport à t ∈ [0, 2π], il arrive que
∫ 2π

0
log |weit−g(z)|dt ≤

1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit−g(z+reiθ)|dtdθ (d’après Fubini).

Notons que la fonction ξ 7→ log |w−ξ| est harmonique surD(0, R),∀w ∈ C\D(0, R).

Mais z ∈ D(z0, r), donc (z + reiθ) ∈ D(z0, 2r) ⊂ D(z0, 4r). Soit alors
g(z + reiθ) ∈ D(0, R),∀z ∈ D(z0, r),∀θ ∈ [0, 2π].

Maintenant notons que

∫ 2π

0
log |weit − a|dt = 2π log |w| est indépendant

du choix du point a ∈ D(0, R).

Donc
∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dt ≤

1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dtdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dtdθ.

Utilisons encore Fubini, il arrive

1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dtdθ =

∫ 2π

0

1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dθdt

=

∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dt.

Il résulte que
∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dt ≤

1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dtdθ
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≤

∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dt.

Ainsi les inégalités précédentes se transforment en une égalité, soit
∫ 2π

0
log |weit − g(z)|dt =

1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dtdθ

=

∫ 2π

0

1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dθdt.

Soit
∫ 2π

0
[log |weit − g(z)| −

1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dθ]dt = 0.

La fonction

t ∈ [0, 2π] 7→ [log |weit − g(z)| −
1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dθ]

est continue négative sur [0, 2π] et est d’intégrale nulle. Donc

log |weit − g(z)| −
1

2π

∫ 2π

0
log |weit − g(z + reiθ)|dθ = 0, ∀t ∈ [0, 2π].

Si t = 0, on a

log |w − g(z)| =
1

2π

∫ 2π

0
log |w − g(z + reiθ)|dθ

et il résulte que

z ∈ D(z0, r) 7→ log |w − g(z)| = v(z,w)

est harmonique pour tout w ∈ C\D(0, R).

Soit alors

∂2

∂z̄∂z
[2 log |w − g(z)|] = 0 sur D(z0, r), ∀w ∈ C\D(0, R).

En tenant compte de l’hypothèse g est harmonique sur D on obtient,

Ré

[

∂g
∂z

∂g
∂z̄

(w − g)2

]

= 0

sur D(z0, r), ∀w ∈ C\D(0, R).

Il résulte que

∂g

∂z

∂g

∂z̄
= 0
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sur D(z0, r). Comme
∂g

∂z
et
∂g

∂z̄
sont analytiques réelles sur D(z0, r), alors

∂g

∂z
= 0

ou
∂g

∂z̄
= 0 partout sur D(z0, r). L’hypothèse

∂g

∂z̄
= 0 sur D(z0, r) implique g est

holomorphe même sur D. Donc v donnée par v(z,w) = log |w− g(z)|, est psh sur
D × C. Contradiction.

Ainsi
∂g

∂z̄
6= 0 sur D(z0, r) et g n’est pas holomorphe sur D.

La condition
∂g

∂z
= 0 sur D(z0, r) implique ḡ est holomorphe sur D.

Rappelons que g n’est pas constante sur D. v est de classe C∞ sur l’ouvert G et

remarquons que
∂2v

∂w∂w̄
= 0 dans G.

La forme hermitienne de Levi associée à v dans G est alors donnée par

L(v)(z,w)(b, c) =
∂2v

∂z∂z
(z,w)bb + 2Ré[

∂2v

∂z∂w
(z,w)bc],

pour tout (z,w) ∈ G, et (b, c) ∈ C × C.

Cette forme de Levi ne garde pas un signe constant au voisinage de tout
point (z,w) ∈ G lorsque le couple (b, c) vari dans C × C.

La condition a) implique que v n’est pas psh au voisinage de tout point
(z,w) ∈ G.

Comme v(·, w) est harmonique sur D(z0, r), ∀w ∈ C\D(0, R). Alors
∂2v

∂z∂w
6= 0 au voisinage de tout point de G.

En dérivant on obtient alors
∂g

∂z̄
6= 0.

On a montré ici que
∂g

∂z̄
6= 0 si et seulement si v n’est pas psh au voisinage

de tout point de D × C.

Enfin, il résulte que g = f est holomorphe non constante sur D.

Cas 2. n ≥ 2. Ce cas résulte du cas précédent en utilisant le problème de
fibration. �

On a aussi

Corollaire 20. Soit g : C → C analytique non constante. Si log |g| n’est
pas affine, alors

(i) log |g(w − f(z))| n’est pas psh au voisinage de tout point de C2, pour
toute f : C → C analytique non constante.

(ii) Soit f : C → C continue, u(z,w) = log |g(w−f (z))|, pour (z,w) ∈ C2.
Supposons que
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a) u n’est pas psh au voisinage de tout point de C2.
b) Pour tout w ∈ C, u(·, w) est sh ou égale à (−∞) sur C.

Alors f est analytique non constante sur C.

Corollaire 21. Soit f : D → C une fonction, D domaine de Cn. Posons
u(z,w) = log |w − f(z)| et v(z,w) = log |w − f(z)|, pour (z,w) ∈ D × C.

Alors l’une des conditions a) ou b) n’est pas satisfaite.
a) u et v ne sont pas psh au voisinage de tout point de D × C.
b) Pour tout w ∈ C, u(·, w) est psh ou égale à (−∞) sur D.

D é m o n s t r a t i o n. Si a) et b) sont vérifiées alors f et f sont holomorphes
non constantes sur D. Mais f et f sont holomorphes sur le domaine D, implique
f est constante sur D. Contradiction. �

Exemple. Soit h : C → R harmonique non constante. u1(z,w) =
log |w − h(z)|, u2(z,w) = log |w − (z + |z|2)| et u3(z,w) = log |w − |z|2| pour
(z,w) ∈ C2. Alors les fonctions u1, u2 et u3 ne sont pas psh au voisinage de tout
point de C2.

4. La caractérisation en plusieurs variables complexes des

fonctions holomorphes. On donne d’abord les définitions suivantes.

Définition 1. Soit u : Cn → R une fonction(n ≥ 2). On dit que u
caractérise suivant la première direction les fonctions analytiques si pour tout
D domaine dans Cm et pour toute f : D → C continue, la condition v(z,w) =
u(w−f(z), z0

2 , . . . , z
0
n) est psh sur D×C implique f est holomorphe sur D, m2n−2

-presque partout z0
2 , . . . , z

0
n ∈ C.

Définition 2. Soit u : Cn → R une fonction psh. u produit(ou car-
actérise) les fonctions analytiques si ∀D domaine de Cm,∀f : D → Cn continue,
la condition v est psh sur D × Cn implique f est holomorphe sur D(v(z,w) =
u(w − f(z)) pour (z,w) ∈ D × Cn).

Remarque 9. Soit f1, f2 : Cn → C pluriharmoniques(n ≥ 2). Sup-
posons que le produit f1f2 est analytique sur Cn et non constant par rapport
à chaque composante variable complexe z1, z2, . . . , zn(z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn).
Alors, f1 et f2 sont analytiques sur Cn.

Théorème 30. Soit g : C → C analytique. Supposons que la fonction
log | exp(g(w − z̄))| est psh sur C2. Alors |g(w − z̄)| est psh sur C2.

En conséquence si log | exp(g)| est convexe sur C, alors |g| est convexe
dans C.
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Ce résultat nous montre l’existence de fonctions g et k analytiques sur C

avec
(i) | exp(g(w − z̄))| est psh sur C2 de plus |g(w − z̄)| est psh sur C2.
(ii) | exp(k(w − z̄))| n’est pas psh sur C2 mais |k(w − z̄)| est psh sur C2.

Théorème 31. Soit g = (g1, . . . , gn) : C → Cn analytique. On a les
équivalences suivantes

(i) Il existe j ∈ {1, . . . , n} avec log |gj | produit les fonctions analytiques;
(ii) g 6= (α1e

k1 , . . . , αne
kn), ∀k1, . . . , kn : C → C analytiques affines et

(α1, . . . , αn) ∈ Cn;
(iii) Il existe j ∈ {1, . . . , n} avec log |gj | n’est pas convexe sur C.
La condition suivante (iv) implique la condition (i).
(iv) log ‖g‖ produit les fonctions analytiques.

D é m o n s t r a t i o n. (iv) implique (i). Supposons que log |gj | ne produit
pas les fonctions analytiques, pour tout j ∈ {1, . . . , n}. D’après Abidi et Ben
Yattou [2], gj(z) = e(ajz+βj), pour tout z ∈ C et j ∈ {1, . . . , n}, (aj , βj ∈ C). On

a gj(w − z) = eaj(w−z)+βj de sorte que log |gj(w − z)| est une fonction à valeurs
réelles et affine sur C2(donc elle est psh sur C2). Il résulte que 2 log |gj(w− z)| =
log(|gj(w − z)|2) est psh sur C2 pour chaque j = 1, . . . , n. D’après Hörmander

[11], log ‖g(w − z)‖ =
1

2
log





n
∑

j=1

|gj(w − z)|2



 est psh sur C2. Rappelons que la

fonction f (donnée par f(z) = z, z ∈ C) n’est pas analytique sur C. Cependant
log ‖g(w − f(z))‖ est psh dans C2. Contradiction.

Pour établir l’équivalence entre (i) et (iv) il fallait développer quelques
propriétés liants les fonctions holomorphes, les fonctions convexes et la fonction
classique absorbante log . �

Définition 3. Soient u1, u2, . . . , un des fonctions sh sur C.
u = (u1 + u2 + · · · + un) produit au sens n-classique dans C les fonctions an-
alytiques si ∀f1, . . . , fn : C → C continues, l’hypothèse

v(z,w) = (u1(w − f1(z)) + u2(w − f2(z)) + · · · + un(w − fn(z)))

est psh sur C × C implique f1, f2, . . . , fn sont holomorphes dans C.

Théorème 32. Soit g1, . . . , gn : C → C analytiques.

u(w) = u(w1, . . . , wn) = log |eg1(w1)+···+gn(wn)|, v(z,w)

= log |eg1(w1−z̄)+···+gn(wn−z̄)|,

pour w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn et z ∈ C. On a l’équivalence suivante
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(a) u produit les fonctions analytiques;
(b) gj n’est pas analytique affine dans C,∀j ∈ {1, . . . , n}.
La condition (a) implique l’assertion (c) suivante
(c) v n’est pas psh dans C × Cn.

Exemple. uj(z) = log |kj(z)|, kj : C → C analytique non constante,
kj(aj) = 0,∀j ∈ {1, . . . , n}, a = (a1, . . . , an) ∈ Cn, n ≥ 1.
Soit u = (u1 + · · ·+ un). Alors u produit au sens n-classique dans C les fonctions
analytiques.

Lemme 15. Soit g = h + ik analytique sur C, h est la partie réelle de
g. Si |g| caractérise les fonctions analytiques alors h et k le sont aussi.

On a aussi la version suivante.

Lemme 16. Soient h et k : C → R harmoniques. On suppose que
(h2 + k2) caractérise les fonctions analytiques. Alors h ou k caractérise les fonc-
tions holomorphes.

La réciproque n’est pas vraie (par exemple h(x, y) = x2 − y2 et k(x, y) =
2xy, h et k caractérisent les fonctions holomorphes mais (h2 + k2) ne caractérise
pas les fonctions analytiques).

En réalité on a le résultat suivant.

Lemme 17. (a) Pour tous réels a, b, c, α, β, γ avec aα 6= 0 et (l, s ∈
N\{0, 1}), soit u(z) = (ax+by+c)l +(αx+βy+γ)s pour z ∈ C, z = (x+ iy), x =
Ré(z). Alors u ne produit pas les fonctions analytiques si les entiers l et s sont
pairs.

(b) Soit g : C → C analytique, |g| > 0 sur C. Alors h = log |g| produit les
fonctions analytiques si et seulement si |g| n’est pas convexe sur C.

En conséquence, on a |g| est convexe sur C si et seulement si log |g| est
convexe sur C.

Cette dernière propriété permet d’établir un lien entre la convexité des
fonctions harmoniques et la convexité des fonctions du type |k| avec k : C → C

analytique, |k| > 0 sur C.
Dans Cn, (n ≥ 2) on a aussi des résultats analogues à l’énoncé de ce

lemme.

5. Sur le minimum de plusieurs fonctions psh.

Théorème 33. Soient u, v,w ∈ sh(D) ∩ C(D), où D est un domaine
de Rn. E = {x ∈ D : u(x) = v(x)} et F = {x ∈ D : u(x) = w(x)}. On suppose
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que D\E et D\F sont connexes. S’il existe x1 ∈ D avec u(x1) < w(x1), alors
min(u, v,w) est sousharmonique sur D.

D é m o n s t r a t i o n. Soit x0 ∈ E. Montrons que x0 est un extrêmum
absolu de (u− v) sur D. On a u(x0) = v(x0), donc (u− v)(x0) = 0.

Posons w1 = u − v,w1 est continue sur D. D\E = D1 ∪ D2 où D1 =
{x ∈ D : u(x) > v(x)},D2 = {x ∈ D : u(x) < v(x)}. D1 et D2 sont deux ouverts
disjoints de D et D1 ∪D2 = D\E.

Comme D\E est connexe alors D1 = ∅ ou D2 = ∅. Si D2 = ∅. Alors
w1 > 0 sur D\E et w1 = 0 sur E. Donc w1 ≥ 0 = w1(x0) sur D. Il résulte que
u − v ≥ 0 sur D. Donc min(u, v) = v sur D et par suite min(u, v) ∈ sh(D). A
partir de cette preuve on déduit que min(u,w) = u dans D. En conséquence,
min(u, v,w) = min(u, v) est sousharmonique dans D. �

Corollaire 22. Soient u, v : D → R, convexes où D est un ouvert
convexe de Rd, d ≥ 2. E = {x ∈ D : u(x) = v(x)}.

On suppose que D\E est connexe. Alors u ≤ v ou v ≤ u partout sur D.
En particulier min(u, v) est convexe sur D.

D é m o n s t r a t i o n. u et v sont convexes surD, donc u et v sont continues
et sousharmoniques dans D. D’aprés la preuve du théorème précédent, on a
min(u, v) = u ou v partout sur D. Donc u ≤ v ou v ≤ u partout sur D. En
particulier min(u, v) est convexe sur D. �

Corollaire 23. Soient u1, u2 : G → [−∞,+∞[ psh, G domaine dans
Cn, n ≥ 1. On suppose que eu1 et eu2 sont continues sur G. On note E = {z ∈
G : u1(z) = u2(z)}. Si G\E est connexe dans Cn, alors min(u1, u2) est psh sur G.

D é m o n s t r a t i o n. Claire. �

Cependant pour les fonctions harmoniques on a

Théorème 34. Soient D un domaine dans Rd, d ≥ 2, u et v : D → R

harmoniques. On note E = {x ∈ D : u(x) = v(x)} et w = min(u, v). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes

(a) w est sh sur D;

(b) u ≤ v ou v ≤ u partout sur D;

(c) D\E est un ouvert connexe dans Rd.

D é m o n s t r a t i o n. On notera d’abord que si w est sh sur D alors (u =
v ou u < v ou u > v) partout sur D. Donc (a) et (b) sont équivalentes. De même
(a) et (c) sont équivalentes. �
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Remarque 10. Pour les fonctions convexes même analytiques réelles
ce théorème n’est pas vrai. Exemple. Dans R2 on considère u(x, y) = x +
x2, v(x, y) = x pour (x, y) ∈ R2. u et v sont convexes et analytiques réelles sur
R2. w(x, y) = min(u(x, y), v(x, y)) = x. Donc w est convexe et analytique réelle
sur R2. On a v ≤ u sur R2. E = {(x, y) ∈ R2 : u(x, y) = v(x, y)} = {0} × R.
Cependant R2\E = (R\{0}) × R n’est pas connexe dans R2.

On a aussi l’énoncé suivant

Corollaire 24. Soient g1, g2 : Cn → C analytiques. Considérons

u1(z) = log |ee
g1(z)

|, u2(z) = log |ee
g2(z)

|, u = min(u1, u2), z ∈ Cn. On note aussi
v(z,w) = u(w − z̄), pour z,w ∈ Cn. On a les équivalences suivantes

(a) u est convexe sur Cn;
(b) u est constante sur Cn;
(c) v est psh sur Cn × Cn;
(d) g1 et g2 sont constantes sur Cn;
(e) log |ee

g1 | et log |ee
g2 | sont convexes sur Cn;

(f) max(u1, u2) est convexe dans Cn.

On veut développer le théorème suivant en étudiant la convexité et le
problème de fibration. D’abord considérons le cas de la pseudoconvexité et le
problème de la fibration. On a

Théorème 35. Soit f, g : D → C analytiques non constantes, D domaine
dans Cn. Soit α, γ ∈ R∗

+, β, δ ∈ R, on pose u1(z,w) = α log |w − f(z)| + β
et v1(z,w) = γ log |w − g(z)| + δ si (z,w) ∈ D × C. Soit u = inf(u1, v1) et
v = sup(u1, v1). On note aussi E = {(z,w) ∈ D × C : u1(z,w) = v1(z,w)}
et si w ∈ C, E(w) = {z ∈ D : u1(z,w) = v1(z,w)}. Alors on a les propriétés
suivantes

(a) Pour w ∈ C, on note A(w) = {z ∈ D : u(·, w) est psh au voisinage de z}
et A(z) = {w ∈ C : u(z, ·) est psh au voisinage de w} si z ∈ D et A = {(z,w) ∈
D × C : u est psh au voisinage de (z,w)}.
(i) (A(w) = D\E(w),∀w ∈ C) si et seulement si (α 6= γ et f 6= g) ou
(α = γ et f 6= g).
(ii) (A(z) = C\E(z),∀z ∈ D) si et seulement si (A(w) = D\E(w), ∀w ∈ C).
(iii) Si D est pseudo-convexe, alors A(w) est un ouvert pseudo-convexe, ∀w ∈ C.
(iv) (A(w) = D,∀w ∈ C) si et seulement si (α = γ et f = g non constante).

(b) Soit B = {(z,w) ∈ D × C : v prh au voisinage de(z,w)}. Alors
B ⊂ A.

On note Γ1 et Γ2 les graphes de f et g respectivement.

A = (D × C\E) ∪ (Γ1 ∪ Γ2) si et seulement si (α 6= γ et f = g).
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{z ∈ D : A(z) = C} est vide ou analytique ou égale à D.

De plus, {z ∈ D : A(z) = C\E(z)} = ∅ si et seulement si ((α = γ et
f = g) ou (α 6= γ et f = g)).

D é m o n s t r a t i o n. (a) Pour (i), supposons que A(w) = D\E(w) pour
tout w ∈ C. Admettons que α = γ. Montrons que f = g. Par l’absurde
supposons que f = g sur D. Donc u(z,w) = α log |w − f(z)| + inf(β, δ) si
(z,w) ∈ D × C. Il résulte que u(·, w) est psh sur D. Mais

E(w) = {z ∈ D : |w − f(z)|αeβ = |w − f(z)|αeδ}

et pour w ∈ f(D), {z ∈ D : f(z) = w} est non vide et inclus dans E(w). Donc
A(w) = D 6= D\E(w). D’où f 6= g. Maintenant, admettons que α 6= γ. Si
f = g sur D, on a pour w ∈ f(D), A(w) = [D\E(w)] ∪ Γ1(w) 6= D\E(w), où
Γ1 est le graphe de f(car f non constante). Il résulte enfin que f 6= g. Pour la
réciproque, notons que si α 6= γ et f 6= g, donc A = D × C\E est le plus grand
ouvert sur lequel u est psh. Donc A(w) est le plus grand ouvert sur lequel u(·, w)
est psh(pour tout w ∈ C). D’où A(w) = D\E(w). De même si α = γ et f 6= g.

Pour (ii), supposons d’abord que A(z) = C\E(z),∀z ∈ D. Si α = γ et
f = g, alors u(z,w) = α log |w−f(z)|+inf(β, δ), donc A(z) = C et {w ∈ C : w =
f(z)} = {f(z)} ⊂ E(z) pour tout z ∈ D. Donc A(z) 6= C\E(z) et par suite, on
doit avoir α 6= γ ou f 6= g.

La situation α 6= γ et f = g étant impossible, car on a
E = {(z,w) ∈ D×C : |w− f(z)|αeβ = |w− f(z)|γeδ} = {(z,w) ∈ D×C : w =
f(z)} ∪ {(z,w) ∈ D × C : |w − f(z)|α−γ = eδ−β}. Donc A = (D × C\E) ∪ Γ1

où Γ1 est le graphe de f . Donc pour tout z ∈ D, A(z) = [D\E(z)] ∪ {f(z)} 6=
D\E(z)(car f(z) ∈ E(z)). Donc f 6= g. Dans ce cas on vérifie que A(z) =
D\E(z);∀z ∈ D.

Si α = γ, alors f 6= g et on vérifie aussi que A(z) = C\E(z),∀z ∈ D.
Réciproquement, supposons que α 6= γ et f 6= g(α > 0 et γ > 0), on vérifie que
A = D × C\E. Donc A(z) = D\E(z),∀z ∈ D(la même conclusion est obtenue si
α = γ et f 6= g).

Pour (iii), on a A est pseudo-convexe dans D × C. D’après Hörmander
[11], A(w) est un ouvert pseudo-convexe, pour tout w ∈ C.

Pour (iv), siA(w) = D,∀w ∈ C. A(w) = D = {z ∈ D : u(·, w) est psh au
voisinage de z}. Donc u(·, w) est psh sur D,∀w ∈ C. Supposons que α 6= γ.
Si f = g, alors A = (D × C\E) ∪ Γ1 où Γ1 est le graphe de f . Comme f
n’est pas constante, alors A(w) = [D\E(w)] ∪ {z ∈ D : f(z) = w} 6= D car
E(w) 6= {z ∈ D : f(z) = w}(w ∈ C). Aussi le cas où f 6= g est impossible. En
effet, f 6= g, donc A = D×C\E. On choisit maintenant w ∈ f(D), alors E(w) 6= ∅
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et par suite A(w) 6= D. D’où α = γ. Si f 6= g, alors A(w) = D\E(w),∀w ∈ C.
Mais si w = f(z0) où z0 ∈ D, alors E(w) 6= ∅ et par suite A(w) 6= D. Ceci étant
impossible. Ainsi, α = γ et f = g non constante sur D. Pour la réciproque, on a
α = γ et f = g non constante, alors A(w) = D, pour tout w ∈ C. Remarquons
que si f = g est constante sur D l’assertion (iv) n’est pas vraie.

(b) Remarquons que B = D × C\E si α 6= γ et B = D × C\Γ1 si α = γ
et f = g.

Si α 6= γ, alors B = D×C\E ⊂ A. Pour le cas α = γ, on a si f = g, alors
A = D × C et B = D × C\Γ1, donc B ⊂ A. Si f 6= g, on a B = D × C\E = A.
D’où B ⊂ A. On vérifie sans peine que A = (D×C\E)∪(Γ1∪Γ2) si et seulement
si α 6= γ et f = g.

Maintenant caractérisons {z ∈ D : A(z) = C}. Soit z0 ∈ D. Supposons
que α = γ. Si f(z0) = g(z0), alors A(z0) = C. Plus exactement, si f 6= g, alors
{z ∈ D : A(z) = C} ⊂ {z ∈ D : f(z) = g(z)}. Donc {z ∈ D : A(z) = C}
est un ensemble analytique non vide. Le cas où f = g sur D implique que
{z ∈ D : A(z) = C} = D.

Si f(z0) 6= g(z0), alors A(z0) 6= C. Supposons que α = γ et f(z) =
g(z),∀z ∈ D. Alors A(z) 6= C,∀z ∈ D. Donc {z ∈ D : A(z) = D} = ∅.

Le cas où α 6= γ et f(z0) = g(z0) implique A(z0) 6= C.
Si f(z0) 6= g(z0), alors A(z0) 6= C. Pour la dernière assertion, supposons que
α = γ et f = g. ∀z ∈ D,A(z) = C et E(z) 6= ∅. Donc A(z) 6= C\E(z).

Si α 6= γ et f = g, on a E(z) = {w ∈ C : |w− f(z)|αeβ = |w− f(z)|γeδ},
donc {w ∈ C : w = f(z)} = {f(z)} ⊂ E(z) pour z ∈ D. Remarquons en fait
que A(z) = [C\E(z)] ∪ {f(z)} 6= C\E(z). La réciproque est triviale. �

Pour le cas de la convexité d’abord on a

Lemme 18. Soit D un domaine convexe dans Cn, n ≥ 1, f : D → C

une fonction de classe C2. u(z,w) = e|w−f(z)|. On a l’équivalence suivante
(a) f est une fonction affine sur D;
(b) u est convexe sur D × C.

L’application de ce lemme est très importante en analyse complexe et
réelle. On peut aussi obtenir et énoncer des versions fortes de ce lemme.

Lemme 19. Soient u1, u2, . . . , ul : Cn → R des fonctions affines, l ∈
N, l ≥ 2. On suppose que min(u1, . . . , ul) = u est convexe sur Cn. Alors il existe
(l − 1) réels γ2, . . . , γl avec u2 = u1 + γ2, . . . , ul = u1 + γl sur Cn.

En conséquence, u = u1 + min(0, γ2, . . . , γl) est affine sur Cn.

D é m o n s t r a t i o n. Sans perte de généralité on suppose que u1, u2, . . . , ul

sont distinctes deux à deux. Notons que u est surharmonique sur Cn.
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Comme u est convexe, alors u est sousharmonique sur Cn. Il résultera
alors que u est harmonique convexe sur Cn. Donc u est une fonction affine sur
Cn. Soit z0 ∈ Cn. On suppose que u(z0) = u1(z0). Montrons alors que u = u1

sur Cn.

Soit r > 0.

u(z0) =
1

m2n(B(z0, r))

∫

B(z0,r)
u(ξ)dm2n(ξ)

≤
1

m2n(B(z0, r))

∫

B(z0,r)
u1(ξ)dm2n(ξ) = u1(z0) = u(z0).

Donc
1

m2n(B(z0, r))

∫

B(z0,r)
(u1 − u)(ξ)dm2n(ξ) = u1(z0) − u(z0) = 0. Comme

(u1 − u) est continue positive sur B(z0, r), alors u1 − u = 0 partout sur B(z0, r).

Soit enfin u1 = u sur B(z0, r). Comme u1 et u sont affines sur Cn alors
u1 = u partout sur Cn.

Cette démonstration est indépendante du choix du point z0 ∈ Cn avec
u(z0) = u1(z0).

u1 = min(u1, u2, . . . , ul) sur Cn. Il résulte que u1 < u2, . . . , u1 < ul sur
Cn. En effet, par exemple si u1(z1) = u2(z1) avec z1 ∈ Cn. Alors, d’après la
preuve précédente, on obtient u1 = u2 sur Cn. Contradiction.

Ainsi, il existe γ2, . . . , γl ∈ R avec u1 = u2 − γ2 = · · · = ul − γl. Posons
γ1 = 0.
Alors u = u1 + min(0, γ2, . . . , γl) sur Cn. �

Enfin notons qu’on peut énoncer quelques résultats analogues au lemme
19 concernant les fonctions harmoniques sur un domaine D de Rd, (d ≥ 2).

Corollaire 25. Soit (uj)j≥1 une suite de fonctions affines définies sur
Cn et à valeurs réelles. On suppose que min({uj : j ≥ 1}) = u1 sur Cn. Alors
il existe une suite de nombres réels (γj)j≥2 avec uj = u1 + γj , pour tout j ≥ 2.

D é m o n s t r a t i o n. Pour tout N ∈ N et N ≥ 2, il existe une suite finie
{γ2, . . . , γN} ⊂ R avec uj = u1 + γj pour tout j = 2, . . . , N.

Posons γ1 = 0. Il résulte que uj = u1 + γj ,∀j ∈ N\{0}. �

Le théorème suivant nous servira dans la suite du papier.

Théorème 36. Soit f : D → C continue, D domaine dans Cn, n ≥ 1.

Soit p un polynôme analytique sur C admettant au moins deux racines
distinctes dans C. On note v(z,w) = |p(w − f(z))|, pour (z,w) ∈ D × C. Sup-
posons que v est psh sur D × C. Alors f est holomorphe sur D.
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Réciproquement. Soit p1 un polynôme analytique sur C. Supposons que
pour toute g : C → C continue et v1 est psh sur C2 (v1(z,w) = |p1(w − g(z))|,
pour (z,w) ∈ C2) implique g est holomorphe sur D.

Alors p1 est un polynôme de degrés deg(p1) ≥ 2, de plus |p1| n’est pas
convexe sur C.

D é m o n s t r a t i o n. Pour simplifier on admet que n = 1 et D est simple-
ment connexe dans C. D’après le théorème 3, f est harmonique sur D. Ecrivons
que f = g + k̄, g et k : D → C holomorphes. Notons alors que v2 est de classe
C∞ sur D × C.

Soit ϕ : D × C → D× C, ϕ(z,w) = (z,w + g(z)), pour (z,w) ∈ D× C. ϕ
est un biholomorphisme de D × C sur lui même.

Posons u(z,w) = voϕ(z,w) pour (z,w) ∈ D × C. u est psh sur D × C.
u(z,w) = |p(w + g(z) − g(z) − k(z))| = |p(w − k(z))|. Comme p admet deux
racines distinctes dans C, alors |p|2 n’est pas convexe sur C. Notons u1(z,w) =
|p(w − z)|, (z,w) ∈ C2.

(u1)
2 n’est pas psh dans C2. Supposons que k n’est pas constante.

On a alors (u1)
2 est psh sur C2 si et seulement si u2 est psh sur D × C

(pour obtenir cette équivalence, il fallait développer la forme hermitienne de Levi
associée à u2. La fonction k qui apparait dans l’écriture de cette forme de Levi
sera absorbée par un changement de variables convenable).

Ainsi u n’est pas psh sur D × C. Contradiction. �

Il résulte que k est constante et par suite f est holomorphe sur D.

Théorème 37. Soient f0, f1, . . . , fk−1 : D → C continues, k ∈ N\{0},
D domaine dans Cn, n ≥ 1. v(z,w) = |wk + fk−1(z)w

k−1 + · · · + f1(z)w + f0(z)|
pour (z,w) ∈ D × C. On suppose que

a) v est psh sur D × C.
b) Il existe z0 ∈ D avec v(z0, ·) n’est pas convexe dans C.
c) Il existe un polynôme p holomorphe sur C et une fonction F : D → C

continue avec p(w−F (z)) = wk + fk−1(z)w
k−1 + · · ·+ f1(z)w+ f0(z), pour tout

(z,w) ∈ D × C.
Alors f0, f1, . . . , fk−1 sont holomorphes sur D.

D é m o n s t r a t i o n. On a v(z,w) = |p(w − F (z))|, ∀(z,w) ∈ D × C.
Donc v(z0, w) = |p(w−F (z0))|, ∀w ∈ C. Il résulte alors que |p(w−F (z0))|

n’est pas convexe sur C. En conséquence, |p| n’est pas convexe sur C. Comme v
est psh sur D × C, alors F est holomorphe sur D, d’après le théorème 36.

p(w) = wk +Ak−1w
k−1 + · · · +A0 avec A0, . . . , Ak−1 ∈ C.

p(w− F (z)) = wk + Fk−1(z)w
k−1 + · · ·+ F0(z), où Fk−1, . . . , F0 : D → C

sont holomorphes.
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Identifions, il arrive que fk−1 = Fk−1, . . . , f0 = F0. Donc f0, . . . , fk−1

sont holomorphes sur D. �

Remarquons que v(z0, ·) n’est pas convexe sur C est une hypothèse très
importante en analyse complexe.

Extension des résultats. Notons l’existence de polynômes p et q analy-
tiques sur C avec |p|2 caractérise les fonctions holomorphes, |q|2 ne caractérise pas
les fonctions holomorphes. Cependant (|p|2 + |q|2) ne caractérise pas les fonctions
holomorphes.

Exemple. p(z) = z2 − 1, q(z) = 2z, pour z ∈ C. Posons (|p|2 + |q|2)(w−
z) = v(z,w), (z,w) ∈ C2. Soit f(z) = z, z ∈ C.
v est psh sur C2 car sa forme hermitienne de Levi est L(v)(z,w)(a, b) = (4|w −
z|2 + 4)(aa+ bb) + 2Ré(−2[(w− z)2 − 1]ab) ≥ 0,∀(a, b) ∈ C2,∀(z,w) ∈ C2. Donc
v est psh sur C2 mais f n’est pas holomorphe sur C.

Proposition 3. Il existe g : D → C analytique où D est un ouvert
convexe dans Cn, (n ≥ 1) avec |g| est convexe sur D mais il n’existe pas une
fonction g1 : Cn → C analytique avec g1 = g sur D et |g1| est convexe sur Cn.

Exemple. g(w) = 1 + w2 pour w ∈ D = D

(

2,
1

4

)

. g est holomorphe

sur C, |g| est convexe sur D mais n’est pas convexe sur C. Donc il n’existe pas
une fonction g1 : C → C analytique avec g1 = g sur D et |g1| est convexe sur C.
Notons de plus que |g| est convexe sur C\D(0, 2).

Observons que pour f0, . . . , fk−1 : D → C continues, D domaine dans Cn,
la condition |wk +fk−1w

k−1 + · · ·+f1w+f0| est psh sur D×C implique fk−1 est
prh sur D, mais on ne peut rien dire sur les autres composantes f0, . . . , fk−2(k ∈
N\{0, 1}).
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moniques et une nouvelle caractérisation des fonctions holomorphes. Math.
Bohem. 136, 3 (2011), 301–310.

[3] J. Abidi. On convex and analytic functions (in preparation).
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