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ABSTRACT. We establish in this paper some new relations between convex,
plurisubharmonic and analytic functions in C"*,n > 1.
Let g : C" — C be analytic. We prove that
{beC: |g+1b|is a convex function in C"} =0 or {a} or C,
where a € C.

1. Préliminaires et notations. Le but de cet article est d’établir des
liens classiques entre les fonctions convexes, les fonctions plurisousharmoniques
et les fonctions analytiques dans C™, (n > 1). On étudie aussi certains probléemes
reliés a la structure complexe. En particulier, on démontre 'existence d’une
équation différentielle reliant les fonctions convexes et les fonctions analytiques
dans C". Soient k : C" — C analytique et ¢(z,w) = |w — k(2)|, pour (z,w) €
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Key words: Analytic convex and plurisubharmonic functions, harmonic function, maximum
principle.
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C"™ x C. Supposons qu’il existe a,b € C(a # b) avec ¢(-,a) et (-, b) sont convexes
sur C". Alors (-, w) est convexe sur C", pour tout w € C. Méme plus ¢ est
convexe sur C" x C. En conséquence, k est une fonction analytique affine sur C".
Soient g : C" — C analytique et v(z,w) = |e€g(w_z)| pour z,w € C". On démontre
dans ce papier que v est psh sur C"™ x C" si et seulement si g est constante.

Pour F' : C" — C analytique, on note u(z,w) = |F(w — Z)|, pour z,w €
C"™. On démontre que u est psh sur C" x C™ si et seulement si F' appartient
a une classe de fonctions qu’on le caractérise. On note 'existence de fonctions
g : C" — C analytiques avec v n’est pas psh sur C" x C" pour tout n > 1
(v1(z,w) = |g(Aw— BZ)|, z,w € C" et A, B € C\{0}). L’abréviation s.c.s signifie
semi-continue supérieurement. my est la mesure de Lebesgue dans Rd, d > 2. Soit
U un ouvert de R sh(U) est 'ensemble des fonctions sousharmoniques sur U,
Pour f: U — C, Ré(f) est la partie réelle de f. Pour tout a € C, Ré(a) et Im(a)
sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de a. |a| est le module
du nombre complexe a.

CP(U) ={p:U — C: ¢ est de classe C* et a support compact dans U} et

CYU) ={¢: U — C: ¢ est de classe C' dans U}, | € NU {oc}.

C(U) = C(U) est 'ensemble des fonctions continues dans U. Pour p polynéme
analytique sur C, deg(p) est le degré de p. Soit ¢ : C — C analytique,
j € N\{0}. g9 est la dérivée de g d’ordre j par rapport A la variable com-
plexe z. ¢ = ¢gW,¢" = ¢@ . ¢" = ¢® et ¢ = ¢. Sip:U — C de classe
C?, A(p) est le Laplacien de ¢. Pour b € R%, ||b|| est la norme euclidienne du
vecteur b. Pour z = (21,...,2,) € C",1 < j < n, on écrit z = (z;,Z;) avec
2 €C, Zj = (21, -+, 2j—1,%j+1,- - -y 2n) EC" 1 Sip: C" — C,

¢(-,Zj) : C — C définie par ¢(z;,Z;) = ¢(2).

Soit G un ouvert de C",n > 1. psh(G) et prh(G) sont respectivement
I’ensemble des fonctions plurisousharmoniques et pluriharmoniques dans G.

Sur la théorie des fonctions harmoniques, n-harmoniques et sousharmoni-
ques on consultera les références [7, 15, 16, 17, 20, 8, 21] et [23].

Sur la théorie des fonctions holomorphes, plurisousharmoniques et leurs
extensions on pourra consulter les références [4, 5, 6, 9, 10, 12, 11, 13, 14, 15, 16,
19, 18] et [23].

Sur l’extension des fonctions sousharmoniques et n-sousharmoniques on
a les références [4, 14, 19, 21] et [22].

Sur I’étude des fonctions convexes, on pourra consulter Hormander [12],
Krantz [16] et Vladimirov [23].
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Le théoreme suivant nous montre que la fonction e = exp admet de bonnes
applications en analyse réelle et complexe.

Théoréme 1. Soit u: D — R une fonction, D domaine dans R%(d > 2).
On a les équivalences suivantes

(1) u est harmonique sur D;

(ii) e est sousharmonique sur D,Vw € R;

(131) (—e"™) est surharmonique sur D,Yw € R;

(iv) Ip polynome de degré impair et a coefficients réels avec p(w)u est
sousharmonique sur D,Yw € R.

Démonstration. Notons d’abord que e**

w € R) si et seulement si u est continue sur D.
(73) implique (7). On a u est continue sur D, de plus

est s.c.s sur D (pour tout

/ewu(ﬁ)Agp(g)dmd(g) >0,YVp € C°(D),p >0 et YweR.

w’u!
wu __
e =1+wu+ Z 7
5>2
Donc
wu _ ] J—1,,7
¢ =u+ Z S pour tout w € R\{0}. / 1Ap(&)dmy(&) = 0.
w ; J!
Jj=2
wu

e
Siw > 0, alors

est sousharmonique sur D. C’est a dire

wl %)
u—i—wz ;
4!
Jj>2

est sousharmonique sur D, Yw € R;\{0}.

[ w©ne(dmate) +w Y

Jj=2

w

i-2
7 /uj(g)Ago(f)dmd(f) >0, Yw € Ry\{0}.

wi =2 ,
lim | [ u(©80(©dma(©) + w3 T [ wi©ap©dma)

w—0,w>0 -
Jj=2

- / u() Ap(€)dma(€) > 0.
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Donc u est sousharmonique sur D. De la méme maniere on démontre que
u est surharmonique sur D. Ainsi u est harmonique sur D. Donc (i7) implique
(i) et par suite on a méme (i), (i7) et (7i7) sont équivalentes.

(7) implique (iv) est claire. Pour (iv) implique (), soit p un polynéme
a coefficients réels et de degré impair sur R avec p(w)u est sousharmonique sur
D,Vw € R. Soit ¢ € C°(D),¢ > 0.

/ p(w)u(€) Ap(€)dma(€) = p(w) / u() Ap(€)dma(€) > 0,Yw € R.

Ecrivons alors p(w) = ag + ajw+ - -+ + aqw! ot ag,a1,.--,a0; € Riag#£0etl eN,
[ impair. On obtient alors

a0 / u(€) Ap(€)dma(€) + - + ayu! / u(€) Ap(€)dma(€) > 0,Yw € R.

Donc al/u(f)Aap(g)dmd(f) = 0 et par suite /u({)Agp(f)dmd(g) = 0 méme

Vo € C°(D), ¢ a valeurs réelles et de signe quelconque. Il résultera que u est
harmonique sur D. Ainsi on obtient (i) et (iv) sont équivalentes. O

On a le lemme suivant.

Lemme 1. Soit v : D — C une fonction, D domaine de C".

Soit v(z,w) = \ew“(z)\, pour (z,w) € D x C. Supposons que v est psh sur
D x C. Alors u est prh sur D.

Démonstration. Posons u = uq + tug,u1,us : D — R. Pour w € C,
w = wi+iwy, w1 et we € R, on a [e""| = (w1t —wauz) oot psh sur D, Vwy,ws € R.

Si ws = 0 on obtient alors e“*"! est psh sur D, Vw; € R. D’apres le
théoreme 1, on a alors u; est harmonique sur D. Utilisant les transformations
C-linéaires bijectives sur C™, on démontre que uy est prh sur D. Si w; = 0, on
démontre que usy est prh sur D. Il résulte que u est prh sur D. En réalité on a v
est psh sur D x C si et seulement si u est pluriharmonique sur D. O

Le théoreme suivant nous propose de faire des comparaisons et des con-
statations sur les fonctions considérées.

Théoréme 2. Soit f : D — C une fonction de classe C?, D domaine de
C"™. On a les assertions suivantes

(1) eI est psh sur D x C si et seulement si f est prh sur D.

(i) elv=F@1 g psh sur D x C si et seulement si f est prh sur D.
Cependant ,

(7i7) el W= egt psh sur D x C si et seulement si f est analytique
sur D.
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Pour la preuve de ce théoréeme on a besoin du lemme suivant

Lemme 2. Soit u: D — Ry une fonction, D domaine de C".
Si e" est psh sur D alors @) est psh sur D.

Démonstration. Sans perte de généralité on admet que n = 1.

0 0
Etape 1. u est de classe C? dans D. On a 8—(6“2) = Qua—ue .
z z

8282(6 )—[ = |© +2u 88 + 4u ] e .
, 0wy _ Ou 2 Pu |oul?|
D’autre part, &(e )= 5C " 5390 (e") = 5505 + 5 le . Remarquons que
u o | Ou|? u oul®> o |oul?
R e Bl = el e B
O*u du |? o | Ou?
B 2u[8282 tu 0z I+ 2u 0z
Soit = € D. Si u(z) > 1; alors u(z) | 2 2>a“() D
oit z - Siu(z) 2 1; alors u(z) |5~ (= o onc
0*u ou, |*_ 0% Ou
570: ) T |5z ()] 2 5 () T |5 (7)) =0
2
i u?(2)) >
Soit alors 5505 (e“*) > 0.
Si0<wu(z) <1. Ona
ou, |? 0%u ou, |? 0*u
2 %)) 4 2u(2) 2 () 2 20) | 20) | 4 2m(e) 2 (2)
Ju

2
Donc e* est sh sur D.

Etape 2. u n’est pas de classe C? dans D.
Soit p : C — Ry, p radiale, 0 < p < 1, /p({)dmg(f) = 1. Soit
1
ps(&) = = <§> pour § > 0 et £ € C. On note aussi Ds = {z € D: d(z,0D) >

p
527\
d} ou d(z,0D) est la distance euclidienne entre z et 0D(Djs est ouvert dans D).
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Pour j € N\{0}, p1 *e" est sh C°°, décroissante vers " sur D 1 ou jo > 1(j > jo)
J Jo
avec D1 # ().
Jo
pr*xe*>e">1 sur Di.
J Jo

1 xel
On a log(p1 xe") > 0,C> et e[og(p% )
J

(log(p1*e“))2>
J

= p1 *e" est sh sur D 1. Donc d’apres
J Jo

est une suite de fonctions sh et décroissante vers

) J>Jjo )

e sur Pouvert D1. Donc e" est sh sur D1 pour tout jo € N\{0},j50 > j1,

Jjo Jo

I’étape 1, <e

j1 € N\{0}. Comme D1 croit vers D si jo — +00. On conclut que " est sh
Jo
dans D. O

Démonstration du théoreme 2. (i) Notons quesi A,B € Ry, c €
C avec Aaa + BBB + 2Ré(capf) > 0, Ya, § € C, alors |c¢?| < AB. Une preuve de
ce résultat sera établite dans la suite de notre papier.

On suppose que n = 1 pour simplifier. Soit zg € D. Montrons que

0% f
=0.
5707 ) )
Soit a € C avec <—a—f(20) + a) = 0. Posons aussi
z
’U(z,’U}) — €|w+(lZ*f(Z)|2 — u(w + az — f(z))7
ou u(w) = elwl® pour tout w € C. v est psh et de classe C? d’apres le lemme 2.
V(z,w) € D xC, on a
0%v 0%u

dwow* ™) = pgac
2U 2U
(o) = St s = NG (~a+ H o)

9702 a2 9 9
' afgg (-t 1) (~a+ Z—§<z>> (o 5h)
+ Pt 0 ) Lo+ L
oz e EL o)
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5%v d%u

g2 () = gl o P02 z0).

() = =2 w0z~ JEN L 2
_ ;;C(wmz ~ (=) (—a+ %( ))
%(m, w) = _Z_C(w +azo — f(20)) a{fgz (20)
a"’;ac (1 -+ a2 — £(20)) 2L (20) o (z0)
- Z—Z—L(w +az — f(ZO))angL( 0)
f

| P of
5C3C (w+azy — f(zo))g

On obtient alors, V¢ € C,

2
g!CF[

¢

oL ()

Donc
0% f
970- 9 <525,

(2) <0, ¥V¢CeC, Vze D.

z(z)] <0, V(e C,Vze D.
2

0z0z

(i) résulte de 'assertion (7).

Donc = 0 sur D. Il résulte que f est harmonique sur D.

2 .
(7i1) Posons u(w) = elv HI pour w € C. wu est sousharmonique sur

C. wu n’est pas convexe sur C. En effet, supposons que u est convexe sur C.
Remarquons d’abord que min({u(z): z € C}) =1 = u(i) = u(—i). Comme u est
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convexe sur C, alors u est constante sur le segment [—i,i] (on pourra vérifier ceci
en utilisant la définition de la convexité). 0 € [—i,1], donc on doit avoir u(0) = 1.
Or u(0) = e. Contradiction.

Donc u n’est pas convexe sur C.

On suppose maintenant que n = 1 pour simplifier. En faisant une preuve
analogue a celle décrite dans ’assertion (i), on démontre que f est harmonique sur
D. Supposons que f n’est pas holomorphe dans D. Posons v(z,w) = u(w— f(z)),
(z,w) € D x C. Comme v est psh dans D x C, alors u est convexe dans C (et
méme on a l’équivalence entre ces deux propriétés). Contradiction.

Il résulte que f est analytique dans D.

En réalité (iii) est vraie méme si f est continue dans D. Dans ce cas il
fallait faire quelques étapes de développements pour avoir la preuve. 0O

Théoréme 3. Soit p un polynome analytique non constant sur C et
f : D — C une fonction continue, D domaine dans C". On note v(z,w) =
Ip(w — f(2))| pour (z,w) € D x C. Siv est psh sur D x C alors f est prh sur D.

Le théoreme n’est pas vrai si on remplace p par une fonction g analy-
tique non constante sur C. Ceci montre I'impotance de considérer un polynéme
analytique dans ce théoreme.

Démonstration. Cas 1. p a une unique racine dans C. Dans ce cas
on a p(&) = (A¢ + B)! ot A € C\{0}, B € C et [ € N\{0}. Pour (z,w) € C2,

p(w = f(2))I* = [[A(w = £(2)) + B'| = |[Aw — Af(2) + B]'
= |[Aw — Af (=) + B]I*".

w - (f(z) - %)

C’est clair qu’'on pourra montrer que f est continue sur D dans ce cadre(car v
est psh sur D x C) sans I’énoncer comme hypotheése dans le théoreme. Posons

2l

p(w = f())I* = |A]*

B
k=f-— 1 On a f est prh sur D si et seulement si k est prh sur D. v est psh sur

D x C et & valeurs dans R, donc v? est psh dans D x C. Mais v? est psh dans
D x C si et seulement si | w — k |? est psh dans D x C. Posons k = h +is, h et
s: D — R continues. |w — k[* = [(w — k) (@ — k)]' = [|w]* — (wk + k) + |k|}]".
Pour w € R, on a
w — k[ = [w® —w(k + k) +[k]*]' = [w* — 2wh + [k[*]
= w2l — 2hlw2l_1 + h2172w2l_2 + -+ h()
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ot hoj_a,...,hg : D — R sont continues. |w — k| est aussi sousharmonique sur
D, pour tout w € R. Soit ¢ € C°(D), ¢ > 0. En utilisant le probléme de la
fibration on se ramene a n = 1.

q(w) = / lw — k(2) "' Ap(2)dma(z) >0, pour tout w € R.
Notons que /(w)QlAgo(z)dmg(z) = 0. Donc

q(w) = — 2wt /h(z)Agp(z)dmg(z) + w212/h25_2(z)A¢(z)dm2(z) + ...

+ /ho(z)Ago(z)dmg(z) >0, Vw € R.

Observons alors que ¢ est un polynome a coefficients réels avec
deg(q) < (20 — 1), de plus ¢ > 0 sur R et (20 — 1) est impair. Donc le coeffi-
cient de w1 est nul.

Soit | h(z)A¢(z)dmsa(z) = 0. Comme h est continue sur D, alors h est
harmonique sur D.

Montrons que s est harmonique sur D C C. Soit z° € D,r > 0 avec
D(2%r) € D. Soit w; = (h + isy + it) holomorphe sur D(z°,r), h = Ré(wy),
s1: D(2°,7) — R harmonique, ¢ € R.

lwy — k|* = |h+is— (h+isy +it)|* = |t + 51— s|* est shsur D(z°,7), Vt € R.

0

Utilisant la preuve précédente, on montre que (s;—s) est harmonique sur D(z°, 7).
Donc s est harmonique sur D(2°,r), Vz° € D et r > 0 avec D(z°,r) C D. Tl
résulte que s est harmonique sur D. Il arrive que k£ est harmonique sur D.

Cas 2. p admet deux racines distinctes dans C.

p(w) = qw' + ai_ w4+ -+ ag, aj,ai_1,...,a0 € C, a; #0.
v? est psh sur D x C. ¥(z,w) € D x C,

vA(z,w) = p(w = f(2)* = Ja(w — f(2))! + a1 (w = f(2))7" + - +aol”.
Fixons w € R.
v (z,w) = lag(w — f(2)" + a1 (w = f(2))' "+ + ao]
x [@(w = F(2))' + @1 (w = f(2))" + - + @]
= by + w1 (f(2) + f(2)) + o + bar—2w® T 4+ + b

ou by—1 € R\{0}, ¢ € R, by_9,...,bp : D — R sont des fonctions continues.
D’apres la fibration on se rameéne a n = 1. Maintenant utilisant la preuve du cas
1, on montre que (f + f) est harmonique sur D.
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Aussi si w € iR, on développe v*(z,w) et on montre que (f — f) est
harmonique sur D. D’ou f est harmonique sur D. O

L’effet de la deuxiéme racine de p est trés important en analyse complexe.
En réalité dans ce cas on montre que f est méme holomorphe dans D.

Soit g : C — C analytique non constante, f : C — C continue. Supposons
que |g(w — f)| est psh sur C%. A-t-on f est harmonique sur C?

La réponse est négative et est justifiée par ’exemple suivant.

Exemple. g(w) = ¢“, w € C. Considérons f(z) = z + iy?*, pour
z=(x+1iy) € C, x = Ré(z). Posons w = x1 +iy;, z1 = Ré (w). |g(w — f(2))| =
|e“’*f(z)] = ]e(m“x)] est psh sur C?, mais f n’est pas harmonique sur C.

Cependant, si g est un polynome analytique non constant sur C la réponse
est positive.

Enfin aussi on a I'affirmation suivante. Soit ¢ : C — C analytique non
affine. Alors pour toute fonction A : C — C continue, la condition ¢(w — A) est
prh sur C? implique A est analytique dans C.

Corollaire 1. Soient p1,...,pN des polynomes analytiques sur C avec
deg(p1) > max(deg(p2),...,deg(pn)), N € N\{0,1}. Notons

N
w) =) Ipj(w — f(2)P,
j=1

pour (z,w) € D x C; f: D — C continue, D domaine de C",n > 1.
Supposons que u est psh sur D x C.
Alors f est prh sur D.

Onal observation suivante.

Soit v(z,w) Z\A w — f(2)) + B;|*™, pour (z,w) € D x C, avec

D domaine de C", (AJ,B e C, Vv e {l,...,N}, Ay # 0, N € N\{0,1},
mi,...,my €N), f: D — C continue. On suppose que m1 > max(ma,...,my).
La condition v est psh sur D x C implique que f est prh sur D. Cependant
L’hypothese v est convexe sur D x C implique que f est affine sur D.
Cette observation nous propose d’étudier les liens entre la convexité (no-
tion réelle) et la plurisousharmonicité (notion complexe).
C’est a dire plus exactement établir les liens entre la convexité réelle et
la convexité complexe.
On a aussi les affirmations suivantes.
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(a) Soient p et ¢ deux polynomes analytiques sur C, avec le produit pq
n’est pas constant. Soit zg,z; € C avec zg # 21 et p(z9) = ¢q(21) = 0.

Soit f : D — C continue ou D est un domaine de C". On pose v(z,w) =
Ip(w — f(2))a(w — f(2))], vi(z,w) = [p(w — f(2))] et va(2z,w) = [a(w — f(2))],
pour (z,w) € D x C.

L’hypothese v est psh sur D x C implique les deux assertions suivantes

ai) vy et vy sont psh sur D x C (la réciproque n’est pas vraie).

az) log(v) est psh sur D x C.

Ce résultat peut servir pour étudier et développer les structures convexes
et plurisousharmoniques de quelques fonctions définies dans les domaines de C".

(b) Soit u : C — R de classe C2. On suppose qu’il existe une fonction
f : C — C harmonique non holomorphe avec u; est psh dans C?, ou ui(z,w) =
u(w — f(2)) pour (z,w) € C% Alors u est convexe sur C.

2. La convexité et les fonctions analytiques. Le lemme suivant
est fondamental dans cette section.

Lemme 3. Soit u: C — R une fonction de classe C*. On note v(z,w) =
u(w — %), pour (z,w) € C%. On a Uéquivalence suivante

(1) u est convere sur C;

(i) v est psh sur C2.

Démonstration. (i) implique (ii). Posons p(z,w) = w — Z. ¢ est
R-linéaire sur C? et bijective. Comme u est convexe alors uoyw est convexe sur
C2. Donc v est convexe sur C2. Il résulte que v est psh sur C2.

(43) implique (7). Notons que v est de classe C* sur C?.

82 _ 82 _ 82 _ 82 -
ag((‘;;)/ (2, w)b1br + 8117((;)1)0 (2, w)baba + W(gi(z,w)hbg + 82((‘32 (z,w)b1 by
2 ) 9 5

- ?95((‘;2 (w=2)brbi+ ?95((;2 (w—Z2)baby — 8(%(:1;) (w—2)byby— aag) (w—2)byby > 0,

pour tout (z,w) € C? et (by,by) € C2.
Rappelons que
0 10 0 0 10 0
ot 2°0x Oy’ 9 20x Oy
si€=(r+iy) € C, x =Ré(€) et y = Im(§).

G G
ocoe 4\ 0y?)’
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Donc, on a

92 92 - B 52 o? B _
(o0 + o) = 1 (i + g )t 90
92 52 o2 _

(o, .
(83:2 * Z@may 8y2) w(w = 2)biby

0? 0? 0? -
— | = -2 - — — Z)b1by > 0.

(8:52 Z@x@y 8y2>u(w Z)bibz 2 0
Pour by = a +ib, bo = a —1ib, a,b € R, on a

2 u 2 u 2 u 2 u
(200, F0) (2 (20, 20 oy

_2Ré [(‘92(“) 1) 82(“)> (a% — b% + 2mb)] > 0.

Ox? oxdy  Oy?
Soit encore
9 (u)

4
0xdy

O(u) o 482(7;)

b* +8
Ox? oy +

ab > 0.

Ainsi on obtient

0% (u) 9 0% (u) 9 0% (u)
a4+ =+ 2—"ab >0.Va,beR.
2 a )2 b* +2 yab 0,Va,b e R

Donc u est convexe sur C. Ce qui termine la preuve du lemme 3. Notons que le

lemme 3 est vrai méme si u et v sont continues sur C. O

Observons que si u; : C — [—o0, +00[ est s.c.s et k(z,w) = up(w — z)

pour z,w € C. On a wu; est sh sur C si et seulement si la fonction k£ est psh
dans C2. Une comparaison entre k et la fonction v du lemme 3, I'absence de la
structure complexe permet alors d’affirmer I’hypothese forte de la convexité de

la fonction u.

Corollaire 2. Soit u : C" — R une fonction de classe C?, g : C — C"

une fonction holomorphe affine et non constante. On note v(z,w) = u(w—g(z)),

V(z,w) € Cx C". On a l’équivalence suivante
(1) u est convexe sur C";
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(73) v est psh sur C x C".
Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent. O

Observons ici les résultats du corollaire suivant

Corollaire 3. Pour f:C — C et g : C" — C analytiques.
() |f| est convexe sur C si et seulement si la fonction |f(w — z)| est psh
2
sur C*.
(3) |g| est convexe sur C™ si et seulement si |g(w—2Z)| est psh sur C" xC".

(Remarquer que |f| peut étre n’est pas de classe C2 sur C si f s’annule
dans C).

Il existe des fonctions g1 et go analytiques sur C avec |g; (w — Z)|? est psh
et |g2(w — Z)|? n’est pas psh sur C2.

En effet, g1 (w) = w? vérifie aussi |g; (w — Z)|* est psh sur C2.

Pour donner un exemple d’une fonction g on a le lemme suivant

Lemme 4. Pour w € C, soit go(w) = w? —w. Alors |ga(w — Z)|* nest
pas psh sur C* (ce qui implique que |g2|® n’est pas convexe sur C).
Nous concluons alors I'existence de fonctions g; et g analytiques sur C
| est convexe sur C et |ga|? n’est pas convexe sur C.

La preuve de ce lemme résulte du théoreme suivant

avec |g1

Théoréme 4. a) |(w—7%)?| est psh dans C?, cependant |(w —Z)*4¢| n'est
pas psh dans C2, Ve > 0 (c’est a dire une petite perturbation change les fonctions
psh). En réalité |(w — %)? + a| n’est pas psh dans C*,Va € C\{0}.

b) |(w — %)% — (w — Z)| nest pas psh dans C%, mais |(w — %)?| est psh
dans C2.

Démonstration. a) Posons u(z,w) = |(w — 2)?| et h(z,w) = w — Z,
(z,w) € C% wu(z,w) = |h(z,w)|?. Mais h est prh sur C?. Donc u est psh sur C2,

Soit € > 0. Posons v(z,w) = |(w — Z)* + €|, (z,w) € C.

Pour z € C, posons w;(z) = —z. w; est analytique dans C.
v1(2) = v(z,w(2)) = | —4y* +¢|, ot z = (x+iy), z = RE(2) et y = Im(2).
vy est C% sur C\{z = (z +iy) € C,z,y € R: y € {By, B2}}, B1, B2 € R. Pour
5% 6% 821]
y € ]—7,? ,on a v(z) = -4y + e 82812(2) = —2 < 0,Vz € C avec

y = Im(2) vérifi —4y® + € > 0. Donc v; n’est pas sousharmonique sur C. Il
résulte enfin que v n’est pas psh sur C2.

b) Soit v(z,w) = |(w —2)* + (w — Z)|. v est continue sur C>. v n’est pas
psh sur C? car si wy(z) = —z = —(z + iy), z = Ré(2), on a v1(2) = v(z, w1 (2)) =



342 Jamel Abidi

1 11 11
|42? — 22| = 2z — 422 s10<1:<§.v1 est C’OosurD(4 8) VZED<1,§>,
82’1)1

5 8_(2) = —2 < 0. Donc v n’est pas sousharmonique sur C. Il arrive que v
207

n’est pas psh sur C2. Enfin on déduit que |(w — Z)? — (w — Z)| n’est pas psh
dans C2. O

Lemme 5. Soit h : C — R harmonique. On pose v(z,w) = h(w—7Z) pour
(z,w) € C% et on fire (20, wo) € C*. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) h n’est pas une fonction affine sur C;

(73) v n’est pas psh au voisinage de (zo,wo);

(7i1) v n’est pas psh au voisinage de tout point de Cc?;

(iv) v nest ni convexe ni concave au voisinage de tout point de C?;

(v) La forme de Levi associée a v définie par

v v 0*v v

L(b,b): 9702 b1b1+a w0 bgb2+a a2 b1b2+a 0w b1b2

ne garde pas un signe constant au voisinage de tout point z € C2, (b = (by,bo)
c C?).

Démonstration. (¢) implique (i7). v est psh sur un ouvert G contenant
0%v 0%v 0%v 0’h
— = =0sur G et w)=——=(w-2
owow  0z0z 0zow 370w ) 852( )

82

pour (z,w) € G. On a v est psh sur G si et seulement si Ré [a_av (2, w)ab] >0
ZOw

V(z,w) € G et V(a,b) € C2.
2
Soit Ré [ggh ({)ab} >0, Y(a,b) € C? et V€ € A, olt A est un ouvert non

(20,wp) € C%. Comme

vide et simplement connexe inclus dans C. Ecrivons alors que h = g1 + g1, 91 :
0*h
0¢?
affine sur C. Contradiction.

(73) implique (i) est triviale. Remarquons aussi que les assertions (i),
(7i1), (iv) et (v) sont équivalentes. O

A — C est holomorphe. = g/ = 0, et par suite g; est affine. Ainsi h est

En réalité on a le résultat suivant

Théoréme 5. Soit v : D — R une fonction de classe C%, D domaine
dans C". Supposons que la forme hermitienne de Levi associée a v est a coeffi-
cients constants. Alors v est psh sur D ou v est plurisurharmonique sur D ou v
et (—v) ne sont pas psh au voisinage de tout point de D.
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Démonstration. On a la forme hermitienne de Levi

L0 = Y 52 b

7,k=1

ne dépend pas de z € D((b,b) € C" x C"). Donc elle est ou bien positive ou bien
négative ou bien elle ne garde pas un signe constant lorsque le couple (b, b) vari
dans C" x C".

Soit 2% € D. Si L(v)(b,b)(z°) > 0 pour tout (b,b) € C* x C", comme
L(v)(b,b) ne dépend pas de z alors L(v)(b,b) > 0 sur D. Donc v est psh sur D.

Si L(v)(b, b)(2°) ne garde pas un signe constant lorsque la variable (b, b) €
C" x C". Comme L(v)(b,b) ne dépend pas de z € D alors L(v)(b,b)(z) ne garde
pas un signe constant dans C" pour tout z € D. Donc v et (—v) ne sont pas psh
au voisinage de tout point z € D. O

Comme application on a le

Théoréme 6. Soit u: D — C une fonction n-harmonique, D domaine
dans C". Supposons que la forme hermitienne de Levi associée a u est a coeffi-
cients constants. Alors uw est prh sur D ou u n’est pas prh au voisinage de tout
point de D.

L’énoncé est aussi vrai si u est harmonique sur D.
Théoréme 7. Soit u : C" — C une fonction n-harmonique, n > 1. Sup-

posons que la forme hermitienne de Levi associée a e¥ est a coefficients constants.
Alors u est constante sur C".

Démonstration. Le cas n = 1. Notons u = 2log|g| ot g : C — C est
0?(et)
0z0z

analytique. e* = |¢?|. V2 € C, on a (2) = |¢'(2)|* = ¢ avec ¢ € R;. Donc
g est une fonction affine sur C.

Comme [g| > 0 sur C, alors g(z) = v,Vz € C, ou v € C\{0}. Donc
u = log |7y| est constante sur C.

Le cas n > 2 découle du cas précédent par application du probleme de

fibration. O

Notons qu’on a d’autres énoncés dans le cas ou u : D — R est n-
harmonique, D domaine de C", (D # C") et lorsque la forme hermitienne associée
a e* est a coefficients constants dans D.

Théoréme 8. Soit f: C" — C harmonique. On a les assertions suiv-
antes.

(a) Supposons que pour toute fonction g analytique sur C", avec g # f,
{z € C" : f(z) = g(2)} est pluripolaire dans C". Alors f est analytique dans C".
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(b) Supposons que f n’est pas analytique sur C". Alors f n’est pas ana-
lytique au voisinage de tout point de C™. De plus si f est prh sur C", il existe
une fonction g1 analytique sur C" avec E = {z € C" : f(z) = g1(2)} n’est pas
polaire dans C™.

Démonstration. (a) Pour z € C", z = (z1,...,2,), o0 € N",
a = (a1,...,an), 8= (B1,.-.,0n), posons 2% = 20 .. 20" et 77 = 21’81 .2,
Comme f est harmonique sur C", alors f(z) = Zaagzo‘éﬁ, pour z € C",

a7ﬁ
aq3 € C. Supposons que f n’est pas analytique dans C™. 11 existe donc ag, By €

N", Bo # 0 avec aqyp, # 0. Considérons g(z Za 32% 2P, g est analytique

dans C" et g # f.

Ona, Ve N {z€C": 21 =Z1,...,2n = Zn} C{z€C": zlﬁl =
21’81, 2P =7, Donc {zeC": z1=Z,...,20 =%} =R"CF={z ¢
C"™ : f(z) = g(2)}. Donc F n’est pas pluripolaire dans C". Contradiction.

Il résulte que aqp =0, Vo, 3 € N", 3 #£ 0.

Soit f(z) = Z aq02". Ainsi f est analytique dans C".

«

(b) Supposons que f est analytique sur une boule ouverte B(£,r) C C",

0
£ € C" et r > 0. On considere alors G = {z € C" : a—f(z) =0,Vj=1,...,n}.
Zj
C’est clair que G # 0, G C C", G est fermé dans C". Comme [ est analytique
réelle sur C", alors G = C". Donc f est analytique dans C". Contradiction. O

On pourra aussi étudier toutes les projections de E sur les droites com-
plexes de C™.

Notons que le produit hermitien habituel (-/-) sur C" Vérifi |(-/-)| n’est
pas psh au voisinage de tout point de C" x C" si et seulement si n > 2. Cela
nous oblige et nous propose de faire une étude ici. On peut aussi remarquer que
le produit hermitien habituel précédent (-/-) n’est pas prh au voisinage de tout
point de C™ x C™.

Ce produit hermitien provient de la norme euclidienne sur C". Cependant
cette norme euclidienne est psh sur C"*. Mais le module du produit hermitien as-
socié |(-/-)| n’est pas psh au voisinage de tout point de C" x C", n > 2( considérer
par exemple une norme qui provient d’un produit hermitien quelconque sur C").

Questions. a) Nature de |(w — f(2))>+ (w—g(2))| si f,g: C" — C sont
analytiques?
b) Soit F': C" — C analytique. |F(w — z)| est elle psh dans C" x C"?
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Trouver les conditions sur F' pour que |F(w — 2Z)| soit psh dans C" x C".

Notons que si Fy(w) = exp(w?),w € C, alors |Fy(w — Z)| n’est pas psh
dans C%. En réalité, siw =z € C, |F1(w — 2)| = F1(z — 2) = exp(—4y?) qui n’est
pas sh dans C (car c’est une fonction bornée non constante dans C,z = x + iy
avec y = Im(z2)).

En plusieurs variables complexes on considére la fonction psh

1
[[(wr = 21)?2 4+ 4 |(wn = Z0)?[]2

avec (z,w) € C" x C", z = (21,22, ...,2n), W = (W1, W, ..., wy) et 1 > 2.

Pour € = (e1,...,€,) € (R1\{0})", la fonction

1
[(wi =21 + a1’ + - + [(wn = Za)? + €al*]2

n’est pas psh dans C" x C".
On commence par énoncer d’abord le résultat suivant.

Lemme 6. (a) Soit a,b € C avec a # b. Soit g la fonction analytique
définie par g(z) = 2* — (a + b)z + ab et uy(z,w) = |g(w — Z)|, pour z,w € C.
Alors uy n’est pas psh dans C2.

En conséquence, il existe une fonction v conveze sur C mais v(w — g(z))
n'est pas convere en (z,w) € C* (par exzemple v(w) = |w|,w € C).

(b) Soit w : C — R convexe. Supposons que pour toute f : C — C
analytique, u(w — f(2)) est conveze sur C*. Alors u est constante.

Démonstration. (a) Posons v(z,w) = |g(w — Z)|* = uy (2, w)? pour
z,w € C. v est de classe C* sur C2.
0% *v p 12
570~ dwgw 19 A
0%

_ _ =\= =

Rappelons que |g|? est convexe sur C si et seulement si v est psh sur C2.
La forme de Levi associée a v est

L(v)(20,w0)(ev, ) = |2(wo — 20) — (a + b)[* (0@ + BB) — 4Ré[g(wo — 2)ap]
= Ré[(a — b)*ap],
a+b

pour (zg,wp) € C2, (a, B) € C%, avec wy — 7y =

Remarquons que L(v)(zo, wo)(e, 3) ne garde pas un signe constant lorsque
le couple (a,3) vari dans C? car (a — b) # 0. En conséquence u; n’est pas psh
dans C2.
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(b) Pour w € C, posons v1(z) = u(w + 22) et v(2,&) = vi(€ — 2) =
u(w + (€ — 2)%), (2,€) € C2.

Cas 1. u est de classe C? sur C.

ov ou _
et 5)—28—C(w+(§ (e -2)
0%v 82
0%v _ 4 0%u 2
5%v ou d%u B
S (€)= ~2gr (€~ )~ g (w+ (€ - D€ - 2,

La forme hermitienne de Levi associée a v est L(v)(z,w)(c,3) est positive
(V(z,w) € C?, ¥(a, B) € C?) si et seulement si

ou 9%u 9 9 9%u 9 19
250w+ (6~ 2) + 4w+ (€ - DE - 97| < A+ - 2Ple 3P
Si¢=zeC,ona Z—Z( ) =0, Yw € C. Donc u est constante sur C.

Cas 2. u n’est pas de classe C? dans C. Soit p une fonction standard
définie comme dans la preuve du lemme 2. Pour § > 0, considérons

wk ps(w + (€ — )%) = / w(C)ps(w + (€ — 2)? — C)dma(C)
= [t (€= 27 + Ops(Omalc) = As(=.6)

Ay est convexe et de classe C™° sur C2. D’aprés le cas 1, u * ps est constante et
comme (u * p1);>1 converge vers u, alors u est constante. [
1)jz

Plus exactement, on a

Lemme 7. (a) Soient A,B € C, l etm € N. Alors |A(w—2)'+B(w—2)™|
n'est pas psh dans C? si et seulement si AB # 0 et (1>2 oum > 2 et | #m).

(b) Soient o, 5 € C, a,b,c,d € C. Alors |aexpla(w —Z)+b] + [ exp[c(w —
2) 4 d)| n'est pas psh dans C? si et seulement si af3 # 0 et (a # c).

(¢) La fonction u(w) = |exp(w) + a| n’est pas convexe dans C pour tout

a € C\{0}.

Théoréme 9. Soit g : C — C analytique non constante avec |g| conveze
sur C. Supposons q’il existe zg € C avec |g(z0)| < |g(2)|, pour tout z € C. Alors

9(20) =0, de plus, {z € C: g(2) = g(20)} = {20}-
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Démonstration. Supposons que |g(z9)| > 0. Alors |g|] > 0 sur C.
Soit donc g = e9', g1 : C — C analytique. D’apres le théoréme de Picard,
C\{0} C g(C). Or ¢g(C) c C\{0}. Donc ¢g(C) = C\{0}.

L’hypothese |g| > |g(z0)| sur C implique ¢g(C) C C\D <0, \g(g’o)’> Donc

C\{0} c C\D (0, L;O)’) Impossible. D’ou g(zp) = 0.

Maintenant montrons que {z € C: g(z) = g(z0)} = {z0}. Supposons
que g(z1) = g(z0) = 0 avec 23 € C\{zp}. Considérons le segment [zg,21] =
{tzo + (1 — t)z1,t € [0,1]}. On a Vz € [29,21],2 =tz + (1 — t)z1 avec t € [0,1].
0 = lg(z0)] < Jg(2)] = Jg(tz0 + (1 — 1)21)] < tlg(z0)| + (1 — )lg(e0)] < tlglz0)] +
(1 —1)|g(20)| = |g(2z0)] = 0. Donc g(z) = 0 = g(20). Soit g(z) = 0, pour tout
z € [20,21]. Comme [29, 21] est un segment de C non dénombrable, alors g = 0
sur C. Contradiction.

Ainsi le cardinal de {z € C: g(z) = g(20)} est égale a 1.

Enfin observons que pour toute fonction k£ : C — C analytique non con-
stante, avec |k| est convexe sur C, {z € C: k(z) = 0} est de cardinal inférieur ou
égale a 1. O

Corollaire 4. Soit g : C" — C analytique non constante avec |g| convexe
sur C", n > 2. Supposons q’il existe zo € C" avec |g(z0)| < |g(2)|, pour tout
z € C". Alors g(z9) = 0, et A = {z € C": g(2) = g(z0) = 0} est un sous
ensemble analytique convere non borné dans C™.

Démonstration. Montrons que g(z9) = 0. Supposons que |g(zo)| =
¢ > 0. Donc pour tout z € C", |g(z)| > ¢. Mais g n’est pas constante, donc
il existe j € {1,...,n} et a = (a;,Aj) € C" avec g(-,A;) non constante sur
C(a; € C,A; € C™1). On suppose pour simplifier que j = 1. Il arrive que
g(+, A1) est analytique non constante avec |g(-, A1)| est convexe sur C. De plus
lg(+, A1)] = ¢ > 0 sur C. D’apres la preuve du théoreme précédent on déduit que

C\{0} c C\D (0, g) Contradiction.

Montrons que A est convexe dans C". Soit &y, (y € A. Prouvons que le
segment [Co,&o] C A. Soit z € [Co,&o]. 2z = tGo + (1 — )&, ¢ € [0,1]. 0 < |g(2)| =
19060 + (1~ D)E)| < Hg(Co)l + (1 — Dlg(€0)] < tla(z0)| + (1 — £)]g(z0)] = 0. Done
g(z) = 0 et par suite z € A. Ainsi [(p,&] C A et on déduit que A est convexe
dans C". O

Remarque 1. (a) Soit g(z) = g(z1,22) = (A121 + B1)"" (A222 + B2)",
z = (21,22) € C% 11,1y € N\{0}, (A1, A2, B1,By € C avec AjAy # 0). g est

=5 _B2>. Onag(z)=0.Sig

analytique non constante sur C2. Soit zp = .
1 2
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est convexe sur C?, alors E = {z € C?: g(z) = 0} est un sous ensemble convexe

-B
dans C?. Mais E = {A—l} x CUC x {A—2} n’est pas convexe dans C2. Donc
1 2

lg| n’est pas convexe dans C?.

(b) Soit f(z) = 2%,z € C. f est analytique dans C. Posons v(z,w) =
|f(w — 2)| pour (z,w) € C% On a v est psh sur C? car v(z,w) = |w — z|* =
|k(z,w)|*, ot k(z,w) = (w — %) est prh dans C2. 1l résulte que |f(w — Z + 1)] est
psh sur C%. Cependant |f(w — Z) 4 1| n’est pas psh dans C?. C’est & dire | f(w)]
est convexe implique |f(w + 1)| est convexe mais n’implique pas que |f(w) + 1
est convexe dans C.

2.1. Les polynémes analytiques et les fonctions convexes. On se
propose dans cette partie de montrer le résultat suivant

Soit p un polynoéme analytique sur C. Alors {b € C : |p + b| est une
fonction convexe sur C} = {0} ou {a} ou C (avec a € C).

Théoréme 10. Soit p un polynéme analytique non constant sur C. On
note v(z,w) = |p(w — z)|, pour (z,w) € C2. Alors on a les équivalences suivantes

(a) v est psh sur C%;

(b) 3A € C\{0}, 3B € C, 31 € N\{0} avec p(&) = (A + B)!, pour tout
EeC;

(¢) |p| est conveze sur C.

Démonstration. Claire. O

Corollaire 5. Pour p polynéome analytique non constant sur C"(n > 2),
on a l'équivalence suivante

(a) |p(w — 2)| est psh sur C" x C";

(b) p(z) = (A121 + Agzo + -+ 4+ Apzp + B), o0 z = (21,...,2,) € C",
(A1, Ay, ..., Ay) € C"\{0}, B e C etl e N\{0}.

Notons que pour la caractérisation des fonctions k : C — C analytiques
non constantes avec Vg : C — C analytique et |g| convexe sur C, alors |kog| est
convexe sur C. On vérifie que k(&) = €™, ou ¢ € C\{0} et m € N\{0}.

Enfin il arrive que pour toute fonction F' : C — C analytique non con-
stante, |F? + 1| n’est pas convexe dans C. En conséquence |F?(w — 2) + 1| n’est
pas psh dans C2. Ceci nous exhibe une famille importante de fonctions non psh
dans C2.

Maintenant on démontre le théoreme suivant

Théoréme 11. Soit f : D — C wune fonction, D ouvert convere dans
C"™. On note p(z,w) = |w — f(2)| pour (z,w) € D x C.
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On a les équivalences suivantes

(1) ¢ est conveze sur D x C;

(73) (-, w) est convexe sur D, Yw € C;
(7i1) f est une fonction affine sur D.

Démonstration. (i) implique (i7) est claire.

(7) implique (i77). On a (-, w) est convexe sur D, Yw € C, donc ¢(-, w)
est psh sur D, Vw € C. Soit encore ¢(-,w)? = [|[w?| —wf —wf + |f?|] est psh sur
D. Donc ¢(-,w)? — [w?| = [~wf — wf + |f?|] est psh sur D, Vw € C.

SiweRona
(-, w)? —w? = [—w(f + f) +|f?]] est psh sur D. Utilisant le papier de Abidi [1],
on démontre que f est pluriharmonique sur D.

Nous rappelons toute fois que si k : C — R est harmonique convexe alors
k est affine d’apres le lemme 11 qui suivra dans la suite de I'article. Remarquons
que (-, w)* —w? = [—w(f + f) + | f?|] est convexe sur D, Yw € R. Donc (f + f)
est convexe sur D et par suite Ré(f) est convexe sur D.

Si w € iR on démontre que Im(f) est convexe sur D.

Comme Ré(f) et Im(f) sont pluriharmoniques sur D, on déduit que Ré(f)

et Im(f) sont des fonctions affines sur D.

(7i7) implique (7). f étant affine sur D, donc ¢(z,w) = w— f(z) est encore
affine sur D x C et il résulte que ¢ = |g| est convexe sur D x C et la preuve du
théoreme est terminée. O

Pour ¢ polynéme analytique sur C, on note Fy(z,w) = |w — q(2)| si
(z,w) € C2. Caractérisons alors les polynomes p analytiques sur C avec Vo € C,
F,(-,a) = |a — p| n’est pas convexe sur C.

Rappelons la propriété suivante. Vp polynome analytique sur C avec
deg(p) < 2, alors il existe toujours 5 € C avec Fy(-,5) = |3 — p| est convexe sur
C. Notons aussi que si f : C — C est holomorphe avec 1(z,w) = |w — f(z)]
est convexe sur C?, alors f est un polynéme analytique de degrés deg(f) < 1 et
méme on pourra donner d’autres affirmations plus restrictives.

D’abord I'exemple suivant nous montre ’existence d’un polynéme p ana-
lytique avec Va € C, |p 4+ «| n’est pas convexe sur C.

Soit p(w) = w® 4w on a |p + a| n’est pas convexe sur C,Va € C.

On a

Théoréme 12. Soit p un polynome analytique sur C. On a les équiva-
lences sutvantes

(1) Ya € C, |p — a n’est pas convexe sur C,

(i) deg(p) > 3 et p' admet au moins deux racines distinctes dans C;
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(iii) 1l existe j € N\{0} avec p\¥) n'est pas constant et admet au moins
deuz racines distinctes dans C.

Démonstration. (i) implique (ii). Le cas ou deg(p) < 1 implique que
|p| est convexe sur C. Ce qui contredit (i).
Cas ot deg(p) = 2. On a p(w) = Aw? + Bw + C,A,B,C € C,A # 0.
2 2
B
uM=C—-—.
ou 1A
Donc |p(w) — M| est convexe sur C. Contradiction.

B
Alors |p(w) — M| = |A] ‘w 9

Ainsi on a obtenu deg(p) > 3.

Si p’ admet une seule racine dans C. Alors p/(w) = (aw + 6)!, a,3 € C,
a#0etleN [ >2

Donc p(w) = (cqw + B1) + 7, avec aq, f1,7 € C, a1 # 0. Remarquons
alors dans ce cas que [p — | = [(a1w + 51)| = |ayw + B1|! est convexe sur
C. Contradiction.

Donc p’ admet au moins deux racines distinctes dans C.

Pour (7) implique (i73) on prend j = 1. (i4i) implique (i7) est aussi claire.

(74) implique (7). Supposons qu’il existe a € C avec |p — af est convexe
sur C. Alors p — o admet une unique racine dans C. Soit p(w) — a = (Aw + B)",
avec A,B € C, A#0etleN,Il>3. Par suite p'(w) = [A(Aw + B)'"! admet
donc une seule racine dans C. Contradiction. O

Remarque 2. Soit p un polynéme analytique sur C. Notons ¢(z,w) =
lw — p(z)| pour (z,w) € C2. Supposons que deg(p) > 3 et p’ admet au moins
deux racines distinctes dans C. Alors ¢ n’est pas convexe sur tout G voisinage
de tout point (z,w) € C? de la forme G = C x D(w,7),r > 0.

Maintenant caractérisons les polynomes p analytiques sur C avec la pro-
priété Jla € C et (-, a) = |a — p| est convexe sur C; ¢(z,w) = |w — p(z)| pour
(z,w) € C2

Dans ce cas la réponse est immédiate d’apres le théoréeme 10, a savoir
p(z) =(Az+B) +a, ABeC,A#0,leN,[>2

Toute fois on a

Théoréme 13. Soit p un polynome analytique de degré deg(p) > 2
sur C. Posons ¢(z1,w) = |w — p(z1)| et p1(z1,22,w) = |w — p(z2 — Z1)| pour
(21,29, w) € C3.

Alors 1 n’est pas psh dans C3.

En conséquence, il existe o € C avec ¢(-, ) = |ow — p| n’est pas convexe
dans C (c’est & dire ¢ n’est pas convexe dans C?).



Contribution a I’étude des fonctions plurisousharmoniques. . . 351

Démonstration. Supposons que pour tout w € C, p(-,w) est convexe
sur C. Il résulte que le polynoéme p vérifi deg(p) < 1. Contradiction. O

Enfin on a "énoncé suivant

Théoréme 14. Soit p un polynome analytique sur C. p(z,w) = |w—p(z)|
pour (z,w) € C2. Supposons qu’il existe a,b € C,a # b de plus ¢(-,a) et ¢(-,b)
sont convezxes sur C. Alors Yw € C, ¢(-,w) = |w — p| est conveze sur C. De plus
@ est conveze sur C2.

En conséquence, il existe A, B € C avec p(z) = Az + B,Vz € C.

Enfin on obtient

Lemme 8. Soit p un polynéme analytique sur C. A(p) = {b € C: |b+ p|
est une fonction convexe sur C}. Alors on a uniquement les trois éventualités
suivantes

A(p) = {B}(B € C) si et seulement si p(z) = =+ (az+b)!, | €N, [ > 2,
a,beC, a+#0.

A(p) = 0 si et seulement si deg(p) > 3 et p’ admet deuz racines distinctes
dans C.

A(p) = C si et seulement si p est un polynome analytique affine sur C.

Remarque 3. (a) Soit p un polynéme analytique sur C",n > 2. Alors
A(p) = {b € C: |b+ p| est une fonction convexe sur C"} = ) ou {a} ou C (avec
aeC).

Cependant on a le résultat suivant. Pour toute h : C"™ — R plurihar-
monique, m > 1. {b € C: |b+h(2)+arx1+61y1+: - -+ nxn+Gnynlest une fonction
convexe sur C", Vo, 5; e R,Vj=1,...,n} =0ouC,ousiz = (z1,...,2,) € C",
zj = x5 +1yj, ;= Ré(zj)

(b) Soit p un polynéme analytique avec deg(p) > 2 sur C. p(z,w) =
|w — p(z)| pour (z,w) € C2. Alors ¢ n’est pas convexe dans C2. En conséquence,
si €= (z,w) € C? ¢ = (21,w1) € Cet p1(z,w,21,w1)) = (& —C) = |w—w —
p(z —Z1)|. On a o1 n’est pas psh dans C*.

Une question naturelle qu’on se pose est alors que se passe-t-il pour les
fonctions g : C" — C analytiques (n > 2)?

2.2. Sur la convexité et les fonctions analytiques.

Théoréme 15. Soient g : C — C analytique et a € C\{0}. Notons
v(z,w) = |g(w — 2)| et vi(z,w) = |g(w — Z) + a| pour (z,w) € C%. Supposons que
v et vy sont psh dans C2. Alors g est une fonction affine sur C.
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Démonstration. v étant psh dans C? donc v? V'est aussi. La forme
hermitienne associée & v? est donnée par

L(v)(z,w)(b1,b2) = |g' (w = 2)[Pbib1 + |g'(w — Z) Pbabs
— 2Ré[g (w — D)g(w — D)brba) > 0
V(z,w) € C%V(by,by) € C2.
Observons en réalité que L(v)(z,w)(by,by) > 0, Y(z,w) € C?
V(by,by) € C? si et seulement si V3 € C, || =1, on a
19/ (€)12b1b1 + g (€)[Pbabz — 2Ré[g” (€)F(€)Bb1bs] > 0,VE € C,¥(by,bs) € C?

(quitte & remplacer by par by par exemple).
On suppose que g n’est pas constante sur C. On note E={z€C: g(z) = 0}.

E est un sous-ensemble analytique dans C. Pour £ € C\FE, posons 3 = % On
g

a || = 1. Il arrive qu’on a la forme suivante

16/(6)Pbuby + | (€) 2babs — 2Ré[g"<s>a<a>%m21

= lg'(€)?b1b1 + g/ (€)]?b2b2 — 2Ré[g"(€)g(€)brba] = 0
Ve € C\E, V(b1,by) € C2.
Donc
(1) [g'(€)1?b1b1 + 19 (£)|*b2ba — 2RE[g" (§)g(€)biba] > 0,¥E € C,  V(by,by) € C°

car C\E est un ouvert dense dans C. Onnote F' = {z € C : ¢'(2) =0 }. F est
un sous-ensemble analytique dans C, car g n’est pas constante.
Pour & € C\F, posons a; = ¢/(£)by, a0 = ¢'(€)ba. On a donc

o + o 26 [ 2190

(9'(€))?

a1a2] >0,

V(ay,az) € C2.

Sias =aj on a
g"(©g(&)
[( 62 ]gl, V¢ e C\(EUF).

gg

La fonction uy = Ré[—5] est harmonique sur C\(E U F) et est majorée

sur le domaine C\(E U F) car EU F est fermé polaire dans C. wu; se prolonge
donc en une fonction sousharmonique majorée sur C. Donc uy est constante. Il
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/"

résulte que (g /)92 est constante sur le domaine C\(E U F') car sa partie réelle est
’ 99
constante sur ce domaine. Donc il existe ¢ € C avec W = c et par suite
g
(2) g"'g = clg)?

méme sur C car C\(E U F') est un domaine dense dans C.
Effectuons aussi le méme travail pour vy, on doit avoir (g +a)”(g + a) =
c1](g + a)']? sur C, avec ¢; € C. Donc

(3) (9)"(g+a) = al(g)]? sur C.
/! / /
Supposons que ¢; # 0. D’apres (2) et (3) on obtient g_/ = I 5.
g gta g
Comme g n’est pas constante alors ¢; # ¢. On obtient donc g = p— (c’est une
| —

1/
constante). Contradiction. Donc ¢; = 0 et par suite = = 0 sur C. Ainsi g’ =0

sur C et par suite g une fonction affine sur C. 0O

Corollaire 6. Soient f,g: C — C analytiques et a € C\{0}. Supposons
que |g(w — f(2))] et |g(w — f(2)) +a| sont psh dans C2. Alors g est une fonction
affine ou f est constante sur C.

Démonstration. Claire. O

Corollaire 7. Soit g : C" — C analytique. On suppose qu’il existe
a,b € C,a #b, de plus |g + a| et |g + b| sont convezes sur C". Alors g est affine
sur C™.

Démonstration. Pour toute T : C" — C" transformation linéaire
complexe et bijective, |goT + a| et |goT + b| sont convexes sur C". Donc pour
tout Z; € C"', |goT(-, Z1) + al et |goT (-, Z1) + b| sont convexes sur C. D’aprés
le théoreme précédent goT'(-, Z1) est une fonction analytique affine sur C. Enfin,
il résulte que g est affine sur C*. O

En réalité on a ’énoncé suivant

Théoréme 16. Soit g : C — C analytique, |g| conveze. On suppose qu’il
existe a € C\{0} avec l’équation g = a admet une unique solution dans C. Alors
lg — a| est convexe dans C. En conséquence, g est affine sur C.

Démonstration. |g| est convexe sur C, donc d’apres le théoreme 20
qui suivra Vz € C,

g9(z) = (Az +B)l,A,B €CetleN, oug(z) = e 18 o, 5 e C.



354 Jamel Abidi

Comme g = a admet une seule solution et a € C\{0}, alors
g(z) = (Az + B)!, A € C\{0},1 € N\{0}.
Il résulte que [ = 1. En conséquence, g est une fonction analytique affine sur C. O
Remarque 4. Soit g : C" — C une fonction analytique.
(a) Soit A € C. Supposons qu'’il existe une constante K € R avec la
propriété suivante
vE € C,Va,b € C,|g'(€)|*aa+]g'(€)*bb+2Ré[g" (€)g(€)ab] + |A|*aa + | A[bb > K.
Alors |g|* n’est pas nécessairement une fonction convexe sur C. Mais g vérifie
d’autres propriétés.
(b) Supposons que |g| n’est pas convexe sur C. Alors il existe trois suites
(&5)i=15 (a5);21, (bj)j=1 C C vérifiant
(I9' (&) asa; + |9 (€)10;b; + 2 Rélg" (€;)7(&;)abs])
tend vers (—oo) quand j tend vers (+00).

(¢) Soit k : C — C analytique. Supposons que g # 0 et |g| < |k| sur C.
Alors |g| est convexe sur C si et seulement si |k| I'est aussi.

Utilisant la structure complexe, en analyse complexe, on a le résultat
suivant

Théoreme 17. Soit g : C — C analytique. Supposons que |g|*> est
conveze sur C. Alors |g| est conveze sur C.

La démonstration de ce théoréme se base sur le lemme suivant.
Lemme 9. Soit c € C. Alors
ad + BB + 2Ré[capf] > 0,Va, B € C

si et seulement si |c| < 1.

Démonstration. Sic =0 le résultat est trivial.
Supposons que ¢ # 0. Posons a = c¢ et considérons d’abord le cas ou
£ € R. 1l arrive que

e8] > 0,

lc]? + 3% + 2Ré|
c’est & dire
(4) B2 +2/c*B+|c)* > 0,VB € R.

(4) est une équation du second degrés en (3 € R.
Donc (|¢|?)? = |¢|? = |¢[* — |¢|* < 0. Soit encore |¢| < 1.
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Réciproquement. On a |¢| < 1.

2 2
Rappelons que Va, 5 € C, |af| < % + @

Mais |caf] < |af| < . Donc 2|caf| < |al® + |8]*. Ce qui
implique que 2Ré[caf] < |a|* + |G| et remplacons § par — g, il résulte alors que
plique q p

la|? + |8)? + 2Ré[ca] > 0,Va, 3 € C. O

o [
2 2

Démonstration du théoreme 17. Soit u(z,w) = |g(w —Z)|* pour
z,w € C. Comme |g|? est convexe sur C, alors u est psh dans C?.
Si g est constante, alors |g| est convexe sur C.

On suppose que g n’est pas constante dans C. Donc on a

9" (&) e + 19'(€)[ B8 + 2Ré[g" (€)g(€)ap] = 0,¥€ € C et V(a,f) € C.

Soit E ={¢ € C: ¢g({) = 0}. E est polaire fermé dans C(en réalité E est de
cardinal inférieur a 1).
9(8)

Remplagons ( par =—=0 lorsque £ € C\E. On obtient donc

g9(¢)
(5) |9'(©)[Paa+|g'(€)I*68 +2Rélg" (§)g(§)ap] = 0,¥6 € C\E et V(a,f) € C*

Comme C\E est un ouvert dense dans C, alors (5) est vraie V¢ € C et V(a, ) €
C2.

Soit a = g'(€)a et b= g'(€)B avec £ € C\F, ot F ={( € C: ¢ (¢) =0}.
F est fermé polaire dans C, car ¢’ est analytique non constante dans C. On
obtient donc

(6) aa + bb + 2 Ré [%ab} >0,V¢ € C\F et VY(a,b) € C>.
Cette inégalité est équivalente a % < 1,v¢ € C\F.
9"(£)9(8)

Mais la fonction £ € C\F — est sousharmonique bornée sur

(9'(§))?

C\F. Donc elle se prolonge en une fonction sousharmonique et majorée par 1
dans C et par suite elle est constante sur C. Donc ¢”g = v(g')? sur C, avec v € C
et |y < 1.

Cas 1. g polynome analytique sur C.

g(z) = (Az + B)!, A € C\{0}, B € C,1 € N\{0}.

C’est clair dans ce cas que |g| est convexe sur C.
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Cas 2. g n’est pas un polynéme. On a

(7) gd'g=7(¢g)? 0< |y <1

Montrons que |g| > 0 partout sur C.

Supposons que g(zg) = 0, avec zg € C. Dapres (7), on a ¢ (20
Montrons que ¢”(z9) = 0. Dérivons 1'équation différentielle ¢"g = ~(g
obtient

) =
2,

/)

J"9+9"9 =2vdq".

Soit alors

9"9=(2y-1)g'q".

m.r_ _ 9_”_ 2y -1 "
9 = -0 PL = (T g

2y -1 2y —1
Ona < i ) # 0 (car <_7 > = 0 implique g est un polynéme. Impossible).
v ¥

Comme ¢'(z9) = 0, alors ¢”(20) = 0. Ainsi comme g n’est pas un polynéme on
obtient alors g(l)(zo) =0, VI > 1. Donc zy est une racine de g d’ordre n’est pas
fini. Contradiction. Ainsi on a |g| > 0 sur C. Soit donc g = € avec k est une
fonction analytique sur C. |g|? est convexe sur C implique, d’apres Abidi [3], k
est une fonction affine. Donc en particulier |g| est convexe sur C. O

Ainsi on obtient

Corollaire 8. Soit g : C — C analytique. Alors |g| est convexe si et
seulement si |g|* est conveze dans C.

Ce résultat est aussi vrai dans C",n > 2. C’est a dire on a

Corollaire 9. Soient g : C" — C analytique et « € R, > 1. Alors |g|
est conveze dans C" si et seulement si |g|® U'est aussi.

Observons aussi que si g1,g2 : C — C sont analytiques, avec le produit
|g192| est convexe sur C, on ne peut pas déduire que |g1| et |g2| sont convexes sur
C. Cependant on a

Théoréme 18. Soient g1,92,...,9n8 : C* — C analytiques, avec le
produit g1 go'2 ... gn'V| est conveze sur C" et non nul, Iy, ... Iy € N\{0},N €
N\{0,1}. On suppose que |g2"2|,...,|gn'N| sont convezes dans C".

Alors |g1] est convexe dans C".

La preuve résulte de la proposition suivante.
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Proposition 1. Soient g1 et go : C" — C analytiques, giga # 0,m,
I € N\{0}. On suppose que |gi"™g2!| est convexe dans C".
Alors |g1] est convexe sur C" si et seulement si |ga| 'est aussi.

La démonstration est une conséquence du théoreme 20 qui suivra.
On a aussi

Proposition 2. Soient g : C — C analytique, j € N\{0}. On pose
L(&)(a, B) = |g9 (€)@ + [g¥) (€) 8B + 2Ré[gU T (£)gV 1 (©)ap] pour € € C
et (o, 3) € C2

On a les équivalences suivantes

(a) |g)| est conveze sur C;

(b) Il existe un polynome p analytique sur C de degrés deg(p) < (5 — 1),
avec |g + p| est convexe sur C,;

(¢) L(-)(c, B) est sousharmonique sur C,Va, 3 € C.

En conséquence, |g'| est conveze sur C si et seulement si il existe ¢ € C
avec |g + c| est conveze sur C.

Théoréme 19. Soit g : C — C analytique. On suppose que |g| est
convexe sur C. Alors |g'| est conveze dans C.
En conséquence, Vj € N\{0}, |g)| est conveze sur C.

La réciproque du théoreme est fausse. Exemple. Soit k(z) = z* 4+ 1 pour
z € C. On a |k| n'est pas convexe sur C, Cependant Vj € N\{0}, |k est convexe
sur C.

Pour k : C" — C analytique, 1’énoncé du théoreme est aussi vrai si |k| est
convexe sur C", n > 2.

Démonstration. |g| est convexe sur C, donc |g|? V'est aussi. Posons
v(z,w) = |g(w — 2)|?, pour (z,w) € C%. v est de classe C> Sur C2 La forme
hermitienne de Levi associée a v est donnée par

(8) L(v)(z,w)(a,b) = |¢'(w — 2)[aa@ + |¢'(w — 2)[*bb
—2Ré[¢" (w — Z)g(w — Z)ab] > 0, V(z,w) € C%,¥(a,b) € C2.
Si g est constante sur C, alors |g| est convexe, de plus ¢’ = 0 et par suite |¢|

est convexe sur C. Supposons que g n’est pas constante dans C. Considérons
E={¢eC: g(§) =0}. E est analytique dans C.
Posons b = by avec [ = % pour £ fixé dans C\E. On a |B| = 1. (8)
g

devient alors

19 (©)1?aa + |g'(§)|*b1b1 — 2Ré[g" (£)g(&)abi] > 0, V& € C\E, V(a,by) € C*.
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Mais C\E est un ouvert dense dans C, il résulte que

19 (©)Paa + |g'(€)]*bb — 2Ré[g" (€)g(&)ab] > 0, VE € C, et V(a,b) € C.

/!

D’apres la preuve du théoréme 17, on a (9/592 < 1sur C\F; F = {C €
g

C : ¢(¢) = 0} (F est fermé polaire dans C). Ainsi ¢”’g = ¢(¢')? sur C avec

ceC, e <1.
Si ¢ = 0. Alors g est une fonction analytique affine sur C. Donc |g| et |¢/|
sont convexes sur C.
Cas ot1 0 < |c| < 1. Considérons 1’équation différentielle ¢”g = c(g)%.
Dérivons, on obtient alors

g///g + g//g/ — 209’9”-
Donc

g///g/ _ 2c—1

(g//)2.
Si g est un polynéme avec |g| est convexe sur C.
Vz e C,g(z) = (Az+ B),Ac C\{0},B € C et [ N\{0}.

¢ (2) = 1A(Az + B)""!. Remarquons alors que |¢'| est convexe sur C.
Si g n’est pas un polynéme sur C.
On démontre comme dans la preuve du théoreme 17 que |g| > 0 sur C.

g = ¢e* avec k : C — C analytique. |g| est convexe implique que k est affine sur C.

k(z) = az + B,Vz € C, avec a, f € C, a0 # 0. g’(z) _ k/(z)ek(z) — 2c"® Donc
|¢'| est convexe sur C. O

c

Corollaire 10. Soit g : C — C analytique. Supposons que |g| est convexe
sur C. Alors

u(z) = (|¢'(2)]?a@ + |¢' (2)|*bb — 2Ré[g" (2)g()ab])
vérifie u est sousharmonique sur C, ¥(a,b) € C2

Démonstration. C’est une conséquence de la preuve du théoreme
précédent. O

Théoréme 20. Soit g : C — C analytique. On note v(z,w) = |g(w—7%)|,
pour (z,w) € C2,

Supposons que v est psh dans C2. Alors (g(€) = (A + B)!, V¢ € C on
A,BeCetleN)ou (g = ela&+0) V¢ € C avec a, g € C).

Démonstration. v étant psh sur C?, donc d’apres le lemme 3, |g| est
convexe sur C.
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Si g et un polynome analytique sur C. Comme |g| est convexe sur C alors
g(€) = (A¢ + B)!, avec A,Be CetleN.

Supposons que g n’est pas un polynome.

Cas 1. |g| > 0 sur C. Dans ce cas on a g = €9 avec g1 : C — C est
analytique.

Comme |e9!| est convexe alors e est convexe sur C; h = Ré(g;). D’aprés
Abidi [3], h est une fonction affine sur C. Donc ¢; est une fonction holomorphe
affine sur C. ¢1(€) = o€ + B, a, 8 € C(€ € C). Donc g(€) = e9©) = 28 ye ¢
C.

Cas 2. g s’annule sur C. Pour simplifier on suppose que g # 0 et g(0) = 0.
Comme |g| est convexe sur C et g(0) = 0 alors 0 est 'unique racine de g dans C.
0 est d’ordre I € N\{0}. Ainsiona g(z) = z'e¢?*), avec ¢ : C — C est holomorphe.
Montrons dans ce cas que ¢ est constante dans C. Vz € C, on a g(z) = Ze?(?)
done ¢'(z) = [1207Y 4 2/ (2)]e??) = 207D+ 2/ (2)]e??). |¢| est convexe dans
C, donc ¢’ admet au plus une racine dans C (car g’ # 0).

19| = |g|* est convexe dans C, donc |(¢*)'| est encore convexe dans C.

92(2) _ 22l62gp(z)‘

(*) (2) = [2lz(2l_1) + 222l90’(z)]62‘p(z) = 22(2l_1)[l + zgo’(z)]e2‘p(z).
Comme (21 —1) € N\{0} et |(¢?)'| est convexe dans C, on déduit que I+ z¢'(2) #
0,Vz € C(c’est & dire 0 est 'unique racine de (g%)").

Soit alors | + z¢(z) = e#1*) Wz € C, avec ¢; : C — C est holomorphe.

Donc ¢/(z) = 27 Lele@+e1G)] pour 2 € C.

Ainsi on obtient

g1V (z) = zelP@rer1@ttea () vy e C,
ol ¢, p1,...,91—1: C— C sont holomorphes.

Enfin, g¥ (2) = (1+2[¢/ (2)+ ¢ (2) + - -+ @] (2)]) el Fe1EHtoa ()]

pour z € C. |g"V| est convexe dans C, donc |[¢¢"V]?| I'est aussi. Mais
[g(l—l)]2(z) — 22lp(2)+p1(2)++ei1(2)]

Posons k = [¢"V]2. k est holomorphe et |k| est convexe sur C. Donc |k/|
est convexe dans C.

(2) = 22+ 22°(¢/(2) + @1 (2) + -+ + gy ()]l do )]
= 22[1 + 2(¢'(2) + Py (2) + -+ + ¢2_1(z))]62[@(2)+9@1(Z)+'"+90171(2)]'

|K’| est convexe dans C et £'(0) = 0, donc 0 est la seule racine de k' dans C. Ce
qui implique que

[1+2(0'(2) + 1(2) + - +¢11(2))] #0, Vz € C.
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Donc

[+ 2(¢'(2) + 1(2) + -+ + ¢]_1(2))] = 1),

@ : C — C est holomorphe.

Comme |g'| est convexe dans C, donc d’aprés Abidi [3], la fonction
[0+ @1+ + pi_1 + @] est affine holomorphe dans C.

g(l)(z) = ¢***P vz € C. Montrons que o = 0. Supposons que « # 0.

1
On a g(lfl)(z) = —e** P 4 4 avec v € C.
o
1
Sil=1. g(z) = —e® B 4 4 Mais g(0) = 0. Donc v = ——e # 0.
«

1
g(z) = —€P[e** — 1] et remarquons que [¢** — 1] = 0 admet une infinité de
«

solutions en z € C. Ceci prouve que |g| n’est pas convexe dans C. Contradiction.
Ainsi a = 0. Soit alors ¢'(z) = ¢®,Vz € C. g(0) = 0, donc g(z) = ze® = ze?().
11 résulte donc que ¢ est constante dans C.

Sil>2 Ona g(l)(z) = ¢***8_ Montrons alors que a = 0. Supposons

1
que « # 0. Alors g(l_l)(z) = —e*tP 44 yeC. g(l_l)(O) = 0 car 0 est racine
a

de g d’ordre 1. g1 (0) = leﬁ + ~, donc v = —leﬂ. g V(z) = leﬂ[eaz —1],
pour z € C. Notons alors ql?e Péquation e** — 1 < O(en z) admet uﬁe infinité de
solutions dans C. Donc | g(l_l)] n’est pas convexe dans C. Contradiction. Ainsi on
obtient o = 0. Il arrive que g(l)(z) =, (Vz € C) et par suite la fonction g est
constante dans C. On déduit donc que g est un polynéme analytique non constant
sur C. Comme 0 est racine d’ordre [ de g, on aura donc g(z) = z'e® = 2le?®).
Donc ¢ est constante dans C. O

Corollaire 11. Soit k : C — C analytique. On note g(z) = (Az +
B)™e*®) | pour z € C avec A € C\{0},B € C et m € N. Alors |g| est conveze
sur C si et seulement si (k est constante) ou (m = 0 et k est analytique affine

dans C).

Démonstration. Résulte de la preuve du théoréeme précédent. O

Corollaire 12. Soit g : C" — C analytique, n > 2. Désignons par (-/-)
le pmduit hermitien usuel sur C". On a
a) |g| est convexe sur C" si et seulement si (g ( = [(¢/A)+B]!, ve e C,
cwecAE(C",BG(CetlEN) u (g(€) = &/A0+D) v e C", avec o € C" et
g eC).
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b) Supposons que g(z) = [(z/A) + B]'e?®), vz € C", ot A € C™\{0},
BeC,leNetyp:C"— C analytique.

lg| est convexe sur C™ si et seulement si (¢ est constante dans C") ou
(I =0 et ¢ analytique affine sur C").

Observons en réalité qu’on a

Théoreme 21. Soit g : C — C analytique non constante. |g|* est convexe

l_—l,lz leN,lz2}.

sur C si et seulement si g"g = c(g')* avec c € {0, ;i

Caractérisation.
c =0 si et seulement si g est une fonction analytique affine sur C.

-1
c= ! si et seulement si g(z) = (Az+ B)!,Ae C\{0},BeC,l € Netl>2.
c =1 si et seulement si g(z) = e** P ¥z € C, avec a € C\{0}, 4 € C.

Remarquons alors que a partir de cette caractérisation, on a si ]g\2 est
/
convexe sur C, alors |¢’|? est convexe sur C.

En effet, si g est affine alors |¢/|* est convexe sur C.
On suppose que g n’est pas affine. Donc ¢ €]0,1]. Si g est un polynéme

-1
de degré [. Alors on pourra vérifier que ¢ = 7 (leN,1>2).

[—2 2c—1
Rappelons qu’on a aussi ¢”'¢’ = ﬁ(g”)2 sur C. Mais 0 < ¢ =
— c
[—2 —1
1 < 1. Donc <1 et ceci implique que | g ]2 est convexe sur C.
— c
Si g n’est pas un polynéme. On a montré dans ce cas que g(z) = eV 1o,
2c—1
a € C\{0}, B € C. Dans ce cas on a ¢ = 1. Comme ¢"¢ = < (9")?* avec
c
2¢—1

= 1, alors |¢|? est convexe sur C.

Corollaire 13. Il n’existe pas aucune fonction g : C — C analytique non
constante avec |g| est convexe sur C et g"’g = v(¢')? avec v € D(0,1)\Q.

Démonstration. Claire. O

Corollaire 14. Soit g : C — C analytique non constante. Supposons que
g vérifie équation différentielle ¢ g = 7(9')2 sur C avec v € C, |y| < 1. Alors

[—1
VE{O,T,I: leN,lZQ}c[O,l].

Remarque 5. Soit g : C — C analytique non constante. On suppose
que |g|? est convexe sur C. On note v(z,w) = |g(w — Z)| pour (z,w) € C%
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La forme hermitienne de Levi L(v)(z,w)(a,b) associée & v est positive
V(z,w) € C% V(a,b) € C? si et seulement si

lg'(€)|Paa+|g'(€)Pbb—2Ré([29" (€)g(€) — (9 (€))?]ab) = 0,V € C, et ¥(a,b) € C*.
Mais |g|? est convexe sur C. Donc ¢"g = ’y(g’)Q avec vy est une constante,

209 -9 _ 29"9 |
@R (g O F=ace

~v € [0,1]. Considérons alors

29"g

C: ¢'(¢)=0}. On a|g| est convexe sur C si et seulement si Coc 1’ <1 sur
. |29"9 2
C\F. Mais vithe 1| = |2y = 1] < 1. Donc L(v)(z,w)(a,b) > 0, ¥Y(z,w) € C*,
g
Y(a,b) € C2.

Ce qui montre que |g| est convexe sur C.
Plus généralement, on a

Théoréme 22. [l n’existe pas aucune fonction g : C — C analytique non
constante et vérifiant ¢" g = v(g')? sur C, de plus (v € C, || > 1).

Démonstration. Supposons que le théoréme n’est pas vrai. Il existe
donc g : C — C analytique non constante avec ¢”’g = ~(g')? sur C, de plus

(yeClyl>1).
On pourra vérifier que pour tout entier [ > 2, la relation
_ Iv—(—-1
(9) g gl = ¢ (g")? avee ¢ = (1 —71)7(— 0 j 2)’

Remarquons que ¢; # 0 pour tout [ > 2.

Il résulte alors que g(lfl) n’est pas un polynéme pour tout [ > 2. Dans
ce cas notons que lg| > 0 sur C. En effet, si g admet une racine z; € C d’ordre
1>1. Onag’g=~(g")% g(z1) = 0, donc ¢'(z1) = 0, soit alors [ > 2. On a

(l U(z) = 0. De la relation (9) on obtient alors g)(z;) = 0. En particulier
z1 est racine de g d’ordre supérieur & (I + 1). Contradiction. Donc |g| > 0 sur
C. g = ¥ avec k : C — C analytique. Alors k vérifie k” + (k)2 = (k') Soit
E' = (v —1)(K)? sur C. On a k® = 2(y —1)?(K")3. Par récurrence on démontre
alors la relation k%) = (j — 1)!(y — 1) *(¥’)’ pour tout j > 2. On a

k9 (0) y—1)it .
ZTZJ =k(0) + zK'(0 Z (K'(0))7 27
j7>0 §>2

Cette série & pour rayon de convergence (+00). Donc k'(0) = 0. Soit alors k est
constante et par suite g est constante sur C. Contradiction. O

Observons aussi qu’on a des résultats analogues dans C"*, n > 2.
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Théoréme 23. Soient g, g1 : C — C analytiques non constantes. Posons
u(z,w) = [g(w = 2)|, ur(z,w) = [g1(w = 2)| et ve(z,w) = |g(w — 2) + eg1 (w = 2)|,
Ve € {—=1,1} et (z,w) € C% Supposons que u,u1,v_y et vy sont psh dans C>.
Alors (g et g1 sont deuz fonctions affines sur C) ou (¢ = agy sur C, avec a € C).

Démonstration. Supposons que g est un polynéme analytique.
g(z) = (az +b)™,a € C\{0},b € C et m € N\{0}. Comme |g + g1] et |g| sont
convexes dans C, alors g; est un polynéme. gi(z) = (cz +d)!,¢ € C\{0},d € C
et [ € N\{0}.

Sim = 1. Soit p(z) = (cz + d)! + (az +b), pour z € C.

Sil =1, alors g et g1 sont affines dans C.

Sil > 2. On montre dans ce cas que [ = 2. En effet, ¢ est holomorphe et
|| est convexe dans C. Donc |¢'| est convexe dans C. |¢'(2)| = |le(cz+d) ! +al
admet au plus une racine dans C. Comme a # 0 alors [ — 1 =1, soit [ = 2.

Montrons que m =1 et [ = 2 est un cas impossible.

Posons & = cz + d. Rappelons aussi que pour toute k : C — C analytique
avec |k| est convexe sur C et s(z) = az + 3, pour z € C(a, § € C), alors |kos| est
convexe dans C.

On a p(z) = (cz +d)? + (az +b) = &2 + [ag ; d ] = (&). || est
convexe dans C, donc ¥(&) = (€ 4+ )%, 5 € C. Aussi
e+ 0P (@240 = () =€~ oS0 0] =0a(6)

11| est convexe dans C, donc 11 (&) = (€ + @)?, avec @ € C. On obtient 262 =
(E+ P+ (E+ )’ Ve € C. Soit f2+a® = F+a =0, Ainsi a = § = 0.
Contradiction.

Supposons quem > 2. Alors [ > 2. Posons { = az+b. g(2)+g1(2) ="+

[ Sl + d] (€ +B)!, car |g+g1| est convexe dans C(a, 3 € C,a # 0,1 € N).

l
9(z) —g1(2) =& — [ g;er] = (v§+0)%,v,0 € C,s e N.

On suppose que g et g1 ne sont pas associées, c’est a dire (ad — be) # 0.

!
Sil < m. £+ [ ¢ ] = (€ + B)'. Identifions les coefficients,

on obtient t = m et o™ = 1. Le coefficient de €™ 1 est ma™ 13. Si g = 0.

l
On obtient [cg + d] = 0. Contradiction. Donc (3 # 0. 1l résulte alors que

a
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l=m—1. De méme § #0, s =m, "
(10) §m+[ } = (g + )"
(1) fm—[———+d] — (46 + )™,

Sim =2, on al=1. Mais on a montré que ce dernier cas est impossible.
Donc m > 3. Dérivons (10) alors (m — 2)-fois, on obtient

m! (m—=1! e\xm=2[ £—b
e+ (3) [‘E‘*@

Donc

() =me+ ()" [ 0 +d]

a

vérifie |p1| est convexe dans C. Donc ¢; admet une racine double. Il arrive que
le discriminant de I’équation du second degré ¢ est nul. Soit alors

e (" a3 [

Dérivons (2) aussi a 'ordre (m-2), on obtient une équation du second degré en &
dont son descriminant est nul. Soit

w (&) o (&) [ ] <o

La somme entre (12) et (13) implique € = 0. Contradiction.
a

Ainsi, ’hypotheése qu’on a supposé est fausse et par suite [ > m. On
démontre de méme que m > [. D’ou m = [. On obtient maintenant les équations
suivantes

(14) em [5‘

r=(a€+6)t

(15) - [E2 4 d) = e+

m
Sit < m. Alors <E> = —1, de plus s = m. On vérifie aussi que t = m — 1 par
a
identification.
Sim = 2 alors t = 1. L’équation (15) donne

c be be 2
26% — 2- <——+d>§— (——+d> = (v€ +6)%.
a a a
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Il résulte que le descriminant réduit du membre a gauche de cette équation du
second degré est nul.

2( b 2 b 2 b 2
0= (%) (——C+d) +2 (——C+d) - (——C+d) .
a a a a
Impossible.
Sim > 3. Dérivons ’équation (15) a 'ordre (m-2). On obtient
m—1 2
252—2(5> (—@ﬂl)g— (—@ﬂl) = (A€ + B)?,
a a a
avec A, B € C, A # 0. Donc cette équation admet une racine double.
Soit
2m—2 2 2
0=(%) <—@+d> +2<—@+d> .
a a a

2m—2 b 2
[2+ (5™ ] (——C+d> =0.
a a
e ) be L
Mais }—} = 1. Il résulte que —— + d = 0. Contradiction. Donc t = m.
a a

Enfin, on a les équations

(16) e [c€ - b

| =g 4o

(17) £m— [c _b+d}m=(vé+6)m.

Sim = 2. (16) s’écrit de la forme

[1+ (2)1 & +2- (—%er) ¢+ (—% +d>2 — (al +B)

Donc le descriminant réduit du membre a gauche de cette équation du second
degré est nul.

o= (&) (e a) e ()] (e wa) = (wa) 20

Contradiction.
Sim > 3. On dérive 'équation (16) a l'ordre (m — 2), on obtient

G ern () () e (0 () - s
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avec A € C\{0}, B € C. Donc le descriminant réduit du membre & gauche de

cette équation du second degré est nul.
Alors

b 2
¢ #0 et (——C + d) # 0. Contradiction.
a a

Ainsi, sim > 2 oul > 2, g et g; sont associées. C’est a dire, il existe
n € C avec g1 = ng.
Le cas ou g n’est pas un polynome se traite de maniere analogue. O

Dans C", n > 2, les résultats obtenus dans ce théoréme restent vrais.

Corollaire 15. Soient g,g1 : C — C analytiques non constantes.
Supposons qu’il existe f : C — C analytique non constante avec |g(w — f(2))],
lg1(w — f(2))] et |glw — f(2)) + eg1(w — F(2))| sont psh dans C, Ve € {—1,1}.
Alors (g et g1 sont deuz fonctions affines sur C) ou (g = agy sur C, avec a € C).

Démonstration. Claire. O
Concernant 'approximation on a

Théoréme 24. Soit g : C" — C analytique, avec |g| est convexe sur C".
Alors il existe une suite de polynémes (p;)j>1 analytiques sur C" convergeant
uniformément sur les compacts de C" wers g, de plus |pj| est convexe sur C"
pour tout 7 > 1.

Démonstration. Sans perte de généralité on suppose que g n’est pas
un polynéme sur C".
Désignons par (-/-) le produit hermitien usuel sur C". Alors g(z) =
e(<z/o‘>+ﬁ),Vz cC" otaecC"et geC.
J
z/a
Soit pj(z) = <1+ M) pour tout z € C et j € N\{0}. Clest
J
clair que |p;| est convexe sur C" et la suite (p;);>1 converge uniformément sur
les compacts de C" vers g. O

Théoréme 25. Soit h : C — R harmonique. Supposons que u(z1,z3) =
h(z — 7)) nest pas psh dans C*, f = (f1,f2) : C* — C? continue et
w = (wy,wsy) € C2. Alors on a
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(a) La fonction u(w — f) = h(wy — fo — W1 + f1) n'est pas psh sur C" x C*
si [ est analytique sur C™.
(b) La fonction vi(§,¢,w) = h(we — f2(¢) — w1 + f1(€)) est psh en

(&, wy) € C" x C implique fy est holomorphe sur C".
(¢) La fonction va(&,(,w) = h(was — fo(¢) — w1 + fi(§)) est psh en
((,we) € C™ x C implique fo est holomorphe sur C".

(d) La fonction v(€,(,w) = h(wa — fo(¢) — w1 + fi(§)) est psh en
(&,wy) € C" x C et aussi psh en (C,we) € C" x C implique f1 et fo sont holo-
morphes sur C".

Démonstration. C’est une conséquence du papier de Abidi-Ben Yat-
tou [2]. O
Interprétons alors les résultats de la convexité en terme des coefficients

des séries associées aux fonctions considérées.
oo

En réalité la question est la suivante. Soit g(z) = Z a;z) une série entiere
j=0

et vérifiant |g| est convexe sur C. Peut on alors construire un nombre non nul
complexe b en fonctions des coefficients a;(j € N) avec |g + b| est convexe dans
C(ou |g(w — )| et |g(w — Z) + b| sont psh dans C?)?

Siag # 0. Le résultat est alors Vb € C\{0}, |g + b| n’est pas convexe dans
C. Si ag = 0. On étudie a3 et ainsi de suite.

Peut-on remplacer la suite (a;);>0 par une suite (¢;)j>0 avec |aj| = |¢j]
pour tout j € N et de sorte que |g;(w — Z)| et |gi(w — Z) + b| sont psh dans C>

o0

avec g1(z) = Z c;2? pour tout z € C.
=0

Noton]s alors que la réponse est négative ici.

Remarque 6. Soient ki, ko : C — C analytiques non constantes. On
note ui(z,w) = k1 (w—2)|, ua(z,w) = |ka(w—2)|, u(z,w) = |k1(w—2)+ka(w—2)|
pour (z,w) € C2. Observons que si uy et us sont psh dans C? ceci n’implique pas
que u est psh dans C2.

Exemple. ki(z) = 2% ky(2) = 2 pour z € C. uy(z,w) = |ky(w — 2)| =
|(w—2)%| = |w—Z|® est donc une fonction psh dans C2. us(z,w) = |ko(w—Z2)| = 2
est psh dans C?. Cependant u(z,w) = |ky(w — 2) + ko(w — 2)| = |(w — 2)® + 2|
n’est pas psh dans C2. En effet, pour w = z € C, u(z, 2) = s(z) = |(2iy)® + 2| =
2132y% — 1] si 2z = (z 4+ iy) € C, y = Im(2).

1
Mais si y € ]—5, 3| 5(z) = 2(1 — 32y°%) et par suite A(s)(z) < 0. Donc

s n’est pas sousharmonique dans C.
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On déduit que u n’est pas psh dans C?. Cependant on a

Corollaire 16. Soient g1,g2 : C — C analytiques non constantes. On
note uy(z,w) = |g1(w—2)|, uz(z,w) = |g2(w—2)|, ve(z,w) = [g1(w—2) +ega(w—
z)| pour (z,w) € C? et pour tout e € {—1,1}. Supposons que uy et uy sont psh
dans C2. Alors on a les équivalences suivantes

(a) ve est psh dans C%, Ve € {—1,1};

(b) lagi(w — 2) + Bgz(w — Z)| est psh dans C?, Yo, B € C;

(¢) (g1 et go sont deux fonctions affines sur C) ou (g2 = ag1 sur C, avec
acC).

Démonstration. uj et uy sont psh dans C?, donc |g1| et |g2| sont con-
vexes sur C. L’assertion (a) implique (c) est déja démontrée. Aussi (¢) implique
(a) est triviale.

Remarquons aussi que (a) est équivalente a (b). O

Théoréme 26. Soit g : C — C analytique. On note v(z,w) = |g(w — Z)|
pour z,w € C. Alors {b€ C : |v4b| est une fonction psh sur C*} est égale a (0
ou {a} ou C (avec o € C)).

2

Exemples. ¢1(w) = €. ga2(w) = e”. g3(w) = Aw + B(A, B,w € C).
Alors, on a

{beC: |gi(w— Z) + b| est une fonction psh sur C%} = 0.
{beC: |g2(w — Z) + b| est une fonction psh sur C*} = {0}.
{beC: |g3(w— Z) + b| est une fonction psh sur C*} = C.

Corollaire 17. Soient g : C — C analytique. Alors {b € C : |g +
b| est une fonction conveze sur C} =0 ou {a} ou C(a € C).

Démonstration. Claire. O
Théoréme 27. Soit g : C" — C analytique. Notons
u(z,w) = log |expoexp(g(w — 2))|, pour (z,w) e C" x C".

Alors u n’est pas psh dans C" x C™ si g n’est pas constante.
En réalité, u est psh sur C™* x C™ si et seulement si g est constante sur C™.

Démonstration. Il existe j € {1,...,n},a € C" avec g(-, A;j) n’est
pas constante sur C, ot A; = (a1,...,aj-1,aj41,...,a,) € C" 1 a; € C, a =
(aj,Aj) = (a1,...,a5-1,05,0j41,...,a,). D’apres Abidi-Ben Yattou [2],

log | expoexp(g(-, 4;))]



Contribution a I’étude des fonctions plurisousharmoniques. . . 369

caractérise les fonctions holomorphes. Soit f(z;) = Z; pour zj,w; € C. f n’est
pas analytique sur C, donc log | exp o exp(g(w;— f(z;), A;))| n’est pas psh dans C2.
Ainsi log | exp oexp(g(w — Z))| n’est pas psh dans C" x C". O

Ce théoreme admet de bonnes applications en analyse complexe multidi-
mensionnelle. Soit par exemple le

Corollaire 18.  Pour toute g : C" — C analytique non constante et
tout entier | > 2, log |F'(g(w — z))| n’est pas psh dans C"* x C"(F = expoexpo...
oexp (l-fois)). De plus log |F(g(w — 2))| n’est pas prh au voisinage de tout point
(20, wp) € C" x C".

En conséquence, log |F(g)| n’est pas convexe dans C".

Remarque 7. Soient g; et g2 deux fonctions analytiques sur C. Sup-
posons que |g1] et |g2| sont convexes sur C. Ceci n’implique pas que la composée
|g20g1]| est convexe.

Exemple. g (w) = w? et gy(w) = ¥ pour w € C. Clest clair que |g;] et
|g2| sont convexes mais |go0g;| n’est pas convexe dans C.

Observons que pour tout g polynéme analytique sur C, on a |gog| est
convexe si et seulement si |g| est convexe sur C. Ce résultat n’est pas vrai pour
les fonctions analytiques sur C.

Exemple. f(z) =¢e*, pour z € C. f est analytique et |f| est convexe sur
C. fof(z) = e vérifie |fof| n'est pas convexe sur C. En effet |fof(w — Z)| =
e 7| n'est pas psh dans C?, car si wi(z) = z on a |fof (w — 2)| = [°®)| <e,
ou y = Im(z). Donc |fof(wi(z) — Z)| est bornée et non constante sur C. Ainsi
|fof(w — Z)| n’est pas psh sur C? et par suite |fof| n’est pas convexe sur C.

Observons en réalité la remarque suivante. Soit u : D — R, une fonction
continue ot D est un domaine de R?, d > 2. Si u est convexe sur D alors le"] = e
est convexe sur D. Mais si k(w) = w?' (1 € N,1 > 2,w = (wy,...,w,) € C"), k est
analytique sur C"(donc k est continue sur C"), |k| est convexe sur C" cependant
|le¥| n’est pas convexe sur C".

Question. Etudier la convexité de log(|gi|? + |g2|*) pour g1,g2 : C* — C an-
alytiques. En déduire pour une somme finie puis pour une série convegente de
fonctions analytiques les résultats de convexité.

3. Les fonctions harmoniques et plurisousharmoniques. On
a le lemme suivant

Lemme 10. Soit u : C — R une fonction. Supposons que pour toute
fonction f : C — C continue la condition v (v(z,w) = u(w — f(2)) pour (z,w) €
(CQ) est psh sur C% implique que f est holomorphe sur C.
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Alors u n’est pas conveze sur C.

Démonstration. On remarquera alors que u(w — Z) n’est pas psh sur
C2. D’aprés le lemme 3, u n’est pas convexe sur C. O

Lemme 11. Soit h : C — R harmonique non affine. Alors, h n’est ni
convexe ni concave sur C.

Démonstration. Supposons que h est convexe sur C, on a la forme
bilinéaire suivante,

Phy  Ph oy O

+ =55+ 2 ts >0
81:2 0y? oxdy —
pour tout ¢,s € R.
2
On a alors pour t = s, ——— > 0.
n 'S pour S 9 ay =
2h
Sit = —s on doit avoir — > 0.
0xdy
0’h
Donc =
0xdy
0’h 0%h
Il résulte alors que —t2 + —s > 0 pour tout t,s € R.
0x? oy?
2
Prenons t =1 et s =0, on a donc 922 > 0 comme h est harmonique on
2
doit alors avoir 902 < 0. D’autre part si on prend t = o et s = 1, on obtient
Y
0%h 0%h 0%h
W > 0. Enfin on conclut que 902 = = 0 et par suite 92 = 0.
0 (0h 0 (0h oh
On a 8_y <%) =0 et g <%) = 0. Donc . est constante. Soit
h(z,y) = ax + ¢(y) avec ¢ est une fonction de classe C°°. Dérivons par rapport
0 h
a y on doit avoir — = % (car — est aussi constante en procédant le méme
oy 0Oy oy

raisonnement). Soit p(y) = by +c(c € R) et enfin h(x,y) = ax + by + ¢ pour tout
x,y € R. Contradiction.

En réalité observons que h n’est ni convexe ni concave au voisinage de
tout point de C. O

Comme application de ce résultat on a le

Corollaire 19. Soit h : R? — R harmonique non affine, (d > 2). On
note k(z,y) = h(z —y) pour x,y € R Alors k n’est ni convexe ni concave sur
R? x R
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Démonstration. On applique la complexification de RY pour utiliser
le lemme précédent. On considére dans ce cas h : C? — R donnée par h(z) = h(x)
pour tout z € C?, z = z + iy avec x,y € R Alors h est harmonique dans C%.
Posons aussi hy(w — Z) = h(z — y) lorsque w = (z + iz1), (z = y 4+ iy1) € CL
Alors hy(w — %) = k(z,y). Supposons que k est convexe sur R x R Alors hy
est psh et harmonique sur C?. Donc h; est pluriharmonique sur C%. Si hy est
convexe sur C%, alors h; est une fonction affine sur C%. Donc h est affine sur R%.
Contradiction. Ainsi k n’est ni convexe ni concave sur R x R, O

Aussi on a

Théoréme 28. Soit h : C — R harmonique non affine, f : D — C
continue, D domaine de C". On note k une fonction harmonique réelle conjuguée
de h. On a les équivalences suivantes

(1) f est holomorphe sur D;

(i) h(w — f) est psh sur D x C;

(7i1) h(w — f) est plurisurharmonique sur D x C;

(iv) h(w — f) est prh sur D x C;

(v) k(w — f) est psh sur D x C.

Démonstration. Confere a l'article de Abidi et Ben Yattou [2]. O

Lemme 12. Soit h: C" — R pluriharmonique. Alors, h est convexe sur
C" si et seulement si (" 4+ h) lest aussi.

Démonstration. Notons que si h est convexe sur C" alors (eh + h)
I’est aussi.
Réciproquement. Soit u = h+e”. u est convexe et de classe C> sur C*. D’aprés
le probleme de fibration et pour simplifier on admet que n = 1.

Si h est constante alors u est convexe sur C.

Supposons que h n’est pas constante sur C. On a

du _ Oh ,  Oh

ac —act tac
Pu_ 0h (0h\? ,  O°h _ 8h N on\?
ac =~ ¢z +<8c>e+a_<2‘a_<2(1+6)+<a_c>e'
ﬁ , ‘2’1
CoC

Posons v(z,w) = u(w — Z), pour (z,w) € (CQ.
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On a v est psh sur C? si et seulement si u est convexe sur C.
Mais v est psh sur C? si

0%u 0%u
— < —
¢ 0¢o¢
sur C( cette inégalité classique s’appelle inégalité complexe de convexité et on a

u est convexe sur C si et seulement si I'inégalité (18) est vraie dans C).

2
9h  (Oh\* , onlt o,
< |— .
(1—&—6)(%2—1—( C) _}ac e”" sur C. Donc

(18)

Soit

8% | 8%h (0n\?
L+eM? || +2Ré | =5 (=] (1+eMe| <o.
A+ ag| e[a@ <a§> (e =
0%h|® [0%h (oh\?
C 1+ eM?|==| > 0 alors Ré|—— ( —= < 0. 1 résult
omme (1 + €") acz| = alors Ré _aCZ (3C) < résulte que
&h ’g—h’ Ph 1
Ré < 0 et par suite Ré | =———5| < 0 sur C\E, ou
8(2 <6h> p ¢? <@>2 = \
¢ L o¢
E={zeC: %(z) = 0} est polaire fermé dans C.
/
Posons g = (;_Z g est holomorphe sur C. Ré[g—Z] < 0sur C\E.
Y

/

g

/
Ré [9_2} est harmonique sur C\E. Donc Ré [—2} se prolonge en une
g g

fonction sousharmonique négative sur C. Donc Ré [9—2} est constante sur C et

/

par suite 9—2 = c avec ¢ € C. Montrons que ¢ = 0 pour en déduire que g est
g

constante et par suite h est une fonction affine sur C.
g =cq’.
"= 2¢cqq’ = 20293
"9 =2g" = 2(cg®)? = 2(¢)*.
Soit alors
(19) qd"g=2(g)? sur C.

Si g n’est pas constante sur C, I’équation (19) est impossible d’apres le théoreme 22.
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Ainsi g est constante sur C. ¢ = —, de plus h n’est pas constante, donc

a¢
g#0.

Comme ¢’ =cg? =0, alors c=0. O

Notons qu’on peut obtenir d’autres résultats liant la convexité (notion
réelle) et les fonctions pluriharmoniques dans C",n > 1.

Par exemple, pour tout réel A > 0 et pour toute k : C* — R plurihar-
monique, v = [e¥ + Ak] est convexe sur C" si et seulement si k I'est aussi(c’est
a dire k est une fonction affine sur C"). Ce résultat montre I'importance de
Pexactitude dans I’espace global complexe C™.

Enfin notons la remarque suivante.

1
Soit k(z) = 2log |z| pour z € D (2, Z) = D C C. k est harmonique sur

le domaine D. [e¥ + k] est convexe sur D. Cependant k n’est pas convexe sur
D. Ceci montre I'importance de considérer I’espace global C"™ dans 1’énoncé du
lemme 12. O

En réalité on a

Lemme 13. Soit h : D — R harmonique non affine (D domaine de
R d > 2). Alors, la valeur absolue |h| n’est ni convexe ni concave sur D.

Lemme 14. Soit u: C — R, u(z) = log(1 + |2|?), pour z € C. Alors, u
vérifie la propriété suivante VD domaine de C*,Vf : D — C continue, siv est psh
sur D x C alors f est holomorphe sur D(v(z,w) = u(w — f(2)),z € D,w € C).

Démonstration. Confere au papier de Abidi [1]. O

Théoréme 29. Soit f : D — C une fonction, D domaine de C". Posons
v(z,w) = log |w — f(2)| pour (z,w) € D x C. On suppose que

a) v n'est pas psh au voisinage de tout point de D x C.

b) Pour tout w € C, v(-,w) est psh ou égale a (—o0) sur D.

Alors f est holomorphe non constante dans D.

Démonstration. Posons g = f. Alors v(z,w) = log|w — g(z)| pour
(z,w) € D x C.

Remarquons d’abord que g n’est pas constante sur D. En effet si g est
constante sur D, on a alors v est psh sur D x C. Contradiction.

Donc Yw € C,v(-,w) # (—o0) sur D.

Montrons que g est continue sur D. Soit zy € D. Posons wy = g(2p).
(-, wp) est psh sur D. Donc (%) est s.c.s sur D. D’olt |wg — g est s.c.s sur
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D. On a |wg — g(z0)] = 0. Soit € > 0. 3§ > 0/||z — z0]| < 6 et z € D implique

|lwo — g(2)| < € et donc |g(z0) — g(2)| < €. Ainsi g est continue sur D.
L’assertion b) implique que g est prh sur D d’apres Abidi [1].

Soit 2% € D,r > 0 avec Al )(z ,4r) C D. g(A (z ,4r)) est un sous ensemble

compact dans C, soit donc R > 0 avec g( (z ,4r)) € D(0, R). Notons de plus
que v est de classe C™ sur Pouvert G = AM™ (20, 4r) x [C\D(0, R)].

Cas 1. n = 1. Soit (z,w) € D(2°r) x [C\D(0,R)]. La condition b)
implique

1 2m )
log|w — g(z)] < 2—/ log |w — g(z + re®)|db.
T Jo

. 1 [27 . .
Vt € [0,27] on a log jwe™ — g(2)| < %/ log |we™ — g(z + re')|df.
0

Intégrons par rapport a t € [0, 27], il arrive que

2m 2 27
/ log |we' —g(2)|dt < 2— / log [we' — g(z+re')|dtdf (d’apres Fubini).
0

Notons que la fonction & +— log |w—¢| est harmonique sur D(0, R), Vw € C\D(0, R).
Mais z € D(z°,r), donc (z + re'?) € D(2°,2r) ¢ D(z°,4r). Soit alors
g(z +re'?) € D(0,R),Yz € D(2°,r),v0 € [0, 2x].

2T
Maintenant notons que log |we™ — a|dt = 27 log |w| est indépendant

du choix du point a € D(0, R).
Donc

2m ) 1 2m 27 ” )
/ log |we' — g(z)|dt < 2—/ / log |we' — g(z + re')|dtdd
0 m

1 2T 27w
= 2—/ / log |we't — g(z)|dtdd.

Utilisons encore Fubini, il arrive

2 27 ) 27 1 27 )
— / log |we™ — g(2)|dtdf = / —/ log |we™ — g(z)|dfdt
o Jo o 2mJo

27 )
= / log |we™ — g(z)|dt.
0

Il résulte que

27 ) 1 2 27 ) )
/ log |we™ — g(2)|dt < —/ / log |we' — g(z + re'?)|dtdd
0 2mJo Jo
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2T )
< / log |we™ — g(z)|dt.
0

Ainsi les inégalités précédentes se transforment en une égalité, soit

27 ) 1 27 27 ) )
/ log |we™ — g(2)|dt = —/ / log |we' — g(z + re'?)|dtdd
0 2 Jo Jo

2m 1 2m ) )
= / —/ log [we' — g(z + re™)|dAdt.
0o 27 Jo

Soit
27 ) 1 2m ) )
/0 [log |we' — g(2)| — ﬁ/o log [we' — g(z + r€')|df]dt = 0.

La fonction

. 1 [27 . .
t € [0,2n] — [log |we — g(2)| — %/O log [we' — g(z + re')|df]

est continue négative sur [0, 27| et est d’intégrale nulle. Donc

. 1 [27 . .
log |we™ — g(2)| — 2—/ log [we' — g(z +r¢)|df = 0, Vt € [0, 2n].
T Jo
Sit=0,ona
1 [ .
log |~ 9()] = o [ loglw — gz + re”) dp
2r 0

et il résulte que
z€ D(2%,r) = loglw — g(2)| = v(z,w)

est harmonique pour tout w € C\D(0, R).

Soit alors
2

0
0z20z
En tenant compte de 'hypothese g est harmonique sur D on obtient,

99 g

0z 0% ] =0

(w —g)?

[2log |w — g(2)]] =0 sur D(2°r), Yw € C\D(0, R).

Ré

sur D(zo,r), Yw € C\D(0, R).
Il résulte que
9999 _
0z 0z
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) )
sur D(2°,r). Comme 99 ot 2 sont analytiques réelles sur D(2°,r), alors a—g =0
z

0z 0z
0 0
ou 8_€ = 0 partout sur D(2°,r). L’hypothése 8_€ = 0 sur D(2°,7) implique g est
Z Z
holomorphe méme sur D. Donc v donnée par v(z,w) = log |w — g(z)|, est psh sur
D x C. Contradiction.

0
Ainsi a—? # 0 sur D(2%,7) et g n’est pas holomorphe sur D.
z

0
La condition 8_9 = 0 sur D(2°r) implique § est holomorphe sur D.
z
Rappelons que g n’est pas constante sur D. v est de classe C° sur 'ouvert G et

= (0 dans G.

remarquons que

wOWw
La forme hermitienne de Levi associée a v dans G est alors donnée par
2 2
L) (2 w) (b ) = A2 (2, w)8D + 2Ré[ - (2, w)be],

pour tout (z,w) € G, et (b,c) € C x C.

Cette forme de Levi ne garde pas un signe constant au voisinage de tout
point (z,w) € G lorsque le couple (b, c) vari dans C x C.

La condition a) implique que v n’est pas psh au voisinage de tout point
(z,w) € G.

Comme v(-,w) est harmonique sur D(z°,7), Yw € C\D(0,R). Alors

v

0zo0w

# 0 au voisinage de tout point de G.

0
En dérivant on obtient alors 8_€ #0.
Z

0
On a montré ici que a—? = 0 si et seulement si v n’est pas psh au voisinage
z
de tout point de D x C.
Enfin, il résulte que g = f est holomorphe non constante sur D.

Cas 2. n > 2. Ce cas résulte du cas précédent en utilisant le probleme de
fibration. O

On a aussi

Corollaire 20. Soit g : C — C analytique non constante. Silog |g| n’est
pas affine, alors

(1) log |g(w — f(2))| n'est pas psh au voisinage de tout point de C?, pour
toute f : C — C analytique non constante.

(i3) Soit f : C — C continue, u(z,w) = log |g(w—f(2))|, pour (z,w) € C.
Supposons que
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a) u n’est pas psh au voisinage de tout point de C2.
b) Pour tout w € C, u(-,w) est sh ou égale a (—oo) sur C.
Alors f est analytique non constante sur C.

Corollaire 21. Soit f : D — C une fonction, D domaine de C". Posons
u(z,w) = log|w — f(2)| et v(z,w) =log|w — f(2)|, pour (z,w) € D x C.

Alors l'une des conditions a) ou b) n’est pas satisfaite.

a) u et v ne sont pas psh au voisinage de tout point de D x C.

b) Pour tout w € C, u(-,w) est psh ou égale a (—oo) sur D.

Démonstration. Sia) et b)sont vérifiées alors f et f sont holomorphes
non constantes sur D. Mais f et f sont holomorphes sur le domaine D, implique
f est constante sur D. Contradiction. O

Exemple. Soit h : C — R harmonique non constante. wu(z,w) =
log |w — h(2)], uz(z,w) = log|w — (z + |2*)| et uz(z,w) = log|w — |z|?| pour
(z,w) € C2. Alors les fonctions uy,us et us ne sont pas psh au voisinage de tout
point de C2.

4. La caractérisation en plusieurs variables complexes des
fonctions holomorphes. On donne d’abord les définitions suivantes.

Définition 1. Soit u : C" — R wune fonction(n > 2). On dit que u
caractérise suivant la premiére direction les fonctions analytiques si pour tout
D domaine dans C™ et pour toute f : D — C continue, la condition v(z,w) =
u(w—f(2),29,...,29) est psh sur D x C implique f est holomorphe sur D, ma,_o

-presque partout 28, .. ,22 e C.

Définition 2. Soit u : C" — R une fonction psh. wu produit(ou car-
actérise) les fonctions analytiques si VD domaine de C™ ¥V f : D — C" continue,
la condition v est psh sur D x C" implique f est holomorphe sur D(v(z,w) =
u(w — f(2)) pour (z,w) € D x C").

Remarque 9. Soit f1, fo : C" — C pluriharmoniques(n > 2). Sup-
posons que le produit fife est analytique sur C" et non constant par rapport
a chaque composante variable complexe z1, 29, ..., 2,(2 = (21, 22,...,2,) € C").
Alors, f1 et fo sont analytiques sur C”.

Théoréme 30. Soit g : C — C analytique. Supposons que la fonction
log | exp(g(w — 2))| est psh sur C2. Alors |g(w — Z)| est psh sur C2.
En conséquence si log|exp(g)| est convexe sur C, alors |g| est convexe

dans C.
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Ce résultat nous montre ’existence de fonctions g et k analytiques sur C
avec

(i) |exp(g(w — 2))| est psh sur C? de plus |g(w — Z)| est psh sur C2.

(i) | exp(k(w — Z))| n’est pas psh sur C? mais |k(w — Z)| est psh sur C2.

Théoréme 31. Soit g = (g1,...,9n) : C — C" analytique. On a les
équivalences suivantes

(i) Il existe j € {1,...,n} avec log |g;j| produit les fonctions analytiques;

(1) g # (a1e®, ... ane®™), Vki,...,k, : C — C analytiques affines et
(a1,...,ap) € CY

(¢19) Il existe j € {1,...,n} avec log|g;| n'est pas convexe sur C.

La condition suivante (iv) implique la condition (7).

(1v) log ||g|| produit les fonctions analytiques.

Démonstration. (iv) implique (7). Supposons que log |g;| ne produit
pas les fonctions analytiques, pour tout j € {1,...,n}. D’aprés Abidi et Ben
Yattou [2], gj(z) = e(@*+55) pour tout z € Cet j € {1,...,n}, (aj,3; € C). On
agj(w—7%) = %W+ de sorte que log |gj(w — Z)| est une fonction a valeurs
réelles et affine sur C%(donc elle est psh sur C?). Tl résulte que 2log |g; (w —Z)| =
log(|g;(w — 2)]2) est psh sur C? pour chaque j = 1,...,n. D’aprés Hérmander

1 n
[11], log |lg(w — 2)| = 3 log Z\gj(w —7%)[* | est psh sur C2. Rappelons que la
j=1

fonction f (donnée par f(z) = z,z € C) n’est pas analytique sur C. Cependant
log |lg(w — f(2))]| est psh dans C2. Contradiction.

Pour établir I’équivalence entre (i) et (iv) il fallait développer quelques
propriétés liants les fonctions holomorphes, les fonctions convexes et la fonction
classique absorbante log. O

Définition 3. Soient uy,ug,...,uy, des fonctions sh sur C.
u = (u; +ug + -+ + uy) produit au sens n-classique dans C les fonctions an-
alytiques stV f1,..., fn: C — C continues, I’hypothese

v(z,w) = (ui(w — f1(2)) + u2(w = fo(2)) + -+ un(w — fu(2)))
est psh sur C x C implique f1, fo,..., fn sont holomorphes dans C.

Théoréme 32. Soit g1,...,9, : C — C analytiques.

w(w) = u(wy, ..., wy) = log e (40| (3, 1)

= log |€gl (w1_2)+"'+9n(wn—g) |7

pour w = (w1, ...,wy) € C" et z € C. On a l’équivalence suivante
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(a) u produit les fonctions analytiques;

(b) g; n'est pas analytique affine dans C,Vj € {1,...,n}.

La condition (a) implique l’assertion (c) suivante

(c) v nest pas psh dans C x C".

Exemple. u;(z) = logl|k;(z)|,k; : C — C analytique non constante,
kij(aj) =0,Vj e {l,...,n}, a=(a1,...,an) € C",n > 1.
Soit u = (ug + - - - + uy ). Alors u produit au sens n-classique dans C les fonctions
analytiques.

Lemme 15. Soit g = h + ik analytique sur C, h est la partie réelle de
g. Si |g| caractérise les fonctions analytiques alors h et k le sont aussi.

On a aussi la version suivante.

Lemme 16. Soient h et k : C — R harmoniques. On suppose que
(h2 + k2) caractérise les fonctions analytiques. Alors h ou k caractérise les fonc-
tions holomorphes.

La réciproque n’est pas vraie (par exemple h(z,y) = 22 — y* et k(z,y) =
2xy, h et k caractérisent les fonctions holomorphes mais (h? + k?) ne caractérise
pas les fonctions analytiques).

En réalité on a le résultat suivant.

Lemme 17. (a) Pour tous réels a,b,c,a, 3,7 avec ac # 0 et (I,s €
N\{0,1}), soit u(z) = (ax+by+c)' + (ax+ By +)° pour z € C,z = (z+iy),z =
Ré(z). Alors u ne produit pas les fonctions analytiques si les entiers | et s sont
PaiTSs.

(b) Soit g : C — C analytique, |g| > 0 sur C. Alors h = log|g| produit les
fonctions analytiques si et seulement si |g| n’est pas conveze sur C.

En conséquence, on a |g| est convexe sur C si et seulement si log|g| est
convexe sur C.

Cette derniere propriété permet d’établir un lien entre la convexité des
fonctions harmoniques et la convexité des fonctions du type |k| avec k : C — C
analytique, |k| > 0 sur C.

Dans C",(n > 2) on a aussi des résultats analogues & ’énoncé de ce
lemme.

5. Sur le minimum de plusieurs fonctions psh.

Théoréme 33. Soient u,v,w € sh(D) N C(D), ou D est un domaine
deR". E={z € D:u(zx)=v(x)} et F ={z € D: u(z) = w(x)}. On suppose
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que D\E et D\F sont connezxes. S’il existe x1 € D avec u(z1) < w(z1), alors
min(u, v, w) est sousharmonique sur D.

Démonstration. Soit xg € E. Montrons que xg est un extrémum
absolu de (v —v) sur D. On a u(xg) = v(zg), donc (u —v)(xg) = 0.

Posons w; = u — v, w; est continue sur D. D\E = Dy U Dy ou Dy =
{x € D: u(z) >v(x)}, Dy = {x € D: u(z) < v(xz)}. Di et Dy sont deux ouverts
disjoints de D et D1 U Dy = D\E.

Comme D\FE est connexe alors D; = () ou Dy = (. Si Dy = (). Alors
wy > 0 sur D\E et wy = 0 sur E. Donc w; > 0 = wy(zg) sur D. Il résulte que
u—wv > 0sur D. Donc min(u,v) = v sur D et par suite min(u,v) € sh(D). A
partir de cette preuve on déduit que min(u,w) = u dans D. En conséquence,
min(u, v, w) = min(u, v) est sousharmonique dans D. O

Corollaire 22.  Soient u,v : D — R, convezres ou D est un ouvert
conveze de R, d > 2. E = {x € D: u(z) = v(zx)}.

On suppose que D\E est conneze. Alors u < v ou v < u partout sur D.
En particulier min(u,v) est convexe sur D.

Démonstration. uet v sont convexes sur D, donc u et v sont continues
et sousharmoniques dans D. D’aprés la preuve du théoreme précédent, on a
min(u,v) = u ou v partout sur D. Donc u < v ou v < u partout sur D. En
particulier min(u,v) est convexe sur D. O

Corollaire 23. Soient uj,uy : G — [—o0,+0o0[ psh, G domaine dans
C",n > 1. On suppose que €' et €"* sont continues sur G. On note E = {z €
G: ui(z) = ua2(2)}. Si G\E est connexe dans C", alors min(ui,ug) est psh sur G.

Démonstration. Claire. O
Cependant pour les fonctions harmoniques on a

Théoréme 34. Soient D un domaine dans R*,d > 2, w etv: D — R
harmoniques. On note E = {x € D: u(z) = v(z)} et w = min(u,v). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes

(a) w est sh sur D;

() u < v ouv < u partout sur D;

(¢) D\E est un ouvert connexe dans R%.

Démonstration. On notera d’abord que si w est sh sur D alors (u =

vouu < vouu >wv) partout sur D. Donc (a) et (b) sont équivalentes. De méme
(a) et (c) sont équivalentes. O
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Remarque 10. Pour les fonctions convexes méme analytiques réelles
ce théoréme n'est pas vrai. Exemple. Dans R? on considére u(z,y) = x +
22, v(z,y) = x pour (z,y) € R% w et v sont convexes et analytiques réelles sur
R?. w(x,y) = min(u(z,y),v(z,y)) = z. Donc w est convexe et analytique réelle
sur R% Onav < usur R: E = {(z,y) € R*: u(z,y) = v(z,y)} = {0} x R.
Cependant R?\E = (R\{0}) x R n’est pas connexe dans R?.

On a aussi I’énoncé suivant

Corollaire 24. Soient g1,92 : C" — C analytiques. Considérons
ui(z) = log |eegl(z)],u2(z) = log ]6692(Z)|,u = min(u,uz),z € C". On note aussi
v(z,w) = u(w — z), pour z,w € C". On a les équivalences suivantes

(a) u est conveze sur C";

(b) u est constante sur C";

(c) v est psh sur C" x C";

(d) g1 et g2 sont constantes sur C";

(e) log |e¢” | et log || sont convezes sur C";

(f) max(u1,us2) est convexe dans C".

On veut développer le théoreme suivant en étudiant la convexité et le
probleme de fibration. D’abord considérons le cas de la pseudoconvexité et le
probleme de la fibration. On a

Théoréme 35. Soit f,g: D — C analytiques non constantes, D domaine
dans C". Soit a,y € R}, 3,0 € R, on pose ui(z,w) = alog|lw — f(z)| + 3
et vi(z,w) = vylog|lw — g(2)| + 9 si (z,w) € D x C. Soit w = inf(uy,v1) et
v = sup(ug,v1). On note aussi E = {(z,w) € D xC : wui(z,w) = vi(z,w)}
et siwe C, BE(w) ={z € D : ui(z,w) =vi(z,w)}. Alors on a les propriétés
suivantes

(a) Pourw € C, on note A(w) = {z € D: u(-,w) est psh au voisinage de z}
et A(z) ={w € C : u(z,-) est psh au voisinage de w} si z € D et A= {(z,w) €
D x C : wu est psh au voisinage de (z,w)}.
(1) (A(w) = D\E(w),Yw € C) si et seulement si (a # v et f # g) ou
(a=~etf#g)
(i1) (A(z) = C\E(2),Vz € D) si et seulement si (A(w) = D\E(w), Yw € C).
(7i1) Si D est pseudo-conveze, alors A(w) est un ouvert pseudo-conveze, Yw € C.
(v) (A(w) = D,YVw € C) si et seulement si (o« =y et f = g non constante).

(b) Soit B = {(z,w) € D x C : v prh au voisinage de(z,w)}. Alors
B CA.

On note I'y et I'y les graphes de f et g respectivement.
A= (DxC\E)U (' UT) siet seulement si (a # v et f = g).
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{z€ D : A(z) =C} est vide ou analytique ou égale a D.

De plus, {z € D : A(z) = C\E(2)} = 0 si et seulement si ((« = 7 et
f=g)ou(a#yet f=yg)).

Démonstration. (a) Pour (i), supposons que A(w) = D\E(w) pour
tout w € C. Admettons que @« = 7. Montrons que f = g. Par Iabsurde
supposons que f = g sur D. Donc u(z,w) = alog|w — f(z)| + inf(8,0) si
(z,w) € D x C. 1l résulte que u(-, w) est psh sur D. Mais

Ew)={z€D: |w—f(z)]" = |w— f(2)|"¢’}

et pour w € f(D), {z € D : f(z) =w} est non vide et inclus dans E(w). Donc
A(w) = D # D\E(w). Dou f # g. Maintenant, admettons que o # . Si
f=gsur D, on apour w € f(D), A(w) = [D\E(w)] UT1(w) # D\E(w), ou
I’y est le graphe de f(car f non constante). Il résulte enfin que f # g. Pour la
réciproque, notons que si a # v et f # g, donc A = D x C\E est le plus grand
ouvert sur lequel u est psh. Donc A(w) est le plus grand ouvert sur lequel u(-, w)
est psh(pour tout w € C). D’out A(w) = D\E(w). De méme si « = et f # g.

Pour (i), supposons d’abord que A(z) = C\E(2),Vz € D. Si a = 7y et
f =g, alors u(z,w) = alog |w— f(z)|+inf(5,0), donc A(z) =Cet {fw e C: w=
f(2)} ={f(2)} C E(z) pour tout z € D. Donc A(z) # C\E(z) et par suite, on
doit avoir o £ v ou f # g.

La situation « # v et f = ¢ étant impossible, car on a
E={(z,w) e DxC: |w— f(2)|%" =|w—f(z)]"e®} = {(z,w) e DxC : w=
FYU{(z,w) € DX C : |w— f(2)|*7 =eP}. Donc A= (D xC\E)UT,
ou I'; est le graphe de f. Donc pour tout z € D, A(z) = [D\E(2)|U{f(2)} #
D\E(z)(car f(z) € E(z)). Donc f # g. Dans ce cas on vérifie que A(z) =
D\E(z);Vz € D.

Sia = 7, alors f # g et on vérifie aussi que A(z) = C\E(2),Vz € D.
Réciproquement, supposons que a # v et f # g(a > 0 et v > 0), on vérifie que
A =D xC\E. Donc A(z) = D\E(z),Vz € D(la méme conclusion est obtenue si
a=7yet f#g).

Pour (iii), on a A est pseudo-convexe dans D x C. D’aprés Hormander
[11], A(w) est un ouvert pseudo-convexe, pour tout w € C.

Pour (iv), si A(w) = D,Yw € C. A(w) =D ={z¢€ D : u(-,w) est psh au
voisinage de z}. Donc u(-,w) est psh sur D,Yw € C. Supposons que o # 7.
Si f =g, alors A = (D x C\E)UTj ou I'y est le graphe de f. Comme f
n’est pas constante, alors A(w) = [D\E(w)|U{z € D : f(z) = w} # D car
E(w)#{z€ D : f(z) =w}(w € C). Aussi le cas ou f # g est impossible. En
effet, f # g, donc A = DxC\E. On choisit maintenant w € f(D), alors E(w) # ()
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et par suite A(w) # D. Dot o = . Si f # g, alors A(w) = D\E(w),Vw € C.
Mais si w = f(2°) ot 2% € D, alors E(w) # () et par suite A(w) # D. Ceci étant
impossible. Ainsi, & =7 et f = g non constante sur D. Pour la réciproque, on a
a =y et f = g non constante, alors A(w) = D, pour tout w € C. Remarquons
que si f = g est constante sur D ’assertion (iv) n’est pas vraie.

(b) Remarquons que B=D xC\Esia#vet B=DxC\I'1 sia=7
et f=g.

Sia # v, alors B= D xC\E C A. Pour le cas « = 7, on asi f = g, alors
A=DxCet B=DxC\I'j,donc BCA. Si f#g,onaB=DxC\E=A.
D’ott B C A. On vérifie sans peine que A = (D x C\E)U (I'; UT'9) si et seulement
sia#~vyet f=g.

Maintenant caractérisons {z € D : A(z) = C}. Soit 2° € D. Supposons
que o = 7. Si f(2°) = g(z"), alors A(z°) = C. Plus exactement, si f # g, alors
{zeD: A(z) =C} c{ze€ D : f(z) =g(2)}. Donc {z € D: A(z) =C}
est un ensemble analytique non vide. Le cas ou f = g sur D implique que
{zeD: A(z) =C} =D.

Si f(2%) # g(2%), alors A(2°) # C. Supposons que a = v et f(z) =
9(2),¥z € D. Alors A(z) # C,¥z € D. Donc {z € D : A(z) =D} = 0.

Le cas ot a # v et f(2°) = g(2°) implique A(2%) # C.

Si f(2%) # g(2°), alors A(2°) # C. Pour la derniére assertion, supposons que
a=vyet f=g Vze€ D, A(z) =C et E(z) # 0. Donc A(z) # C\E(2).

Sia#yet f=g,onaBEz)={weC: |w-f(z)%" =|w- f(z)]"e},
donc {w € C: w = f(2)} = {f(2)} C E(z) pour z € D. Remarquons en fait
que A(z) = [C\E(2)]U{f(2)} # C\E(z). La réciproque est triviale. 0O

Pour le cas de la convexité d’abord on a

Lemme 18. Soit D un domaine convere dans C*, n > 1, f: D — C
une fonction de classe C2. u(z,w) = 7@ On a équivalence suivante

(a) f est une fonction affine sur D;

(b) u est convexe sur D x C.

L’application de ce lemme est trés importante en analyse complexe et
réelle. On peut aussi obtenir et énoncer des versions fortes de ce lemme.

Lemme 19. Soient ui,us,...,u; : C* — R des fonctions affines, | €
N,l > 2. On suppose que min(uq,...,u;) = u est convexe sur C". Alors il existe
(I —=1) réels va,...,v avec uy = uy +y2,...,u; = ug +y sur C".

En conséquence, u = uy + min(0, s, ...,v;) est affine sur C".

Démonstration. Sans perte de généralité on suppose que ui, ua, ...,y

sont distinctes deux & deux. Notons que u est surharmonique sur C”.
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Comme u est convexe, alors u est sousharmonique sur C". Il résultera
alors que u est harmonique convexe sur C". Donc u est une fonction affine sur
C™. Soit zp € C". On suppose que u(zp) = ui(z0). Montrons alors que u = u;
sur C".

Soit r > 0.
1
U(ZO) - m2n(B(Zo,7’)) /B(Zo,T) u(é)deTL(é)
< [ w(©dman(€) = () = ulzo)
~ man(B(20,7)) JB(20.r) "
1
Donc m/B(zw)(ul —u)(§)dman(§) = ui(z0) — u(z0) = 0. Comme

(u; — u) est continue positive sur B(zg,r), alors u; —u = 0 partout sur B(zo, ).

Soit enfin u; = u sur B(zp,r). Comme u; et u sont affines sur C" alors
w1 = u partout sur C™.

Cette démonstration est indépendante du choix du point zg € C" avec
u(zp) = u1(z0).

w; = min(ug,ug,...,u;) sur C". Il résulte que uy < wg,...,u; < y sur
C™. En effet, par exemple si uj(z1) = ua(z1) avec z; € C". Alors, d’apres la
preuve précédente, on obtient uq = ug sur C". Contradiction.

Ainsi, il existe v2,...,7 € R avec u1 = ug —y9 = --+ = u; — ;. Posons
71 = 0.
Alors w = w3 + min(0,v2,...,7) sur C*. O

Enfin notons qu’on peut énoncer quelques résultats analogues au lemme
19 concernant les fonctions harmoniques sur un domaine D de R%, (d > 2).

Corollaire 25. Soit (uj);>1 une suite de fonctions affines définies sur
C" et a valeurs réelles. On suppose que min({u; : j > 1}) = uy sur C". Alors
il existe une suite de nombres réels (vj)j>2 avec uj = ui + 7;, pour tout j > 2.

Démonstration. Pour tout N € N et N > 2, il existe une suite finie
{v2,...,7nv} C R avec u; = u; +; pour tout j =2,...,N.
Posons y; = 0. Il résulte que u; = u; +v;,Vj € N\{0}. O

Le théoréme suivant nous servira dans la suite du papier.

Théoréme 36. Soit f : D — C continue, D domaine dans C",n > 1.

Soit p un polynome analytique sur C admettant au moins deux racines
distinctes dans C. On note v(z,w) = |p(w — f(2))|, pour (z,w) € D x C. Sup-
posons que v est psh sur D x C. Alors f est holomorphe sur D.
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Réciproqguement. Soit p1 un polynome analytique sur C. Supposons que
pour toute g : C — C continue et vy est psh sur C* (vi(z,w) = |p1(w — g(2))|,
pour (z,w) € C?) implique g est holomorphe sur D.

Alors p1 est un polynéme de degrés deg(p1) > 2, de plus |p1| n'est pas
conveze sur C.

Démonstration. Pour simplifier on admet que n = 1 et D est simple-
ment connexe dans C. D’apres le théoreme 3, f est harmonique sur D. Ecrivons
que f =g+ k,get k: D — C holomorphes. Notons alors que v? est de classe
C*> sur D x C.

Soit p: D xC — D x C,¢(z,w) = (z,w + g(2)), pour (z,w) € D xC. ¢
est un biholomorphisme de D x C sur lui méme.

Posons u(z,w) = vop(z,w) pour (z,w) € D x C. u est psh sur D x C.
u(z,w) = |p(w + g(2) — g(2) — k(2))| = |p(w — k(2))]. Comme p admet deux
racines distinctes dans C, alors ]p\2 n’est pas convexe sur C. Notons u;(z,w) =
Ip(w — 3], (2, w) € C2.

(u1)? n’est pas psh dans C2. Supposons que k n’est pas constante.

On a alors (u1)? est psh sur C2 si et seulement si u® est psh sur D x C
(pour obtenir cette équivalence, il fallait développer la forme hermitienne de Levi
associée & u2. La fonction k qui apparait dans l’écriture de cette forme de Levi
sera absorbée par un changement de variables convenable).

Ainsi u n’est pas psh sur D x C. Contradiction. 0O

Il résulte que k est constante et par suite f est holomorphe sur D.

Théoreme 37. Soient fo, f1,..., fx—1 : D — C continues, k € N\{0},
D domaine dans C",n > 1. v(z,w) = |[w* + fu_1(2)w* 1+ + fi(z)w + fo(2)]
pour (z,w) € D x C. On suppose que

a) v est psh sur D x C.

b) Il eziste zg € D avec v(zg,-) n’est pas convexe dans C.

¢) Il existe un polynome p holomorphe sur C et une fonction F: D — C
continue avec p(w — F(2)) = w* + fr_1(2)w* ™ + -+ fi(2)w + fo(2), pour tout
(z,w) € D x C.

Alors fo, f1,. .., fx—1 sont holomorphes sur D.

Démonstration. On a v(z,w) = |p(w — F(2))], ¥(z,w) € D x C.

Donc v(zp,w) = |p(w—F(z0))|, Vw € C. Il résulte alors que |p(w—F(z0))|
n’est pas convexe sur C. En conséquence, |p| n’est pas convexe sur C. Comme v
est psh sur D x C, alors F' est holomorphe sur D, d’apres le théoreme 36.

p(w) = wh + Ay w4+ Ag avee Ay, ..., Ap_1 € C.

plw—F(2) = w4+ F_1(2)w" 1+ + Fy(2), ot Fy_1,...,Fyp: D —C
sont holomorphes.
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Identifions, il arrive que fy_1 = Fr_1,...,fo = Fy. Donc fy,..., fr_1
sont holomorphes sur D. O

Remarquons que v(zp,-) n’est pas convexe sur C est une hypothése tres
importante en analyse complexe.

Extension des résultats. Notons I’existence de polynoémes p et ¢ analy-
tiques sur C avec |p|* caractérise les fonctions holomorphes, |g|? ne caractérise pas
les fonctions holomorphes. Cependant (|p|® + |¢|?) ne caractérise pas les fonctions
holomorphes.

Exemple. p(z) = 2° — 1,¢(z) = 2z, pour z € C. Posons (|p|* + |¢|*)(w —
Z) = v(z,w), (z,w) € C2. Soit f(z) =%,z € C.

v est psh sur C? car sa forme hermitienne de Levi est L(v)(z,w)(a,b) = (4jw —
Z|2 4 4)(aa@ + bb) + 2RE(—2[(w — 2)* — 1]ab) > 0,V(a,b) € C%,V(z,w) € C2. Donc
v est psh sur C? mais f n’est pas holomorphe sur C.

Proposition 3. Il existe g : D — C analytique ou D est un ouvert
conveze dans C",(n > 1) avec |g| est convexe sur D mais il n’existe pas une
fonction g1 : C™* — C analytique avec g1 = g sur D et |g1| est convexe sur C".

1
Exemple. g(w) =1+ w? pour w € D = D (2, Z) g est holomorphe

sur C, |g| est convexe sur D mais n’est pas convexe sur C. Donc il n’existe pas
une fonction ¢g; : C — C analytique avec g1 = g sur D et |g;| est convexe sur C.
Notons de plus que |g| est convexe sur C\D(0, 2).

Observons que pour fy,..., fx—1 : D — C continues, D domaine dans C",
la condition [w* + fr_jw* 14 4 frw + fo| est psh sur D x C implique fi_1 est
prh sur D, mais on ne peut rien dire sur les autres composantes fo,..., fr_2(k €

N\{0,1}).
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