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CONDITIONS DE REGULARITE DE LA SOLUTION
D’'UN PROBLEME NON-COERCIF

IORDAN V. IORDANOV

On trouve une condition nécessaire et suffisante pour que la solution du probléme en [7y
appartienne a la classe d’espaces de Sobolev H2"’(.Qo), p>n=2, yc Q. Dans le cas o on con-

sidére une contrainte réguliére @€ H*P (Q) on obtient des conditions suffisantes de la régula-
rité dans une forme simple.

Ici on prouve des résultats sur la différentiabilité de la solution d’une
inéquation variationnelle elliptique (cas non-coercif), analogues aux résultats
trouvés en [3, 8]. On énonce aussi quelques conditions suffisantes, lesquelles
découlent du théoréme général donnant des conditions nécessaires et suffisantes
de régularité. 1l est évident qu'on peut résulter des assertions pareilles et
pour le probléme susmentionné.

1. Notations et formulation du probléme. En ce paragraphe on introduit
des notations utilisées et en méme temps on généralisera les résultats de [7].

Soit ¥ R* un domaine ouvert de frontiere 02 de la classe C? bien qu’il
1’en soit pas toujours nécessaire. Notons par H*#(Q), k=1, 2, p>1, les com-

plétés de CxQ) pour la norme

lulPep = X [1D3|%d
uw o kp X [ X.
| H‘ Q) 1a§“), ut

Lorsque p=2 on écrit simplement F*(£Q).
Les fonctions a,,(x), i, j=1,...,n, a(x) sont bornées et mesurables dans
Q et telles que

(L1) Ya;(x)&s=y £12, >0, i€ R et p. p.osur Q a(x)=0 p. p. sur .
ij
Soient £ et F deux sous-ensembles formés de Q et ¢ ¢ H'(£2). Notons
a(u, v)= [ a,(x) uxl_'uxja'x, u, ve H'(Q)
Qij

et K={v|ve H(Q), (v—¢)|p=0, (v—¢) p=0 au sens de HY()}. (Pour la dé-
finition de I'inégalité au sens de /'(£2) on peut voir par exemple (3, 8].)
Considérons I'inéquation variationnelle suivante:
Probléme 1. Trouver u¢ K tel que

a(a, v—u) + [a(x)mv—wydx=(f, v—1u), YvEK,
[
ol f est une fonctionnelle linéaire continue sur H'(9).
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On distingue deux cas selon la validité de la condition
(1.2) Ja(x)dx>0.
Q

Si cette condition n’est pas vraie, i. e. lintégrale derniére s’annule (par (1.1)
cela signifie que @ =0 p. p.), le probléme 1 n’est pas coercif. En ce cas Iiné-

galité de Poincaré [6]. p. 18

- 3 .
(1.3) u H.(m:,,const(Al_=luxldx+ !jzu(x)dx[)

jouera un role important. Notons par C le sous-espace linéaire des constan-
tes dans //1(¢2) et par H son complément orthogonal. Il est clair que la forme
a(u, v) est coercitive sur /4, i. e. const | u{\‘;’,.m)sja(u, u), wu¢H. Lorsque la
condition (1.2) est vérifiée alors la forme a(u, v)+ [oa(x)uvdx est coercive
sur HY{©). (La démonstration est pareille de celle de (1.3).)

Théoréme 1.1. En outre des hypothéses déja faites, en cas lorsque
a=0 p. p. on suppose que la fonctionnelle f est nulle sur le sous-espace C.
Alors le probléme 1 a pour tout f une solution. Elle est unique sous la con-
dition (1.2). Si a=0p.p. ladifférence de toutes deux solutions est constante,

Démonstration. En vertu de la coercivité des formes considérées,
Paffirmation suit du théoréme de Lions et Stampacchia [5]. Si a=0 on réduit

le probléme jusqu’a I'espace /1 parce que a(u, v)=0 quand au moins l'un des
éléments u, v est égale a une constante.

Remarque. Il est évident que le théoréme d’existence et d’unicité pour
le probléme 1 est un cas particulier de la théorie générale de [4].

Dorénavant supposons que les nombres N=vraimax g, M= vraimin r¢
sont finis et que f=0. Sous ces conditions et a0, la solution du probléme |
est unique seulement si N=M (cf. [7]).

Prouvons une estimation analogue au lemme 3.1 de [7].

Lemme 1.1. Soit mes E40-+mesF. On suppose que les nombres
Pt::max(vrgirgaxr;.'. 0) et Q=min (vrairr;_in @, 0) soient finis et soit u¢ K la

Eu Ey

solution de

(1.4) alu, v——u)»r»it'a (v ouw)dx=0, yrekK.
2

Alors Q=u<P sur Q au sens de H'(Q) (et donc p. p. sur £).

Démonstration. Il est évident que les fonctions &= min(P, u) et
n=max (Q,u) appartiennent & K et de plus que [gpa.&.(¢§ u)dx=0 et
Jea.n.(n—u)dx=0. D’autre part, comme on le démontre en (7], a(é &—u)
=a(n, n—u)=0. On a immédiatement u—s=c, et u—yn- ¢, ot ¢, ¢, sont con-
stantes. M_aintenant 'assertion suit des inégalités c¢,= 0 et ¢y~ 0. En effet, si
au contraire ¢,>0, alors 4>P sur ©, i. e. il existe 4>0 tel que u—d6>P.
Mais sur F: u<q@ et par conséquence u<=M-+e (¢>0 arbitrairement fixé) sur
un ensemble de mesure positive. Soit e< 3. Il suit que sur le méme ensemble
Uu>Pro=M+8>M+e=u, ce qui est absurde.

2. Conditions de régularité de la solution. Nous étudions en ce para-
graphe I'inéquation homogéne (1.4). Supposons que la distance entre £ et F
est positive.
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D’abord on considére le cas lorsque EU F est contenu dans l'intérieur du
domaine 2. Sous cette hypothése on peut facilement obtenir les résultats de
différentiabilité analogues a ceux de [3]. Tenant compte de

Lu= —X (a,jux‘_)xj+ a(x)u—=0
iJ

dans O\ (EUF) il vient que la solution u est lisse dans O\ (EU F). Cette
régularité dépend de la différentiabilité des coefficients d’opérateur L.
Passant vers le probléme de la régularité de la solution u# a proximité de
E U F, tout d’abord nous établissons un résultat analogue du lemme 3.1 de|[3].
Soit Q,, Q,c ©Q, un domaine connexe de frontiére réguliére. On le fixera
plus tard. Par la suite nous supposerons que le probléme de Dirichlet

Lv=f¢L,(8), Vlon,=h € H¥*7(0Q,)
admet une solution v¢ H*?(Q,) unique pour laquelle
ol H2P (0, = const (lf 1L(20) R e, P(aszo))

ot la constante ne dépend que de L, p et le domaine £, (Ici par H3¥%*7(08,)
on désigne l'espace des fonctions sur 0€, prolongeables dans (2, comme des
fonctions de H>7(Q,) (cf. [1]). Comme il suit de [1] il suffit de faire la supposition
a;; € CY(Q), a¢ C(Q), pour avoir la propriété susdite.

Lemme 2.1. Soit o une fonction mesurable g,, g,¢ L,(2,), p>n=2 et soit
b: R' (0, 1] une fonction lipschitzienne. Alors il existe une solution veH**(L,)
du probléeme

@21 Ly gh(v—0) +&Mo—10), Vo, =h ¢ H¥2P(02,)

pour laquelle v| ., =const(gy, &, k).
La démonstration est analogue de celle du lemme 3.1 de [3].
Par la suite un role essentiel jouera I’hypothése:

Il existe une fonction vy ¢ AH?7(2) et des ensembles mesurables
E' et F' tels que

EcEcw, FCcFcQ,

(2.2) | dist (B, F/)>0, dist (E', 02)>0, dist (F’, 00)>0,
Q yw=P, yor=0Q, vior=~F,

(y—@)|g=0, (y—@) -0,

(u—y) =0, (u—y)Fr=0,

oll les quatre dernitres inégalités sont au sens de /7(Q).

Fixons @, tel que E'UF C £, ' '

Théoreme 2.1. L’hypothése (2.2) et une condition nécessaire et suffi-
sante pour que la solution u du probléme (1.4) appartienne a l'espace de So-
bolev H2»(0),), p>n =2. . .

Démonstration. En vertu de la régularité de la solution u hors de
EUF, établie au début de ce paragraphe, on a u|ag, € [1**#(02). A Tlaide du
lemme 2.1, prenant o=y et h=1uoq, ON détermine les fonctions v, ¢ H27(£2)
lesquelles satisfont I’équation mnon-linéaire (2.1) avec e¢=v, £g,= ¢ max(Ly, 0),
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o= f min (Ly, 0) (oit e, f' sont les fonctions caractéristiques des ensembles
E', F') et

1, t?—;l/vgm;
B(O)=b,(t)=12—2mt, 12m=t=1/m, m=1,2,...,
0, 1/m={.
Désignant
sy vm’ QO’
“m=\u, O\ 2,

il est évident que u, ¢ H'(Q2). Puis on reprend la démonstration comme dans
le théoreme 3.1 de [3].

A Paide du théoréme 2.1 on obtient des conditions suffisantes de régula-
rité en cas lorsque ¢ ¢ H?#(Q).

Corollaire 2.1. 8i @lor=Q et @ or=P, alors u¢ H*?(Q,).

Démonstration. Ceci résulte du théoréme 2.1 avec E'=E, FF=F
et w=¢.

On peut formuler des conditions plus générales qui assurent que la solu-
tion u soit plus grande que ¢ dans un voisinage de OF et plus petite que ¢
dans un voisinage de O0F. Cela nous permet de transformer la fonction ¢ dans
des voisinages convenables E’, ' de E, F de sorte que la condition (2.2) sera
vérifiée avec yw=¢. L’estimation du lemme 1.1 aura une importance essentielle.

Corollaire 2.2.Soit Lo =0 dans un voisinage unilatéral de OE contenu dans
E (resp. Lo -0 dans un wvoisinage analogue de OF) et de plus on peut pro-
longer ¢ dans des wvoisinages E', F' de E, F tels que ¢ or=Q, ¢ lop=P, et
dans E"™\E, F"\E la fonction Lo satisfait les inégalités correspondantes.
Alors u¢c H*? (Q,).

Démonstration. On a u- ¢ sur le contour de I'ensemble sur lequel
Lg=0. Mais 12 Lu=-0 (au sens de la théorie des distributions) et du principe
du maximum (2, p. 242], il suit que u>> ¢ sur 'ensemble entier. Analogiquement
on établit p=u autour de F.

Corolaire 2.3. Soient E’, F’ des vcisinages de E, F de frontiéres lisses.
Soient I'y, I'y deux contours lisses contenus resp. dans E et F. Désignons par
& et n les solutions des problémes de Dirichlet

LE=0, Ln=0,
&lopr=Q, n or =P,
En=oln, n'n=oln

Alors les conditions (5-—@) oe>0 et (n—q) or<0, ou bien E=q et n= ¢ dans
des woisinages unilatérals de OF et OF, lesquels se trouvent hors de E et F
resp., sont suffisantes pour avoir u¢ H*?(0Q,).

Démonstration. Le principe de maximum, mentionné ci-dessus, donne
u=¢ et u=n, dot tout suit.

Pour formuler une affirmation pareille désignons par a« et 8 deux fonc-
tions construites comme & et » mais pour I'y=0FE et I',=0F. Soit n la normale
extérieure du contour d(E'U F) appartenant a la classe C°.

Corollaire 2.4. Les inégalités

Ia—q) Ap—g)|
_'87'“‘.)E>0 et on [:)F<0

sont suffisantes pour la wvalidité de la relation u¢ H*»(Q,),
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Démonstration. On voit aisément que a=¢ et f=¢ dans des voisi-
nages unilatéraux de 0E et OF resp. par quoi on achéve la démonstration.

Tenant compte .de [2], p. 251, nous voyons qu'ilya deux constantes c,, cg,
qui ne dépendent que de L et des domaines oit sont déterminés a et g
et telles que |da/dn or=c., |0B/On |sr=cs. Par conséquence une condition sutfi-
sante de régularité est dp/on o< —c. et dp/on|or>cs.

Enfin nous prouverons un résultat analogue du théoréme 2.1 en cas
EUFc Q, c-a-d. lorsque E (ou F) peut avoir une intersection non-vide par
0Q. Maintenant ’hypothése suivante est principale:

(2.3) On a (2.2), mais E’, F’ sont contenus dans O et 0E’ et OF
’ désignent les intersections des frontiéres de E, F par Q.

Théoréme 2.2. La solution u du probléme (1.4) appartient a lespace
H*P(Q,) pour chaque domaine Q, Q,c Q, seulement si on a (2.3).

Démonstration. On améne ce probléme au théoréme 2.1. On verra
de la démonstration que le comportement de la fonction ¢ sur 0QN(EUF)
n'influence pas sur la régularité de u a lintérieur de Q.

D’abord on prolonge la fonction y de (2.3) hors de Q2 comme une fonction

de H27(R)), oit Q, est un domaine de contour lisse et Q, Q. Soit P,=maxy

et Qy=miny (P, =P, Q,=Q). Choisissons une suite {Q,}>>  des domainesgaes
(3

frontieres régulidres avec Q,>Q,.,, 2,D0. Fixons pour tout n des ensem-
bles fermés E’, F, satisfaisantes £, NR=F, F;ﬁ?):F’,E; UF cQ, Maintenant
changeons la fonction yw (déja prolongée) par une fonction vy, satisfaisante
dans @, les conditions (2.2) avec E', F,, P, et Q; au lieu de E', F', Pet Q
(2 lexception des inégalités avec la solution z). Evidemment il est possible de
construire y, de fagon que sur Q on ait y,=y, et encore

(2.4) Yo=Yy, Sur E’ et y,<yny, sur F, .

n+1
Supposons que les coefficients a;(x), a(x) sont prolongés dans @2, de fagon
qu’ils conservent leurs propriétés (1.1) dans Q. Etant donné £>0, remplagons
a(x) par a(x)+e Résolvons le probléme (1.4) pour tout n définissant K, (ana-
logue de K) par E,, F, et y, D’aprés le corollaire 2.1 la solution Uen€ H?P(Q,)

n

satisfait I'inéquation non-linéaire
[‘uu,n'*‘b'”z,n = e:, max (L’(/',,, O)H(uu."'—Wn) ’*"f:, min (I‘V’m O)H((,U,.—u,',,),
ol
H { 1, t=0,
D=10, t>o0.
A laide des estimations a priori pour les solutions des opérateurs elliptiques
on obtient pour Q,(2,C ', Q'c ) le résultat suivant
Uen HQ_p(”“) ~const ( Lu.,n \ Lp(l)’) + “ Ug,n ‘ Lp (U'))’

oir la constante ne dépend pas de e Puisque Q,=u.»=F, et en vertu des
propriétés de v, on a
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(2.5) | Wen |20 g,y = const
uniformément pour ¢ et n. Choisissant une sous-suite convenable nous obts-
nons ue,,,ﬂz;',éH"’-P(!_)o) faiblement dans /27(2,) et par conséquence u,,— U,
p. p. dans £, )
Prolongeons la solution u, de (1.4) (avec a-¢, vy, E', F', au lieu de a, ¢,
E, F) comme une fonction v, ¢ //(£2,) telle que v,=vy, sur E; et v,=vy, sur F.
Alors, comme il vient de (2.4), v, ¢ K, pour tout n Pour simplifier Pécriture,
désignons par b (1, v) expression

J[ Za, (x)ux vy Jdx + d{ (a+ euvdx, u, ve A'(£L2,), GC L.
Gi,j L

On a by tenlo —u.)=0 parce que u,,o¢K. Analogiquement beo (i loy
U, Usnle)+bo, o (Uen, U, —U,,)=0. Aprés une addition on trouve

v | grad (u. u,n) Eliz(!))—!- el u,—U,n 5‘1_2(12)§bszn'\9 (Uony Ve~ Us,y),

d’oil #en—— u, dans HYLQ) et donc p. p. sur . Il suit que u, —u, dans ©, et

n-—oo

(2.6) Us 2.0 = const

uniformément pour e.

Il nous reste a faire le passage a la limite pour £¢— 0 dans (1.4), ol a
est changé par a+e. Suivant (7], a 'aide du lemme de Minty, on trouve que
la solution « est égale & la limite faible de u, dans /71(£2)lorsque &-— 0. Main-
tenant tenant compte pour (2.6) on établit u¢ A*?(Q,), par quoi la suffisance
est démontrée.

On démontre la nécessité comme dans la théoreme 3.1 de [3].

Remarque. Si ¢ H>7P(Q2) et si les frontieres de £ et F sont lisses, on
obtient a l'aide du théoréme 2.2 des conditions suffisantes de régularité analo-
gues aux corollaires 2.1—2.4.
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