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DIE EINHEITSWURZELN UND DIE ZERLEGUNG
DER FUNKTIONEN IN INTERPOLATIONSREIHEN

RALITZA K. KOWATSCHEWA

Sei f holomorph auf der geschlossenen Einheitskugel 2. Wir setzen po=sup {p, fe #(2,)}.
Eine den Einheitswurzeln entsprechende Interpolationsreihe wird konstruiert, so daB 'in
2, (@)=L 1,(N2,(2). Es wird weiter gezeigt, daB diese Reihe und die Taylorsche Entwicklung von

S um den Null im Kreise .0/),,3/2 aquikonvergent sind.

Einleitung. Sei die Funktion f, f(z)=Z{,f,z" holomorph auf der
geschlossenen Einheitskugel 2 (fe #(2)). Das bedeutet, daB fin einer Umgebung
2, von 9, 9,={z, |z|<p}, p>1, holomorph ist. Wir setzen p,=sup {p,
feH(2,)}. Sei weiter das Dreieckpunktschema S gegeben:

Bo.x
Bl.ls Bl.z

B= ...

ﬂn.l, Bn.Za---, Bn.n+l’

wo Bux€9D, k=1,...,n+1;n=0, 1, 2,...; wir setzen wb(z)=I1}%}(z—B,). Fur
jede natirliche Zahl n und fur n=0 (neN) bezeichnen wir durch I?(f) die
Steigung von f in den Punkten B,,,..., Bun+1:

Ig(.f):(znl)— ! ,‘.Iz|=p.l <p<pof(z) ((Df(Z»_ ! dZ.

Sei, weiter, 24, ne N, das Polynom des Grades n, das die folgenden Gleichungen
befriedigt :

(M L(P8) =,

WO Oy, ist, wie gewdhnlich, das Symbol von Kroneker.

Die Polynome 2%, neN, werden als die dem Schema f entsprechenden
Basispolynome bezeichnet. Fragen uiber ihre Existenz und eindeutige Bestimmung
wurden in [1] griindlich untersucht.

Konstruieren wir die Interpolationsreihe:

3] Z IN(N24().

nz0
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Das Problem besteht darin, festzulegen, in welchen Fallen jede Ausgangsfunktion
f.fe #(Z), durch die entsprechende Interpolationsreihe (2) dargestellt wird (siche
[2]). Mit der Antwort auf diese Frage konnten Probleme, verbunden mit der
meromorphen Fortsetzbarkeit von holomorphen auf & Funktionen, verknupft
werden (siehe [3, 4]).

Zu der eingefuhrten Thematik gehoren die klassischen Satze von Gelfond
und von Gontscharow (siehe [1]) und der Satz von Walsh uber die gleichmaBige
Konvergenz der Interpolationsreihe (2) zu f im Falle, wenn B ein Newtonsche
Dreieckpunktschema ist, d.h., wenn ?(z)=T1121(z—=B,) und |wh(2)|}",—|z|
lokal gleichmaBig in C\2 (snehe [5D).

Fir jedes Dreieckpunktschema 8 werden die Basispolynome 24, ne N, durch
die folgende Rekursionsformel angegeben (siehe [3]):

Ph=1, ?,’f(z)=z"—"£l 1(z") 2 (2).
k=1

Sei nun B das den Einheitswurzeln entsprechende Dreieckpunktschema, d. h.
wf(z)=2z""'—1, ne N. Bezeichnen wir durch 2,, neN, die den Einheitswurzeln
entsprechenden Basispolynome.

Sei, wie schon angenommen, f€ #(%) und p,=sup {p, fe #(2,)}. Es laBt
sich sofort berechnen, daB3

(3) In(f)= szn+k—l-

kz1

In der vorliegenden Arbeit werden folgende Satze bewiesen:
Satz 1. Sei fe #(2) und sei p,=sup{p, fe #(2,)}. Dann gilt:

(O] f(2)=Z L,(NZ,2)

nz0

und die Reihe (4) konvergiert lokal gleichmafig zu f in 9,0. Es gilt die Abschdtzung

) lim sup | 1,(NI""=po '

und fiir jedes Kompaktum K, I(c::@,,0 ist
(6) lim sup | f— £ I(N2,I¥"<max(l, [ z],)ps"

n— oo v=0

wo || x| x=max {|(x)(2)|. ze K}.

Dieser Satz zeigt, daB wenn f mit dem Dreieckpunktschema der
Einheitswurzeln ubereinstimmt, das Problem der Derstellbarkeit der holomor-
phen auf Z Funktionen durch die entsprechende Interpolationsreihe (2) positiv
gelost wird.

Satz 2. Setzen wir T, (2)=ZX0_of,2z" und S,(z2)=Z}-01,(/)?,(2), neN. Dann

gilt fiir jedes p, po<p< p’é’,/2 die Ungleichung
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lim sup | T,—S, |, <p ps >

n— oo

Es folgt aus diesem Satz, daB die Taylorentwicklung von f um den Null und
die Zerlegung (4) in der Kugel 9)/> aquikonvergent sind, obwohl die beiden
Reihen bloB in der Kugel @po konvergieren. Auf ahnliches Phinomen stoBt man
bei der Taylorentwicklung Z,,f,z" von f und der Reihe der Polynome V, neN,
die die Funktion in den Einheitswurzeln interpolieren, d. h. (f— V,)(e2™*/+ 1 =,
k=0,..., n, neN. Darauf hat J. Walsh zum ersten Mal hingewiesen (siche [5D;
dieser Fakt wurde eingehend in den Artikeln [9, 10] u.a. studiert.

Hilfssatze. Satz 1 folgt aus dem Satz von C. H. Ching und C. K. Chui (siehe
[6] und [7]). Der vorliegende Beweis dieses Satzes wird direkt, anhand der
Definitionen durchgefuhrt. “

Dem Beweis beider Satze gehen ein paar Hilfssatze voraus.

Bezeichnen wir durch u(l), leN, /=1, die Funktion von Mobius:

1, =1,
k

wh=4 (—=1% I=1 p, 1<p,<pi+1, p; — Primazahl,
i=1

0, p?/I2, p — Primazahl, p>2

(x/l bedeutet, daBl x ein Teiler von [ ist).
Die folgende Eigenschaft von p(l) ist gut bekannt (siche [8]):

1, I=1
d (k=1 ’
(@ ,,,,“() {0, andernfalls.
Hilfssatz 1. Es gilt fur jedes ne N die Darstellungsformel
1
®) P0= T u(";; )
‘ ki(n+1)

Tatsachlich, aus (1) folgt, ersetzt man wf(z) durch z"*'—1, neN, daB

1, (k+1)/(n+1),
0, andernfalls.

©) ' 1,(z")= {

Daraus ergibt es sich, zum Beispiel, sofort, dal wenn n+ 1 eine Primazahl ist, die
folgende Gleichung giultig ist:

(10) P()(=Pp-1(2))=2""" -1
(hier und uiberall fortan werden durch p Primzahlen bezeichnet, p=2).

Sei nun n+1=p', leN, I>1. Auf Grund der Gleichung (9) und der sich
daraus ergebenden Form der Rekursionsformel fur die Polynome 2, :
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2,(2)=2"— I  P(2)
(k+1)/(n+1)
0sk<n

laBt es sich sofort ersehen, daB
(11) 9’,1_1(2)=z"'“—z"l_"1.
Sei nun n+1=IIi_,p,, 1<p,<pi+1,1Sk<i—1. Nach (9) haben wir

P(2)=2"— z gl’kl""k'_l—l(z)_"'_ E 2, -10)—1
15ky<...<kj—1Si ! 1skysi

Zerlegen wir nacheinander jede Summe X, . <, _ jgi.?,hl,_, py, -1 Dach der
. . . 1= .
Formel (9), wobei wir mit X, ., l<,__<,‘i_j§,-9°,k s anfangen. Wir kommen

. 1 oo pk‘
zum Ergebnis:

i-1
P(2)=z"+ Z (—1)/ z z’kl“"’k,-_j"‘+(—1)i.

j=1 I1sky<...<kj_;jSi

Wir sehen, daB in den bekannten Fillen (sieche (10), (11)) und die letzte
Darstellung) (8) gultig ist.

Nun werden wir zeigen, daB fur jedes ne N die Polynome £, die Form (8)
haben. Setzen wir zu diesem Zweck

(12) P ()= = p(n:l)z"“.

k/(n+1)

Da die Polynome 2, fur jedes ne N eindeutig bestimmt sind, wird unsere
Behauptung bewiesen worden, wenn 2, die Definitionsgleichungen I,(2,)=6;,
befriedigt.

Fur jedes I, leN, ist

I(#)= = u<n+1)l,(2"“)-

k/(n+1) k

Sei [+ 1 kein Teiler von n+ 1. In diesem Fall ist I+ 1 kein Teiler von keinem k, das
in der Summationsformel (12) auftritt. Es ergibt sich aus (9), daB 1,(2,)=0.

Sei nun I+1 ein Teiler von n+1. Wir setzen n+1=m(/+1). Nach (9)
haben wir

: 1
L(2)= X #<n+ )1.(2"")= z k).

k/(n+ 1) k 1sk'sm
msk k'/m

Das bedeutet aber, beruicksichtigt man (7), daB auch in diesem Fall i)(2,)=0 ist.
Damit ist Hilfssatz 1 vollstandig bewiesen worden.
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Hilfssatz 2. Es gilt, fur jedes R, R>1,

(13) limsup | 2,(z)z""— 1|t <R™'2,

n—+o

/n
R

wo I'p=02. )
Tatsachlich, laut Hilfssatz 1 haben wir

gn(z)__1= ) #<n+l)z—(n+l—k).

Z" k/(n+1)
1Sk<n

Offenbar befriedigt jedes k, das in der letzten Summationsformel auftritt, die
Ungleichungen

1<k<[(n+1)271).

Daraus folgt Hilfssatz 2.
Es folgt aus diesem Hilfssatz, daB

(14) lg’,,(z)l”";:—; ]

lokal gleichmaBig in C— 2.

Hilfssatz 3. Sei g(z)=X09,z". ge # (D). Sei fiir jedes neN I,(g)=0.
Dann ist g dem Null identisch.

Zunachst zeigen wir, daB g eine ganze Funktion ist, namlich daB
lim,.,|g,|""=0 ist. Nehmen wir das Gegenteil an und setzen wir
p=[limsup,.,|g,|"’"]~!. Offenbar ist 1<p< co.

Sei 0 eine beliebige positive Zahl, die die Ungleichung e3® < p befriedigt. Es
gilt fur alle n, neN, n=n,, die Abschatzung

(15) 1gal<(®p™")"

Sei nun A, A< N eine Reihenfolge, fur die |g,|'"—p~ !, ne A. Das bedeutet,
daB fur alle n,, n,c A, n,>n, die folgenden Ungleichungen erfullt sind:

(16) (e °p~1)u=lg,, |S(p™ 1),

Sei n,, n,>n,, n e fixiert. Aus der Gleichung 1, (9)=0 bekommen wir

9n,= — zglnk+l—l-
122

Daraus folgt, beachtet man (15), die Abschatzung

1gn, | S Z (™ YmH TS Co(ep 1)
122
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(hier und uberall fortan werden wir durch C;, i=1, 2,..., positive Konstanten
bezeichnen). Aus der letzten Ungleichung und aus (16) folgt, daB

(e ’p YRS C (fp )k
Also gilt fur alle n,, n,>n,, nmeA, die Ungleichung

1= Cl(esop_ Ly,

was offensichtlich der Auswahl der positiven Zahl 6 widerspricht.

Folglich ist g eine ganze Funktion, d.h. daB lim,,_.wlg,,l”"-——_o. ‘

Jetzt werden wir zeigen, daB g ein Polynom ist. Nehmen wir wieder <_:las
Gegenteil an. Sei ¢ eine beliebige positive Zahl, e<1/2. Da g eine ganze Funktion
ist, sind fur alle n, neN, n>n,, die folgenden Ungleichungen erfullt:

lg,.l <¢€"
Der Annahme wegen, g sei kein Polynom, kdnnen wir behaupten, daB es eine
Zahl no=ny(e) gibt, ny>n;, so daB |g, |>0 und |ga ' < Ig,,ol”"o fur alle neN,
n=n, Die Bedingung I,,O(g)=0 fahrt zur Abschatzung:
|1+~ Ding,

|9ny| = Z 190,
122

Es ergibt sich aber daraus, daB
1§2|g,,0|”"0§26<1.

Diese Ungleichung widerspricht der Auswahl von &¢. Folglich ist g ein Polynom.
Nun ist es direkt zu sehen, daBB g=0.

Beweise der Satze. Satz 1 folgt aus dem Hilfssatz 3 und aus (14). Tatsachlich,
fur jedes beliebiges p, 1 <p<p,, gilt die Abschatzung:

limsup|I,(NI'"<p~".
Es folgt aus (14) weiter, daB die Reihe X,,,1,(f)2,(z) lokal gleichmaBig in 2,
konvergiert ; somit ist die Grenzfunktion F holomorph in 2, Setzen wir ®=F —f.
Es ist definitionsgemaB I, (®)=0 fur jedes ne N. Nun folgt, beachtet man, daB
p beliebig nah an p, liegen kann, der erste Teil des Satzes.
immt man weiter an, daB limsup,..|[,(f)|""<po !, gelangt man zum

Ergebnis, daB fe »# (QZ,,O), was der Definition von p, widerspricht. Somit haben
wir (5) bewiesen.

Sei nun K ein Kompaktum, K<2, \2. Wir setzen | z||x=p; offenbar ist
1<p<p,. Sei 0, eine positive Zahl, die die Ungleichung pe?®1 <p, befriedigt.
Beachtet man (3) und (14), kann man behaupten, daB

LN <195
12,1, =(1p)"

und
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fur alle n, neN, n>n,. Daraus ergibt es sich, dal

If— Z LN2. k=1 T L(NP,Ix=Calpe*’1pg )"
v=0

v=n+1

Da 0, beliebig klein sein kann, bekommen wir aus der letzten Ungleichung die
folgende Abschatzung:

n

limsup |/~  I,(N2, 11" < pp5 .
0

n— o v=

Daraus und aus dem Maximumprinzip ergibt sich far Kompakte K<2 die
Abschatzung

limsup [ f— Z I,(N2,IX"<po "
0o

n—*aoo v=

Somit haben wir (6) bewiesen.
Bemerkung. Sei 8 ein dreieckiges Punktschema, B2 und wh(z)™" — 1

lokal gleichmaBig in C\Z. Gontschar hat nachgewiesen, auf Grund eines Satzes
von Kakehashy (siehe [11]), ohne die Polynome £, einzufuhren, daB
lim sup, ., [ 15(9)I'"=po "

Der Beweis ist noch nicht veroffentlicht worden.

Beweis des Satzes 2. Wir setzen fur jedes neN T,(2)=Z{%of,2",
S, (z2)=Z2"_01,(9)2,(2). Sei die positive Zahl R gegeben, 1<R<p,. Sei 0, eine
beliebige positive Zahl, die die_Ungleichung e*°2 /R < p, befriedigt. Es folgt aus
(3), (5) und aus (14), daB fur alle n, ne N, n>n,, die folgenden Ungleichungen
erfullt sind:

(17) IS —LNI=(**2pg '),
(18) H.NI=("2p0 '),
(19) [2,(2)z "= 1lir, <(°2R™V2)"

Schatzen wir fur jedes n, n>ns, die Differenz T, — S, auf I'; ab. Es ergibt sich
aus dem Satz 1, daB:

(T,—S)@)= £ {1LNP2)—1.2")

v=n+1
= T {I,N-f)2+1L N2z —1)z"}.
v=n+1

Schatzen wir die rechte Seite nach (17), (18) und (19) ab. Wir gelangen zum
Resultat:
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IT,—S,ls,< % {(R"”’)'+(i§ffff>'}gc,(~/—§e"z)".

v=n+1 ptz) Po po

Sei p eine beliebige Zahl, p,<p. Nach der Anwendung vom Lemma von
Bernstein- Walsh uber das Verhalten des Polynomes 2, auf I, (siehe [5, Kapitel

3]) bekommen wir:
\/l_zeZOZ n P n
I T,.-‘S,.llrpéca(p—) <§>

(V]
Daraus folgt

limsup | T,~5, 113 < (/R e**2p p3*).

n—* o

Somit haben wir Satz 2 bewiesen, da Q, beliebig klein ist und R beliebig nah an
po liegt.
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