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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ïðåäñòàâåí è íàñî÷åí çà çàùèòà îò
ðàçøèðåíî çàñåäàíèå íà ñåêöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è
÷èñëåí àíàëèç � ïðè Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
íà Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ½Òåîðåòè÷åí è ÷èñëåí àíàëèç íà äè-
ôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê� ñúäúðæà 101 ñòðà-
íèöè. Èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà âêëþ÷âà 49 èçòî÷íèêà. Ñïèñú-
êúò ñ àâòîðñêèòå ïóáëèêàöèè ñå ñúñòîè îò 5 çàãëàâèÿ.

Ìàòåðèàëèòå ïî çàùèòàòà ñà íà ðàçïîëîæåíèå â áèáëèîòå-
êàòà íà ÈÌÈ.
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1 Óâîä

Â äèñåðòàöèÿòà å ðàçãëåäàíà çàäà÷à íà Êîøè çà åäíîìåð-

íèòå óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê:

• Äâîéíî äèñïåðñíî óðàâíåíèå (ÄÄÓ) èëè Ïàðàäèã-

ìàòè÷íî óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ ∆f(u); (1.1)

• Óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (ÓÁØÐ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ β3∆3u−∆f(u), (1.2)

â êîÿòî òúðñåíîòî ðåøåíèå u = u(x, t) å äåôèíèðàíî ïðè x ∈
(−∞,∞) è t ∈ [0, T ].

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà ñà

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x).

Çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñå ïðåäïîëàãà, ÷å

u0 ∈W 1
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R),

a çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

u0 ∈W 2
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R).

Òóê ñ W k
2 ñà îçíà÷åíè êëàñîâåòå íà Ñîáîëåâ ñ ê-òè ïðîèç-

âîäíè îò L2(R), a ∆ å åäíîìåðíèÿò îïåðàòîð íà Ëàïëàñ, ò.å.

∆u =
∂2

∂x2
u. Îñâåí òîâà (−∆)−s u = F−1

(
|ξ|−2sF(u)

)
çà s > 0,

êúäåòî F(u) è F−1(u) ñà ñúîòâåòíî Òðàíñôîðìàöèÿ íà Ôóðèå

è Îáðàòíà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ôóðèå.

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ñà õèïåðáîëè÷íè ÷àñòíè äèôå-

ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ åäèí, äâà èëè òðè äèñïåðñíè ÷ëåíà è
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íåëèíåéíîñò îò ïîëèíîìèàëåí òèï. Â ðàçãëåäàíèòå â äèñåðòà-

öèÿòà çàäà÷è íåëèíåéíèÿò ÷ëåí èìà âèäà

f(u) = αup, p = 2, 3, ..., p ∈ N.

Êîåôèöèåíòèòå β1, β2 è β3 ñà äèñïåðñíè ïàðàìåòðè, à α å

ïàðàìåòúð íà àìïëèòóäàòà.

Òåçè óðàâíåíèÿ ó÷àñòâàò â ðåäèöà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè,

îïèñâàùè ðåàëíè ïðîöåñè. ÄÄÓ ñå ñðåùà ïðè ìîäåëèðàíå íà

íàäëúæíèòå òðåïòåíèÿ â íåëèíåéíè àòîìíè âåðèãè è ïðè äâó-

ïîñî÷íîòî ðàçïðîñòðàíåíèå íà ìàëêà àìïëèòóäíà âúëíà íà ïî-

âúðõíîñòòà íà ïëèòêà âîäà [12]. Ñúùî òàêà ÄÄÓ ñå ïîÿâÿâà â

äèñëîêàöèîííàòà òåîðèÿ íà êðèñòàëèòå, â îïòèêàòà è ò.í.

Óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ó÷àñòâà â íÿêîè

ìèêðî-ñòðóêòóðíè çàäà÷è [4] è â äèíàìèêàòà íà ïîâúðõíîñò-

íà âúëíà ñ ìàëêà àìïëèòóäà â ïëèòêà âîäà [16, 17].

Èçâåæäàíåòî íà óðàâíåíèå (1.1) îò ïúëíèÿ ìîäåë íà Áóñè-

íåñê å îïèñàíî â [12].

Ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê

Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ñúùåñòâóâàò çà áåç-

êðàåí ïåðèîä îò âðåìå èëè "èçáóõâàò" çà êðàéíî âðåìå.

Äîáðå èçâåñòåí ôàêò å, ÷å ÄÄÓ ïðèòåæàâà òî÷íî ðåøåíèå

âúâ âèä íà äâèæåùà ñå âúëíà u(x, t) = φ(x − ct), êúäåòî ñ c e
îçíà÷åíà ñêîðîñòòà íà âúëíàòà. Òåçè ðåøåíèÿ ñå íàðè÷àò ñîëè-

òîíè. Ñîëèòîíèòå ñà âúëíè, êîÿòî ïðè äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííà

ñêîðîñò è ñëåä âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóã ñîëèòîí çàïàçâàò ôîðìà-

òà ñè. Ñëåä çàìåñòâàíå íà u(x, t) ñ φ(x−ct) è èíòåãðèðàíå ïî x,
ÄÄÓ ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñëåäíîòî íåëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî

óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä çà ôóíêöèÿòà φ:

(β2 − β1c
2)φII + (c2 − 1)φ− αφp = 0.
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Òî÷íîòî ðåøåíèå íà ÄÄÓ ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà:

ũ(x, t) =

[
(c2 − 1)(p+ 1)

2α
sech2

(
1− p

2

√
c2 − 1

β1c2 − β2
(x− ct)

)] 1

p−1

,

(1.3)

ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ çà ñêîðîñòòà c:

c2 > max

(
1,
β2

β1

)
èëè c2 < min

(
1,
β2

β1

)
.

Çà ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò

øåñòè ðåä íå ñúùåñòâóâà òî÷íà ôîðìóëà ïðè ïðîèçâîëíè ñòîé-

íîñòè íà êîåôèöèåíòèòå β1, β2, β3, α è c. Ðåøåíèÿòà íà ÓÁØÐ

îò òèï áÿãàùà âúëíà ñà ðåøåíèÿ íà ñëåäíîòî óðàâíåíèå îò ÷åò-

âúðòè ðåä:

β3φ
IV − (β2 − β1c

2)φII + (1− c2)φ− αφp = 0, (1.4)

ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ |φ(x)| → 0 è |φ′(x)| → 0 ïðè |x| → ∞.

Ñëåäâàéêè [18], çà êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå

ñìå ïîëó÷èëè:

• òî÷íî ðåøåíèå ũ(x, t; c) íà (1.4) ñ êîåôèöèåíòè β1 = 1,

β2 = 1 +
61

169
β1, β3 =

1

3
, α =

1

2
è c =

√
61

169
ïðè êâàäðà-

òè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 2), êîåòî èìà âèäà

ũ(x, t; c) =
315

169
sech4

(√
3

52
(x− ct)

)
;

• òî÷íî ðåøåíèå ũ(x, t; c) íà (1.4) ñ êîåôèöèåíòè β1 = 3,

β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
, c =

3

5
è α =

1

3
ïðè êóáè÷íà

íåëèíåéíîñò (p = 3), êîåòî èìà âèäà

ũ(x, t; c) =

√
18

5
sech2

(√
1

5
(x− ct)

)
.
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Ïðè ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè òåçè ðåøåíèÿ ñà èç-

ïîëçâàíè êàòî íà÷àëíè äàííè çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (1.2)

è çà îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà, è ðåäà íà ñõîäèìîñò íà ïðèáëè-

æåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèåòî íà (1.4) å èçïîëçâàí

ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè. Ïðè íåãî êúì óðàâíåíèå (1.4) ñå

ïðèëàãà äèñêðåòíî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå:

φ̃(k) =
αφ̃p(k)

β3k4 + (β2 − β1c2) k2 + (1− c2)
.

Ðåøåíèåòî φ̃(k) ñå íàìèðà ñ ïîìîùòà íà ñëåäíèÿ èòåðàöèîíåí

ìåòîä:

φ̃(k)[s+1] = M [s] p

p−1
αφ̃p(k)

[s]

β3k4 + (β2 − β1c2) k2 + (1− c2)
,

êúäåòî çà íóëåâà èòåðàöèÿ φ[0] å èçïîëçâàíà êàìáàíîâèäíà ôóí-

êöèÿ φ[0] := e−x
2C , C = const.

Ïðè ìåòîäà íà Ïåòâèàøâèëè ñå èçïîëçâà ò. íàð. ñòàáèëèçè-

ðàù ìíîæèòåë M
p

p−1 , êúäåòî

M [s] =

∫
R

[
β3k

4 +
(
β2 − β1c

2
)
k2 +

(
1− c2

)]
φ̃2(k)[s]dk∫

R φ̃(k)[s].φ̃p(k)
[s]
dk

,

à ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë p
p−1 íà M å îïòèìàëåí çà ñõîäèìîñòòà

íà èòåðàöèèòå (âèæ [35], [36]).

Îñíîâíè ñâîéñòâà íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè âúâ

âèä íà ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ñúäúðæàùè ïðî-

èçâîäíè îò ïî-íèñúê ðåä.

Íåêà w(x, t) å ïîìîùíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â R × [0, T ].

Óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä å åêâèâàëåíòíî íà ñëåä-
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íàòà ñèñòåìà
∂w

∂t
= u− β2∆u+ β3∆2u− f(u),

∂u

∂t
− β1∆

∂u

∂t
= ∆w,

(1.5)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x),

w(x, 0) = (−∆)−1(β1∆u1(x)− u1(x)).

Â Ðàçäåë 3.2 è Ðàçäåë 3.3 ñà èçñëåäâàíè äâå äèôåðåí÷íè

ñõåìè, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿòà íà ñèñòåìà (1.5).

Îñâåí âúâ âèäà (1.5) å ðàçãëåäàíî ïðåäñòàâÿíåòî íà óðàâ-

íåíèÿòà íà Áóñèíåñê âúâ âèä íà ïîàñîíîâè (îáîáùåíè õàìèë-

òîíîâè) ñèñòåìè.

Ïîàñîíîâè ñèñòåìè

Íåêà Ω ⊂ R2d, Ω = {(p, q) = (p1, . . . , pd, q1, . . . , qd)}, T ⊂
R, t ∈ T èH = H(p, q, t) å ãëàäêà ðåàëíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà

â Ω× T . Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà:

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,
dqi
dt

=
∂H

∂pi
, i = 1, . . . , d, (1.6)

ñ õàìèëòîíèàí H.

Ñèñòåìàòà (1.6) ñå çàïèñâà â ñëåäíèÿ ìàòðè÷åí âèä:

d

dt

(
p

q

)
= J−1∇H,

êúäåòî

J =

(
0 I

−I 0

)
(1.7)

å àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, à I è 0 ñà ñúîòâåòíî åäèíè÷íàòà è

íóëåâàòà ìàòðèöà îò ðåä d× d.
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Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà F (p, q) ïî ïîòîêà íà õàìèëòî-

íîâàòà ñèñòåìà (1.6), íàðè÷àíà îùå ïðîèçâîäíà íà Ëè , ñå

çàäàâà ñ èçðàçà

d

dt
F (p(t), q(t)) =

d∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
.

Òàçè ñèìåòðè÷íà ñòðóêòóðà âîäè äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ 1.1. Ïîàñîíîâà ñêîáêà íà äâå ãëàäêè ôóíêöèè

F (p, q) è G(p, q) ñå íàðè÷à ôóíêöèÿòà

{F,G} =

d∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
.

Ãîðíèÿò èçðàç ìîæå äà ñå çàïèøå â ìàòðè÷åí âèä

{F,G}(y) = ∇F (y)T J−1∇G(y),

êúäåòî y = (p, q).

Íåêà çàìåñòèì J−1 ñ B(y) = (bij(y)). Òîãàâà

{F,G} =

n∑
i,j=1

∂F

∂yi
bij
∂G

∂yj
(1.8)

èëè ïî-êîìïàêòíî {F,G}(y) = ∇F (y)TB(y)∇G(y).

Äåôèíèöèÿ 1.2. Íåêà ìàòðèöàòà B(y) = (bij(y)) e òàêàâà, ÷å

bij = −bji çà âñÿêî i è j è çà âñÿêî i, j, k

n∑
l=1

(
∂bij(y)

∂yl
blk +

∂bjk(y)

∂yl
bli +

∂bki(y)

∂yl
blj

)
= 0.

Òîãàâà ôîðìóëà {F,G} =
∑n

i,j=1

∂F

∂yi
bij
∂G

∂yj
èëè ïî-êîìïàêòíî

{F,G}(y) = ∇F (y)TB(y)∇G(y) å (îáîáùåíà)Ïîàñîíîâà ñêîá-

êà , à ñèñòåìàòà

ẏ = B(y)∇H(y), y = (p, q)

å ïîàñîíîâà ñèñòåìà .
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Äåôèíèöèÿ 1.3. Òðàíñôîðìàöèÿòà ϕ : U → Rn (êúäåòî U e

îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn) ñå íàðè÷à ïîàñîíîâî èçîáðàæå-

íèå â çàâèñèìîñò îò ïîàñîíîâàòà ñêîáêà (1.8), àêî ìàòðèöàòà

íà ßêîáè óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

ϕ′(y)B(y)ϕ′(y)T = B(ϕ(y)). (1.9)

×èñëåíèòå ìåòîäè, êîèòî çàïàçâàò ñâîéñòâî (1.9) íà äèñê-

ðåòíî íèâî, ñå íàðè÷àò ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè .

È òàêà ÄÄÓ å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà ïîàñîíîâà (îáîá-

ùåíà õàìèëòîíîâà) ñèñòåìà:
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+
∂f(u)

∂x

)
,

(1.10)

ñ õàìèëòîíèàí

H(u, v) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ 2α
up+1

p+ 1

)
dx.

Ïîäîáíî íà ÄÄÓ, ñêàëàðíîòî ÓÁØÐ å åêâèâàëåíòíî íà

ñëåäíàòà ñèñòåìà:
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+ β3

∂5u

∂x5
− α∂u

p

∂x

)
,

(1.11)

ñ õàìèëòîíèàí

H(u, v) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+

+ β3

(
∂2u

∂x2

)2

− 2α
up+1

p+ 1

)
dx.

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà ñèñòåìèòå (1.10) è (1.11) ñà

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).
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Òúé êàòî ÷èñëåíèòå ìåòîäè òðÿáâà äà çàïàçâàò ñâîéñòâà íà

íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à, â Ðàçäåë 3.4 è Ðàçäåë 3.5 îò äèñåðòàöè-

ÿòà ñà ðàçãëåäàíè ñõåìè, êîèòî çàïàçâàò ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà

äèñêðåòíî íèâî. Òàêèâà ñõåìè ñà èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà êàòî

ñèìïëåêòè÷íè ñõåìè [22], [39]. Òåçè ñõåìè ñà êîíñòðóèðàíè

ñëåä ïðåäñòàâÿíå íà ñúîòâåòíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê âúâ

âèä íà ïîàñîíîâà (îáîáùåíà õàìèëòîíîâà) ñèñòåìà.

Âàæíî ñâîéñòâî íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê å, ÷å òå èìàò

òðè èíâàðèàíòè: åíåðãèÿ, ìàñà è ìîìåíò. Íåêà u(x, t) è v(x, t) å

ðåøåíèåòî íà ñèñòåìè (1.10) è (1.11). Ìàñàòà I(u(x, t)) è ìîìåíò

M(u(x, t), v(x, t)) ñå äåôèíèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I(u(x, t)) =

∫
R
u(x, t)dx,

M(u(x, t), v(x, t)) =

∫
R

(u(x, t)v(x, t) + β1ux(x, t)vx(x, t)) dx.

Òåîðåìà 1. (Çàêîíè çà çàïàçâàíå) Çà âñÿêî t ≥ 0 ðåøåíèå-

òî (u, v) íà (1.10) è (1.11) óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

H(u(x, t), v(x, t)) = H(u(x, 0), v(x, 0));

I(u(x, t)) = I(u(x, 0));

M(u(x, t) = M(u(x, 0)).

2 Ïðåãëåä íà ëèòåðàòóðàòà

ÄÄÓ ñ β1 = 0 e èçâåñòíî â ëèòåðàòóðàòà êàòî "Äîáðî"

óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê. Òî å èçñëåäâàíî îò ìíîãî àâòîðè è çà

íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ìó ðåøåíèå ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå ìå-

òîäè:

• ìåòîä íà Ãàëüîðêèí å èçñëåäâàí â [9] è [34];

• ìåòîä íà êðàéíèòå ðàçëèêè å ïðèëîæåí â [15];
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• ñïåêòðàëíè è ïñåâäîñïåêòðàëíè ìåòîäè ñà èçïîëçâàíè â

[6, 21, 33, 44];

• ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä å ïðèëîæåí â [2];

• ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè ñà ïóáëèêóâàíè â [1, 3, 5, 23, 43];

• áåçìðåæîâ ìåòîä â [32].

Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñ β1 > 0 íå å òîëêîâà ïîä-

ðîáíî èçñëåäâàíî ÷èñëåíî. Çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà åä-

íîìåðíàòà çàäà÷à e èçïîëçâàí ìåòîä íà êðàéíèòå ðàçëèêè â

[7, 12, 13, 24, 26]. Êîíñòðóèðàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè ñà êîíñåð-

âàòèâíè. Òî÷íîòî çàïàçâàíå íà ãëîáàëíàòà äèñêðåòíà åíåðãèÿ

è ñõîäèìîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä ñà äîêàçàíè â [25, 26, 28].

Ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ çà äâóìåðíîòî ÄÄÓ îò âèäà íà áÿ-

ãàùà âúëíà ñà íàìåðåíè â [9] è [38].

×èñëåíîòî ðåøåíèå íà äâóìåðíîòî ÄÄÓ å íàìåðåíî ÷ðåç

äèôåðåí÷åí ìåòîä â [14], [19] è [27]. Â [14] å êîíñòðóèðàíà äè-

ôåðåí÷íà ñõåìà ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò ïî ïðîñòàíñòâîòî è

âðåìåòî. Èçïîëçâàíàòà ìðåæà å íåðàâíîìåðíà è ïðè êîíñòðó-

èðàíåòî íà ñõåìàòà ñà èçïîëçâàíè äâå ðàçëè÷íè àñèìïòîòè÷íè

ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Ïúðâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå å òðèâèàëíî, à

äðóãîòî ñúâïàäà ñ î÷àêâàíîòî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå â áåçê-

ðàéíîñòòà.

Òðè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò ñà ïðåäëî-

æåíè, èçñëåäâàíè è ñðàâíåíè â [19]. Ñõåìèòå ñå ðàçëè÷àâàò ïî

àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí.

Èêîíîìè÷íà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà äâóìåðíîòî ÄÄÓ å êîí-

ñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà â [27]. Äîêàçàíî å, ÷å ÷èñëåíîòî ðå-

øåíèå íà ëèíåéíîòî äâóìåðíî ÄÄÓ óäîâëåòâîðÿâà äèñêðåòíî

åíåðãåòè÷íî òúæäåñòâî è å óñòàíîâåíà ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà

â åíåðãåòè÷íà íîðìà.

×èñëåíè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

ñ β1 = 0 ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ñïåêòðàëåí è ïñåâäîñïåêòðàëåí ìå-

òîä â [8, 10, 11, 17]. Ïî-êîíêðåòíî â [11] å èçïîëçâàíà ïúëíà
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îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò ôóíêöèè, à â [17] å ïðèëîæåíà êîì-

áèíàöèÿ îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà ×åáèøåâ è ðàäèàëíè áà-

çèñíè ôóíêöèè, çà äà ñå ïîëó÷è ïðàâèëíî ïîâåäåíèå íà âúëíàòà

êàêòî â íà÷àëîòî, òàêà è â áåçêðàéíîñòòà.

Çà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè

ðåä ñ β1 = 0 â [16] è [20] ñà ïîëó÷åíè è èçñëåäâàíè äèôåðåí÷íè

ñõåìè ñ ðàçëè÷íè àïðîêñèìàöèè íà íåëèíåéíîñòòà. Ñõåìàòà â

[16] çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ, à ñõåìàòà â [20]- äèñêðåòíàòà

ìàñà.

Ðåøåíèÿòà íà (1.4) ïðè β1 = 0 ñà èçñëåäâàíè â [16]. Òî÷íîòî

ðåøåíèå íà òîâà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (ÎÄÓ)

å íàìåðåíî ÷ðåç åëèïòè÷íè ôóíêöèè íà Âàéåðùðàñ â [4].

Â çàâèñèìîñò îò çíàêà íà äèñïåðñíèÿ ïàðàìåòúð β2 ñúùåñò-

âóâàò äâà òèïà ñîëèòîííè ðåøåíèÿ íà (1.4): ñ ìîíîòîííà ôîðìà

ïðè β2 > 0 è ðåøåíèÿ ñ îñöèëèðàùî ïîâåäåíèå ïðè β2 < 0 è

x → ±∞. Ðåøåíèÿòà ñ îñöèëèðàùî ïîâåäåíèå ñå íàðè÷àò ðå-

øåíèÿ îò òèï íà Êàâàõàðà.

3 Öåëè íà äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà

Îñíîâíî ïðàâèëî ïðè èçáîðà íà ÷èñëåí ìåòîä å òîé äà çàïàç-

âà êîëêîòî å âúçìîæíî ïîâå÷å îò ñâîéñòâàòà íà íåïðåêúñíàòàòà

çàäà÷à. Ïî òàçè ïðè÷èíà öåëèòå íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà:

• Ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèÿòà íà Áó-

ñèíåñê îò ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä, çàïàçâàùè äèñêðåòíè

àíàëîçè çà ìàñàòà, ìîìåíòà, åíåðãèÿòà è ñèìïëåêòè÷íîñò-

òà íà äèñêðåòíî íèâî.

• Òåîðåòè÷íî èçñëåäâàíå íà ïîñòðîåíèòå äèôåðåí÷íè ñõå-

ìè, êîåòî âêëþ÷âà:

- îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ è óñëîâèåòî

çà óñòîé÷èâîñò;

- èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñòòà íà äèñêðåòíîòî ðåøåíèå êúì

òî÷íîòî;
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- ôîðìóëèðàíå è äîêàçâàíå íà äèñêðåòíè çàêîíè çà çàïàç-

âàíå; ïîëó÷àâàíå íà îöåíêè çà ïðèáëèæåíî çàïàçâàíå íà

åíåðãèÿòà, ìàñàòà è ìîìåíòà.

• Ïðîâåæäàíå íà ðåäèöà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñ öåë ïîòâúð-

æäàâàíå íà òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè:

- âòîðè ðåä íà òî÷íîñò çà êîíñòðóèðàíèòå äèôåðåí÷íè

ñõåìè;

- âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíèòå èíâàðèàíòè êúì

òî÷íèòå.

• Ñðàâíÿâàíå íà êà÷åñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ðàçãëåæ-

äàíèòå ñõåìè.

4 Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà

Ãëàâà 2

Âúâ âòîðà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñà ôîðìóëèðàíè óñëîâèÿ

çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê âúâ

âèä íà ñîëèòîí. Ïðåäñòàâåíè ñà ôîðìóëà (1.3) íà òî÷íîòî ðåøå-

íèå íà ÄÄÓ è àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ íà ÓÁØÐ ïðè êîíêðåòíè

ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Ðàçãëåäàí å ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè

çà ÷èñëåíî íàìèðàíå íà ðåøåíèå íà ÓÁØÐ âúâ âèä íà áÿãàùà

âúëíà, êîåòî å ðåøåíèå íà íåëèíåéíîòî ÎÄÓ îò ÷åòâúðòè ðåä

(1.4).

Â Ãëàâà 2 å äîêàçàíî õàìèëòîíîâîòî ïðåäñòàâÿíå íà óðàâ-

íåíèÿòà íà Áóñèíåñê. Ïîêàçàíà å åêâèâàëåíòíîñò íà íåïðåêúñ-

íàòàòà åíåðãèÿ E(u(x, t)), çàïèñàíà â òåðìèíèòå ñàìî íà ðåøå-

íèåòî u(x, t) è íåïðåêúñíàòèÿ õàìèëòîíèàí H(u(x, t), v(x, t)).

Âúâåäåíè ñà îçíà÷åíèÿ è ôîðìóëè, èçïîëçâàíè â ñëåäâàùè-

òå äâå ãëàâè.

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëèòå ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè íÿ-

êîè âàæíè òåîðåìè îò [37], êîèòî ñà ïðèëîæåíè ïðè òåîðåòè÷-

íèòå èçñëåäâàíèÿ â äèñåðòàöèÿòà.

Ãëàâà 3
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Â òðåòàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñà êîíñòðóèðàíè ÷åòèðè

äèôåðåí÷íè ñõåìè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî

íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä.

Â Ðàçäåë 3.2 å ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i −

− α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

ykt,i − β1∆hy
k
t,i = ∆hw

k+ 1

2

i .

(4.1)

Äîñòàòú÷íîòî �è óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h2) å ôîðìó-

ëèðàíî è äîêàçàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ñúîòâåòñòâàùà

íà (4.1), (åêâèâàëåíòíî ñõåìàòà (4.1) ñ f1(y) = 0) å óñëîâíî

óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, ñúñ ñëåäíîòî óñëîâèå íà óñòîé-

÷èâîñò

τ ≤

√
β1

(1 + ε)(h4 + 4β2h2 + 16β3)
h2,

êúäåòî ε å ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íåçàâèñåùî îò h è τ .

Òîâà óñëîâèe å ðåñòðèêòèâíî è çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî

ïðè T >> 0 òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò çíà÷èòåëåí áðîé ñòúïêè ïî

âðåìåòî. Ïî òàçè ïðè÷èíà â Ðàçäåë 3.3 å ïîñòðîåíà íîâà ñõåìà,

ïðè êîÿòî çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà îò øåñòè ðåä å èç-

ïîëçâàíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íà

òðè âðåìåâè ñëîÿ ñ ïàðàìåòúð σ. ×ðåç ìåòîä íà ðåãóëÿðèçàöè-

ÿòà å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

(
Id + β3

β1
στ2∆2

h

) wk+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i −

− α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

(Id − β1∆h)ykt,i = ∆hw
k+ 1

2

i ,

(4.2)
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êîÿòî íàðè÷àìå Ôàêòîðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (ÔÄÑ). Òà-

çè ñõåìà èìà äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h):

Òåîðåìà 3. Íåêà ñúùåñòâóâà ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε,

òàêîâà ÷å ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. àêî σ ≥ max

{
1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

}
, òî τ2 ≤ 4β1

1 + ε
; (4.3)

2. àêî σ ∈
[

1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

)
, òî

τ2 ≤ min

{
4β1

1 + ε
, h2 4β2

1

β1(1 + ε)(h2 + 4β2)− 16σβ3

}
. (4.4)

Òîãàâà ñõåìà (4.2) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè è äÿñíà ÷àñò.

Ñõåìàòà (4.1) ñå ïîëó÷àâà îò ÔÄÑ ïðè σ = 0.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ íà ÔÄÑ å äåôèíèðàíà ÷ðåç èçðàçà

Eh(yk) := Eh,L(yk)− α

2(p+ 1)
((yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1), (4.5)

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò Eh,L(yk) å çàäàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî

Eh,L(yk) :=
1

2

(
(−∆h)−

1

2 ykt , (−∆h)−
1

2 ykt

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
+

+
τ2

2

(
β3σ

β1
− β2

4

)(
∆hy

k
t , y

k
t

)
+
τ2β3

2

(
σ − 1

4

)(
∆hy

k
t ,∆hy

k
t

)
+

+
1

8

((
Id − β2∆h + β3∆2

h

)
(yk+1 + yk), yk+1 + yk

)
.

Ðåøåíèåòî íà äâåòå ñõåìè óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèÿ äèñêðåòåí

çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà Eh(yk):

Òåîðåìà 4. Äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (4.1) è (4.2) ñà êîíñåðâà-

òèâíè, ò.å. íà âñåêè ñëîé k = 1, 2, ...,K å â ñèëà:

Eh(yk) = Eh(y0),

êúäåòî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk) ñå çàäàâà ñ èçðàçà (4.5).
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Çà ÔÄÑ ñà äîêàçàíè ñëåäíèòå òåîðåìè çà ñõîäèìîñò â W 2
2,h

íîðìà è â Ch íîðìà:

Òåîðåìà 5. (Ñõîäèìîñò íà ìåòîäà) Íåêà u(x, t) ∈ C8,4(R×
[0, T ]) è äèñêðåòíîòî ðåøåíèå yk íà ÔÄÑ å îãðàíè÷åíî. Íåêà

å óäîâëåòâîðåíî óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò (4.3)-(4.4). Òîãàâà

çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòúïêè τ äèñêðåòíîòî ðåøåíèå

yk êëîíè êúì òî÷íîòî ðåøåíèå uk ïðè h → 0, τ → 0 è çà

ãðåøêàòà zk = uk − yk å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà:

β1‖zKt ‖2 + ‖zK+1‖2 + β2‖zK+1
x̄ ‖2 + β3‖zK+1

x̄x ‖2 ≤ C(h2 + τ2)2.

Ñëåäñòâèå 4.1. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 5.

Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå îöåíêè çà ãðåøêàòà zk = uk − yk â

ðàâíîìåðíà íîðìà:

‖zk‖Ch
= max

i
|zki | ≤M1(h2 + τ2),

‖zkx̄‖Ch
= max

i
|zkx̄,i| ≤M2(h2 + τ2),

êúäåòî M1 è M2 ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè, íåçàâèñåùè îò

h è τ .

Ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïîêàç-

âàò ïðåäèìñòâî íà ÔÄÑ ïðåä äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0

ïî îòíîøåíèå íà ãðåøêàòà, èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå è çàïàçâàíå-

òî íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

Îñòàíàëèòå äâå ñõåìè â òðåòà ãëàâà ñà êîíñòðóèðàíè ñëåä

ïðåäñòàâÿíå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê êàòî îáîáùåíà õàìèë-

òîíîâà ñèñòåìà (1.11). Èçïîëçâàíè ñà êðàéíè ðàçëèêè ñ âòîðè

ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ è ñòúïêè 2h, à ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ïî

ïðîñòðàíñòâîòî êúì ïîëó÷åíàòà ïîëó-äèñêðåòíà õàìèëòîíîâà

ñèñòåìà å ïðèëîæåí ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå. Â ðåçóëòàò íà

òîâà â Ðàçäåë 3.5 å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà ñõåìàòà
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(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i−

−α
(
yki+1

)p − (yki−1

)p
2h

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.6)

Çà íåÿ å õàðàêòåðíî ñëåäíîòî âàæíî ñâîéñòâî:

Òåîðåìà 6. Ñõåìàòà (4.6) å ñèìïëåêòè÷íà, ò.å. òÿ çàïàçâà

äèñêðåòíàòà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà ωk = dzk∧Jhdzk−1, zk =

(uk, wk−
1

2 ) íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî

ωk = ωk−1 = ... = ω0,

êúäåòî àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà Jh èìà âèäà

Jh =

[
0 (Id − β1∆̂)−1∂x̂

(Id − β1∆̂)−1∂x̂ 0

]
. (4.7)

Â Òåîðåìà 38 îò äèñåðòàöèÿòà å äîêàçàíî, ÷å ñèìïëåêòè÷íà-

òà ñõåìà (4.6) çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿH0
h

(
y0, w

1

2

)
ïðèáëè-

æåíî ñ ãðåøêà O(τ2), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ τ2TC.

Â Ðàçäåë 3.4 å èçñëåäâàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà

(Id − β1∆̂)
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i−

− α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
=
w
k+ 1

2

i+1 − w
k+ 1

2

i−1

2h
.

(4.8)
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Â Òåîðåìà 34 å äîêàçàíî, ÷å ðåøåíèåòî íà ñõåìà (4.8) óäîâ-

ëåòâîðÿâà äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà:

Hh(yk, wk+ 1

2 ) = Hh(y0, w
1

2 ) çà k = 1, ...,K.

Äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (4.6) è (4.8) àïðîêñèìèðàò õàìèëòîíî-

âàòà ñèñòåìà (1.11) ñ ãðåøêà O(h2 + τ2). Òúé êàòî äâåòå ñõåìè

ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, òå

èìàò åäíî è ñúùî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h2), ôîðìóëè-

ðàíî â Òåîðåìà 36. Îñâåí òîâà å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 7. Ðåøåíèåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (4.6) è (4.8)

çàïàçâà äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî

k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî Ih(tk) = Ih(t0), êú-

äåòî Ih(tk) =
∑N

i=1 hy
k
i .

Â Ðàçäåë 3.2.1, Ðàçäåë 3.3.1, Ðàçäåë 3.4.1 è Ðàçäåë 3.5.1 ñà

ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè

ïðè êâàäðàòè÷íà (p = 2) è êóáè÷íà (p = 3) íåëèíåéíîñò. Çà

íà÷àëíè äàííè å èçïîëçâàíî êàêòî àíàëèòè÷íî ðåøåíèå íà çà-

äà÷àòà, òàêà è ÷èñëåíî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ïî ìåòîäà íà Ïåòâè-

àøâèëè.

Ðàçãëåäàíè ñà ïðèìåðè çà ðàçïðîñòðàíåíèå íà åäèíè÷íà

âúëíà è çà âçàèìîäåéñòâèå íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå â åä-

íà è ñúùà ïîñîêà è â ïðîòèâîïîëîæíè ïîñîêè, ñ åäíà è ñúùà

ñêîðîñò è ñ ðàçëè÷íè ñêîðîñòè. ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà èëþñ-

òðèðàíè â òàáëèöè è ãðàôèêè, è å íàïðàâåíî ñðàâíåíèå ìåæäó

îòäåëíèòå êà÷åñòâåíè õàðàêòåðèñòèêè íà ñõåìèòå: ãðåøêà, ðåä

íà ñõîäèìîñò, ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ êúì òî÷íà-

òà, îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà, îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà

ìàñàòà è äð.

Ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò äîêàçàíèòå

òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè, êîèòî ñà ïðåäñòàâåíè

â Ãëàâà 3, å ïóáëèêóâàíî â ñëåäíèòå ñòàòèè ñ èìïàêò ðàíã [29],

[30], [40] è [41].
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Ãëàâà 4

Â ÷åòâúðòàòà ãëàâà îò äèñåðòàöèÿòà ñà êîíñòðóèðàíè òðè

äèôåðåí÷íè ñõåìè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà ÄÄÓ. Çà âñÿêà

îò ñõåìèòå ñà äåôèíèðàíè:

� äèñêðåòåí ìîìåíò

Mk
h (yk, wk− 1

2 ) :=

N∑
i=1

h(yki w
k− 1

2
i + β1y

k
x̂,iw

k− 1
2

x̂,i ); (4.9)

� äèñêðåòåí õàìèëòîíèàí

Hk
h(yk, wk+ 1

2 ) := Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) +
α

2(p+ 1)
((yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1),

(4.10)

êúäåòî

Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) :=
1

2

∥∥∥wk+ 1

2

∥∥∥2
+

(
β1

2
− τ2

8

)∥∥∥wk+ 1

2

x̂

∥∥∥2

−

−β2τ
2

8

∥∥∥wk+1/2
x̂x̂

∥∥∥2
+

1

8

∥∥∥yk+1 + yk
∥∥∥2

+
β2

8

∥∥∥yk+1
x̂ + ykx̂

∥∥∥2
; (4.11)

� äèñêðåòíàòà ìàñà

Ih (tk) =

N∑
i=1

hyki . (4.12)

Â Ðàçäåë 4.2.2 å èçñëåäâàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:
(
Id − β1∆̂

) wk+ 1
2

i − wk− 1
2

i

τ
= ykx̂,i − β2ykx̂x̂x̂,i + α

((
yki
)p)

x̂
,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1
2

x̂,i .

(4.13)

Òåîðåìà 8. Ñõåìàòà (4.13) å ñèìïëåêòè÷íà, ò.å. òÿ çàïàçâà

äèñêðåòíàòà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà ωk = dyk∧Jhdwk−
1

2 íà

âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî

ωk = ωk−1 = ... = ω0,

êúäåòî àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà Jh ñå çàäàâà ñ (4.7).
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Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å äîêàçàíî, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà

(4.13) çàïàçâà ïðèáëèæåíî äèñêðåòíèÿ íà÷àëåí ìîìåíò

M1
h(yk, wk−

1

2 ) ñ ãðåøêà O(h2).

Òåîðåìà 9. Ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (4.13) óäîâ-

ëåòâîðÿâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K−1 ñëåäíîòî

äèñêðåòíî ðàâåíñòâî:

Mk+1
h (yk+1, wk+ 1

2 )−Mk
h (yk, wk−

1

2 ) = −τα
N∑
i=1

hykx̂,i(y
k
i )p,

êúäåòî äèñêðåòíèÿò ìîìåíòMk
h (yk, wk−

1

2 ) å äåôèíèðàí ñ (4.9).

Îñâåí òîâà e â ñèëà îöåíêàòà∣∣∣MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ Ch2T,

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà íå óäîâëåòâîðÿâà òî÷íî äèñêðåòåí

çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà Hk
h(yk, wk+ 1

2 ).

Òåîðåìà 10. Ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (4.13)

óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K ñëåä-

íèòå ðàâåíñòâà:

Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) = Hk−1
h,L (yk−1, wk−

1

2 )− α

2
((yk)p, yk+1 − yk−1),

êúäåòî Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) å äåôèíèðàí ñ (4.11).

Îñâåí òîâà, ðåøåíèåòî çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàëíà

ãðåøêà O(τ2) äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí H0
h(y0, w

1

2 ), äåôèíèðàí

ñ (4.10), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK
h (yK , wK+ 1

2 )−H0
h(y0, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ τ2TC,

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .
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Â Ðàçäåë 4.2.1 å èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà ÄÄÓ, êî-

ÿòî èìà âèäà

(
Id − β1∆̂

) wk+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i+

+
α

p+ 1

((
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂,i

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.14)

Îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ñõåìà (4.14) e ôîðìóëèðàíî â ñëåä-

íàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 11. Ðåøåíèåòî íà ñõåìà (4.14) çàïàçâà äèñêðåòíèÿ

ìîìåíòMk
h (yk, wk−

1

2 ) âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Mk
h (yk, wk−

1

2 ) = M1
h(y1, w

1

2 ),

êúäåòî Mk
h (yk, wk−

1

2 ) ñå äåôèíèðà ñ (4.9).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîëó÷åíà îöåíêà çà çàïàçâàíåòî íà

äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí H0
h(y0, w

1

2 ) îò ñõåìà (4.14).

Òåîðåìà 12. Ðåøåíèåòî íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (4.14), óäîâ-

ëåòâîðÿâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K ñëåäíèòå

ðàâåíñòâà:

Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) = Hk−1
h,L (yk−1, wk−

1

2 )−

− α

2(p+ 1)

N∑
i=1

h
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

(yk+1
i − yk−1

i ),

êúäåòî Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 ) å äåôèíèðàí ñ (4.11).

Îñâåí òîâà, ðåøåíèåòî çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàë-

íà ãðåøêà O(h2 + τ2) äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí H0
h(y0, w

1

2 ),

äåôèíèðàí ñ (4.10), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK
h (yK , wK+ 1

2 )−H0
h(y0, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ (h2 + τ2)TC,
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ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Ôèãóðà 1: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè
c1 = 1.7 è c2 = 1.1 â åäíà è ñúùà ïîñîêà, ïîëó÷åíè ÷ðåç ñõåìàòà,
çàïàçâàùà ìîìåíòà çà ÄÄÓ

Â Ðàçäåë 4.2.6 e èçñëåäâàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

(Id − β1∆̂)
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i+

+
α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.15)

Òåîðåìà 13. Ñõåìà (4.15) å êîíñåðâàòèâíà, ò.å. çà âñÿêî k =

1, 2, ...,K ðåøåíèåòî �è óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Hk
h(yk, wk+ 1

2 ) = H0
h(y0, w

1

2 ),

êúäåòî äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí Hk
h(yk, wk+ 1

2 ) å äåôèíèðàí

ñ (4.10).
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Äðóãî ñâîéñòâî íà ñõåìà (4.15) e ÷å ðåøåíèåòî �è çàïàçâà

íà÷àëíèÿ äèñêðåòåí ìîìåíò M1
h(y1, w

1

2 ) ñ òî÷íîñò O(h2 + τ2),

ò. å. â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 14. Ðåøåíèåòî íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà (4.15)

óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K−1 ñëåä-

íîòî äèñêðåòíî ðàâåíñòâî

Mk+1
h (yk+1, wk+ 1

2 )−Mk
h (yk, wk−

1

2 ) =

−τ α

p+ 1

N∑
i=1

hykx̂,i
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

êúäåòî äèñêðåòíèÿò ìîìåíòMk
h (yk, wk−

1

2 ) å äåôèíèðàí ñ (4.9).

Îñâåí òîâà e â ñèëà îöåíêàòà∣∣∣MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ C(h2 + τ2)T,

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Òúé êàòî òðèòå ñõåìè (4.13), (4.14) è (4.15) ñå ðàçëè÷àâàò

ñàìî ïî àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, òå èìàò åäíî è

ñúùî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h). Äðóãî îáùî

çà òðèòå ñõåìè ñâîéñòâî å ñâúðçàíî ñúñ çàïàçâàíåòî íà äèñê-

ðåòíàòà ìàñà:

Òåîðåìà 15. Ñõåìèòå (4.13), (4.14) è (4.15) çàïàçâàò äèñ-

êðåòíàòà ìàñà âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K å â

ñèëà ðàâåíñòâîòî Ih(tk) = Ih(t0), êúäåòî Ih(tk) ñå äåôèíèðà ñ

(4.12) .

Â Ðàçäåë 4.2.4, Ðàçäåë 4.2.5 è Ðàçäåë 4.2.7 ñà ïðåäñòàâåíè

÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà òðèòå ñõåìè, êîíñòðóèðàíè çà íàìèðàíå

íà ðåøåíèåòî íà ÄÄÓ. Ðàçãëåäàíè ñà ïðèìåðè çà äâèæåíèå íà

åäèíè÷íà âúëíà è çà âçàèìîäåéñòâèå íà äâå âúëíè ïðè êâàäðà-

òè÷íà è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò ñ òî÷íî íà÷àëíî óñëîâèå.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè îò Ãëàâà 4 å ïóáëè-

êóâàíî â ñïèñàíèå ñ èìïàêò ôàêòîð [31].
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Ôèãóðà 2: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè
c1 = 1.1 è c2 = −1.3, ïîëó÷åíè ÷ðåç íà ñõåìàòà, çàïàçâàùà
ìîìåíòà çà ÄÄÓ
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5 Àïðîáàöèÿ íà äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå

ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè è ñåìèíàðè:

• Ninth International Conference on Application of Mathematics

in Technical and Natural Sciences, Albena, Bulgaria, 2017;

• Mathematics Days in So�a, Bulgaria, 2017;

• Fifteenth International Conference of Numerical Analysis and

Applied Mathematics, Thessaloniki, Greece, 2017;

• Sixth CMAPT Workshop Computational Mathematics and

Approximation Theory, Linz, Austria, 2017;

• Tenth Jubilee Conference of the Euro-American Consortium

for Promoting the

Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences,

Albena, Bulgaria, 2018;

• Ninth Numerical Method and Application, Borovets Bulgaria,

2018;

• Seventh CMAPTWorkshop Computational Mathematics and

Approximation Theory, Sozopol, Bulgaria, 2018;

• Thirteenth Annual Meeting of the Bulgarian Section of Siam,

So�a, Bulgaria, 2018.

6 Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè êàêòî ñëåäâà:

• Â ìåæäóíàðîäíè íàó÷íè ñïèñàíèÿ ñ èìïàêò ôàêòîð:

� N. Kolkovska, V. Vucheva, Invariant preserving scheme for

double dispersion equation, Advances in Di�erence Equations

(2019) 2019:216, 1-16 ;IF 1.510(2018),
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https://doi.org/10.1186/s13662-019-2152-y, IF 1.510 ;

• Â ñáîðíèöè ñ äîêëàäè îò ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè ñ

SJR:

� N. Kolkovska, V. Vucheva, Numerical investigation of sixth

order Boussinesq equation, in AMiTaNS'17, AIP CP 1895

(American Institute of Physics, Melville, NY, 2017), paper

110003-1-110003-8. SJR 0.165.

� V. Vucheva, N. Kolkovska, Convergence analysis of �nite

di�erence scheme for sixth order Boussinesq equation, AIP

Conference Proceedings, 1978 (1):470033; 2018, SJR:0.182;

� N. Kolkovska, V. Vucheva, Energy preserving �nite di�erence

scheme for sixth order Boussinesq Equation, Procedia

Engineering, 199 (2017) 1539�1543, SJR 0.282;

� V. Vucheva, N. Kolkovska, A symplectic numerical method

for the sixth order Boussinesq equation, accepted for

publication (2019).
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7 Áëàãîäàðíîñò è ïîñâåùåíèå

Ñúðäå÷íî áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë

ïðîô. ä-ð Íàòàëèÿ Êîëüêîâñêà çà âðåìåòî,

êîåòî ìè îòäåëè, êàòî ïðåâúðíà âñÿêà

ñïîäåëåíà ìèíóòà â ïîâîä äà ðàçøèðÿ è îáîãàòÿ

ïîçíàíèÿòà ñè!
Áåçêðàéíî ñúì �è áëàãîäàðíà çà òúðïåíèåòî,
ïðåöèçíîñòòà, ïîäêðåïàòà è ðàçáèðàíåòî,

êîèòî ñà èçêëþ÷èòåëåí äàð â íàøèÿ çàáúðçàí
æèâîò!

Èçêàçâàì áëàãîäàðíîñò êúì Íàöèîíàëíà ïðîãðà-
ìà ½Ìëàäè ó÷åíè è ïîñòäîêòîðàíòè� 2018-2020
êúì ÌÎÍ. Ñëåä êàòî êàíäèäàòóðàòà ìè ïî ïðîãðà-
ìàòà áåøå îäîáðåíà, áÿõ íàçíà÷åíà íà äëúæíîñò
èçñëåäîâàòåë â ÈÌÈ. Òîâà ìè äàäå âúçìîæíîñò
äà ïðîäúëæà íàó÷íèòå ñè ïðîó÷âàíèÿ è äà çàâúð-
øà äèñåðòàöèîííèÿ ñè òðóä.

Ïîñâåùàâàì äèñåðòàöèÿòà íà ìîåòî
ñåìåéñòâî!
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8 Îñíîâíè íàó÷íè ïðèíîñè

Oñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà:

1. Ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íà ñõåìà ÔÄÑ çà óðàâíåíèåòî

íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (ÓÁØÐ) ñ äîñòàòú÷íî óñëîâèå

çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h). Òàçè ñõåìà èìà âòîðè ðåä íà

òî÷íîñò è çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

2. Äîêàçàíà å ñõîäèìîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà ÔÄÑ

êúì òî÷íîòî ðåøåíèå íà íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à â äèñê-

ðåòíè W 2
2,h è Ch íîðìè ñ òî÷íîñò O(h2 + τ2).

3. Çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä å êîíñòðóèðàíà

è èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ÷èåòî ðåøåíèå çàïàçâà

ñèìïëåêòè÷íàòà ñòðóêòóðà íà äèñêðåòíî íèâî è äèñêðåò-

íàòà ìàñà. Ïðè òàçè ñõåìà íà÷àëíàòà åíåðãèÿ ñå çàïàçâà

ñ ãðåøêà O(τ2).

4. Êîíñòðóèðàíè ñà äâå äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèåòî

íà Áóñèíåñê îò ÷åòâúðòè ðåä. Ñõåìèòå ñà ñ âòîðè ðåä íà

àïðîêñèìàöèÿ, à óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò å τ = O(h). Åä-

íàòà ñõåìà çàïàçâà òî÷íî ñèìïëåêòè÷íàòà ñòðóêòóðà íà

äèñêðåòíîòî ðåøåíèå è äèñêðåòíàòà ìàñà, è ïðèáëèæåíî

ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(h2) äèñêðåòíèÿ ìîìåíò. Âòîðàòà ñõå-

ìà çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíèÿ ìîìåíò è äèñêðåòíàòà ìàñà,

è ïðèáëèæåíî ñ ãðåøêà O(h2 + τ2) íà÷àëíàòà äèñêðåòíà

åíåðãèÿ.

5. Âñè÷êè òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè ñà ïîòâúðäåíè ïðè ïðîâåæ-

äàíåòî íà ðåäèöà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè. Íàïðàâåíî å ñðàâ-

íåíèå íà êà÷åñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ðàçãëåæäàíèòå

ñõåìè.
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9 Äåêëàðàöèÿ

Äåêëàðèðàì, ÷å ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ íà òåìà "Òåîðå-

òè÷åí è ÷èñëåí àíàëèç íà äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèÿ íà

Áóñèíåñê" å ìîé òðóä. Â íåéíîòî ðàçðàáîòâàíå íå ñà ïîëçâàíè

ðàçðàáîòêè è ÷óæäè ïóáëèêàöèè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå

èì ïðàâà.

Âñè÷êè öèòèðàíèÿ íà èçòî÷íèöè íà èíôîðìàöèÿ, òåêñò è

äðóãè ñà îáîçíà÷åíè ñïîðåä ñòàíäàðòèòå.

Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïóáëèêóâàíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä,

ñà îðèãèíàëíè è íå ñà âçàèìñòâàíè îò èçòî÷íèöè, â êîèòî íÿ-

ìàì ó÷àñòèå.

Ïîäïèñ: ..................
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