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1 Óâîä

Óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê

Â äèñåðòàöèÿòà å ðàçãëåäàíà çàäà÷à íà Êîøè çà åäíîìåðíèòå óðàâíåíèÿ íà Áóñè-

íåñê:

• Äâîéíî äèñïåðñíî óðàâíåíèå (ÄÄÓ) èëè Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ ∆f(u); (1.1)

• Óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (ÓÁØÐ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ β3∆3u−∆f(u), (1.2)

â êîÿòî òúðñåíîòî ðåøåíèå u = u(x, t) å äåôèíèðàíî ïðè x ∈ (−∞,∞) è t ∈ [0, T ].

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà ñà

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x).

Çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñå ïðåäïîëàãà, ÷å

u0 ∈W 1
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R), (1.3)

a çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

u0 ∈W 2
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R). (1.4)

Òóê ñW k
2 ñà îçíà÷åíè êëàñîâåòå íà Ñîáîëåâ ñ ê-òè ïðîèçâîäíè îò L2(R), a ∆ å åäíî-

ìåðíèÿò îïåðàòîð íà Ëàïëàñ, ò.å. ∆u =
∂2u

∂x2
. Îñâåí òîâà (−∆)−s u = F−1

(
|ξ|−2sF(u)

)
çà s > 0, êúäåòî F(u) è F−1(u) ñà ñúîòâåòíî Òðàíñôîðìàöèÿ íà Ôóðèå è Îáðàòíà

òðàíñôîðìàöèÿ íà Ôóðèå.

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ñà õèïåðáîëè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ

åäèí, äâà èëè òðè äèñïåðñíè ÷ëåíà è íåëèíåéíîñò îò ïîëèíîìèàëåí òèï. Â ðàçãëåäà-

íèòå â äèñåðòàöèÿòà çàäà÷è íåëèíåéíèÿò ÷ëåí èìà âèäà

f(u) = αup, p = 2, 3, ..., p ∈ N.

Êîåôèöèåíòèòå β1, β2 è β3 ñà äèñïåðñíè ïàðàìåòðè, à α å ïàðàìåòúð íà àìïëèòó-

äàòà.

Òåçè óðàâíåíèÿ ó÷àñòâàò â ðåäèöà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îïèñâàùè ðåàëíè ïðî-

öåñè. ÄÄÓ ñå ñðåùà ïðè ìîäåëèðàíå íà íàäëúæíèòå òðåïòåíèÿ â íåëèíåéíè àòîìíè

âåðèãè è ïðè äâóïîñî÷íîòî ðàçïðîñòðàíåíèå íà ìàëêà àìïëèòóäíà âúëíà íà ïîâúðõ-

íîñòòà íà ïëèòêà âîäà [12]. Ñúùî òàêà ÄÄÓ ñå ïîÿâÿâà â äèñëîêàöèîííàòà òåîðèÿ íà

êðèñòàëèòå, â îïòèêàòà è ò.í.

Óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ó÷àñòâà â íÿêîè ìèêðî-ñòðóêòóðíè çàäà÷è

[4] è â äèíàìèêàòà íà ïîâúðõíîñòíà âúëíà ñ ìàëêà àìïëèòóäà â ïëèòêà âîäà [16, 17].

Èçâåæäàíåòî íà óðàâíåíèå (1.1) îò ïúëíèÿ ìîäåë íà Áóñèíåñê å îïèñàíî â [12].
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Ïðåäñòàâÿíå íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê êàòî îáîáùåíè

õàìèëòîíîâè ñèñòåìè

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèä íà îáîáùåíè õàìèëòoíî-

âè ñèñòåìè. Çà òåçè ñèñòåìè å õàðàêòåðíî ñâîéñòâîòî ñèìïëåêòè÷íîñò, êîåòî â ñëó÷àÿ

îçíà÷àâà çàïàçâàíå íà îðèåíòèðàíàòà ïëîù âúâ âðåìåòî. Äåôèíèöèÿ íà õàìèëòîíîâè

ñèñòåìè, òåõíè ñâîéñòâà è ñàìîòî ïðåäñòàâÿíå ñà ïîêàçàíè â Ðàçäåë 2.2.1.

Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå e åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà

ñèñòåìà 
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+
∂f(u)

∂x

)
.

(1.5)

Òóê v(x, t) å ïîìîùíà ôóíêöèÿ, à Id å èäåíòèòåòúò. Õàìèëòîíèàíúò (åíåðãèÿòà) íà

ñèñòåìà (1.5) å äåôèíèðàí ñ èçðàçà

H(u, v) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ 2α
up+1

p+ 1

)
dx. (1.6)

Ïîäîáíî íà ÄÄÓ, ñêàëàðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä å åêâèâàëåíòíî

íà ñëåäíàòà ñèñòåìà
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+ β3

∂5u

∂x5
− α∂u

p

∂x

)
,

(1.7)

ñ õàìèëòîíèàí

H(u, v) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ β3

(
∂2u

∂x2

)2

− 2α
up+1

p+ 1

)
dx. (1.8)

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà ñèñòåìèòå (1.5) è (1.7) ñà

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).

Óñëîâèÿòà (1.3) îñèãóðÿâàò, ÷å çà ðåøåíèåòî (u, v) íà ñèñòåìà (1.5) å â ñèëà u(x, t) ∈
W 1

2 (R), v(x, t) ∈W 1
2 (R) ïðè t ∈ [0, T ).

Îò óñëîâèÿòà (1.4) ñëåäâà, ÷å çà ðåøåíèåòî (u, v) íà ñèñòåìà (1.7) å â ñèëà u(x, t) ∈
W 2

2 (R), v(x, t) ∈W 1
2 (R) ïðè t ∈ [0, T ).

Çàêîíè çà çàïàçâàíå

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê èìàò òðè èíâàðèàíòè: åíåðãèÿ, ìàñà è ìîìåíò. Ìàñàòà

I(u(x, t)) è ìîìåíòúò M(u(x, t), v(x, t)) ñå äåôèíèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I(u(x, t)) :=

∫
R
u(x, t)dx, (1.9)

M(u(x, t), v(x, t)) :=

∫
R

(u(x, t)v(x, t) + β1ux(x, t)vx(x, t)) dx. (1.10)
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Òåîðåìà 1. Çà âñÿêî t ≥ 0 ðåøåíèåòî (u, v) íà (1.5) è (1.7) óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå

ðàâåíñòâà:

H(u(x, t), v(x, t)) = H(u(x, 0), v(x, 0)), ò.å. çàïàçâàíå íà õàìèòîíèaíà (åíåðãèÿòà);

I(u(x, t)) = I(u(x, 0)), ò.å. çàïàçâàíå íà ìàñàòà;

M(u(x, t)) = M(u(x, 0)), ò.å. çàïàçâàíå íà ìîìåíòà.

Îñâåí ÷ðåç èçðàçèòå (1.6) è (1.8) åíåðãèÿòà ìîæå äà ñå çàïèøå â òåðìèíèòå ñàìî

íà ôóíêöèÿòà u(x, t) è òîãàâà ñå èçïîëçâà îçíà÷åíèåòî E(u(x, t)). Åêâèâàëåíòíîñòòà

íà H(u(x, t), v(x, t)) è E(u(x, t)) å äîêàçàíà â Òåîðåìà 22.

Ïðåãëåä íà ëèòåðàòóðàòà

ÄÄÓ ñ β1 = 0 e èçâåñòíî â ëèòåðàòóðàòà êàòî "Äîáðî" óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê.

Ïðè íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ìó ðåøåíèå ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå ìåòîäè:

• ìåòîä íà Ãàëüîðêèí å èçñëåäâàí â [9] è [37];

• ìåòîä íà êðàéíèòå ðàçëèêè å ïðèëîæåí â [15];

• ñïåêòðàëíè è ïñåâäîñïåêòðàëíè ìåòîäè ñà èçïîëçâàíè â [6, 23, 36, 49];

• ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä å ïðèëîæåí â [2];

• ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè ñà ïóáëèêóâàíè â [1, 3, 5, 26, 48];

• áåçìðåæîâ ìåòîä â [35].

Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñ β1 > 0 íå å òîëêîâà ïîäðîáíî èçñëåäâàíî ÷èñëåíî.

Çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà åäíîìåðíàòà çàäà÷à e èçïîëçâàí ìåòîä íà êðàéíèòå

ðàçëèêè â [7, 12, 13, 27, 29]. Êîíñòðóèðàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè ñà êîíñåðâàòèâíè.

Òî÷íîòî çàïàçâàíå íà ãëîáàëíàòà äèñêðåòíà åíåðãèÿ è ñõîäèìîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä

ñà äîêàçàíè â [28, 29, 31].

Ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ çà äâóìåðíîòî ÄÄÓ îò âèäà íà áÿãàùà âúëíà ñà íàìåðåíè

â [9] è [44].

Ðåøåíèåòî íà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê (1.1) å íàìåðåíî ÷ðåç äèôåðåí÷åí

ìåòîä â [14] è [19]. Â [14] å êîíñòðóèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò ïî

ïðîñòàíñòâîòî è âðåìåòî. Èçïîëçâàíàòà ìðåæà å íåðàâíîìåðíà è ïðè êîíñòðóèðàíåòî

íà ñõåìàòà ñà èçïîëçâàíè äâå ðàçëè÷íè àñèìïòîòè÷íè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Ïúðâîòî ãðà-

íè÷íî óñëîâèå å òðèâèàëíî, à äðóãîòî ñúâïàäà ñ î÷àêâàíîòî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå

â áåçêðàéíîñòòà.

Òðè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò ñà ïðåäëîæåíè, èçñëåäâàíè è ñðàâ-

íåíè â [19]. Ñõåìèòå ñå ðàçëè÷àâàò ïî àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí.

Èêîíîìè÷íà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà äâóìåðíîòî ÄÄÓ å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà

â [30]. Äîêàçàíî å, ÷å ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî äâóìåðíî ÄÄÓ óäîâëåòâîðÿâà

äèñêðåòíî åíåðãåòè÷íî òúæäåñòâî è å óñòàíîâåíà ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà â åíåðãåòè÷íà

íîðìà.

×èñëåíè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñ β1 = 0 ñà ïîëó÷åíè

÷ðåç ñïåêòðàëåí è ïñåâäîñïåêòðàëåí ìåòîä â [8, 10, 11, 17]. Ïî-êîíêðåòíî â [11] å èç-

ïîëçâàíà ïúëíà îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò ôóíêöèè, à â [17] å ïðèëîæåíà êîìáèíàöèÿ

îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà ×åáèøåâ è ðàäèàëíè áàçèñíè ôóíêöèè, çà äà ñå ïîëó÷è

ïðàâèëíîòî ïîâåäåíèå íà âúëíàòà êàêòî â íà÷àëîòî, òàêà è â áåçêðàéíîñòòà.
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Çà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñ β1 = 0 â [16] è

[22] ñà ïîëó÷åíè è èçñëåäâàíè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ ðàçëè÷íè àïðîêñèìàöèè íà íåëè-

íåéíîñòòà. Ñõåìàòà â [16] çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ, à ñõåìàòà â [22]- äèñêðåòíàòà

ìàñà.

Ðåøåíèÿòà íà ÓÁØÐ îò òèï áÿãàùà âúëíà u(x, t) = φ(x − ct) ñà ðåøåíèÿ íà

ñëåäíîòî óðàâíåíèå îò ÷åòâúðòè ðåä

β3φ
IV − (β2 − β1c

2)φII + (1− c2)φ− αφp = 0, (1.11)

ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

∣∣∣∣dsφdxs
∣∣∣∣→ 0 ïðè |x| → ∞ çà s = 0, 1.

Òåçè ðåøåíèÿ ïðè β1 = 0 ñà èçñëåäâàíè â [16]. Òî÷íîòî ðåøåíèå íà òîâà îáèêíîâåíî

äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (ÎÄÓ) å íàìåðåíî ÷ðåç åëèïòè÷íè ôóíêöèè íà Âàéåðùðàñ

â [4].

Ïðè ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå ñà ïîëó÷åíè òî÷íè ðåøåíèÿ íà (1.11) â

[17], âèæ (2.3) è (2.4).

Åäèíè÷íèòå âúëíè è òÿõíîòî âçàèìîäåéñòâèå ñà èçñëåäâàíè ÷èñëåíî â [16] è [22].

Â çàâèñèìîñò îò çíàêà íà äèñïåðñíèÿ ïàðàìåòúð β2 ñúùåñòâóâàò äâà òèïà ñîëèòîííè

ðåøåíèÿ íà (1.11): ñ ìîíîòîííà ôîðìà ïðè β2 > 0 è ðåøåíèÿ ñ îñöèëèðàùî ïîâåäåíèå

ïðè β2 < 0 è x → ±∞. Ðåøåíèÿòà íà (1.11) ñ îñöèëèðàùî ïîâåäåíèå ñå íàðè÷àò

ðåøåíèÿ îò òèï íà Êàâàõàðà [16].

Öåëè íà äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà

Îñíîâíî ïðàâèëî ïðè èçáîðà íà ÷èñëåí ìåòîä å òîé äà çàïàçâà êîëêîòî å âúç-

ìîæíî ïîâå÷å îò ñâîéñòâàòà íà íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à. Ïî òàçè ïðè÷èíà öåëèòå íà

íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà:

• Ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê îò ÷åòâúðòè

è øåñòè ðåä, çàïàçâàùè äèñêðåòíè àíàëîçè çà ìàñàòà, ìîìåíòà, åíåðãèÿòà è

ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà äèñêðåòíî íèâî.

• Òåîðåòè÷íî èçñëåäâàíå íà ïîñòðîåíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè, êîåòî âêëþ÷âà:

- îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ è óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò;

- èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñòòà íà äèñêðåòíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî;

- ôîðìóëèðàíå è äîêàçâàíå íà äèñêðåòíè çàêîíè çà çàïàçâàíå; ïîëó÷àâàíå íà

îöåíêè çà ïðèáëèæåíî çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà, ìàñàòà è ìîìåíòà.

• Ïðîâåæäàíå íà ðåäèöà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñ öåë ïîòâúðæäàâàíå íà òåîðå-

òè÷íèòå ðåçóëòàòè:

- âòîðè ðåä íà òî÷íîñò çà êîíñòðóèðàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè;

- âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíèòå èíâàðèàíòè êúì òî÷íèòå.

• Ñðàâíÿâàíå íà êà÷åñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ðàçãëåæäàíèòå ñõåìè.

Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà

Ãëàâà 2

Âúâ âòîðà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñà ôîðìóëèðàíè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà

ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê âúâ âèä íà ñîëèòîí. Ïðåäñòàâåíè ñà ôîðìóëà

(2.1) íà òî÷íîòî ðåøåíèå íà ÄÄÓ è àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ íà ÓÁØÐ ïðè êîíêðåòíè

ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Ðàçãëåäàí å ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè çà ÷èñëåíî íàìèðàíå
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íà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî îò øåñòè ðåä âúâ âèä íà áÿãàùà âúëíà, êîåòî å ðåøåíèå

íà íåëèíåéíîòî ÎÄÓ îò ÷åòâúðòè ðåä (1.11).

Â Ãëàâà 2 å äîêàçàíî õàìèëòîíîâîòî ïðåäñòàâÿíå íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê.

Ïîêàçàíà å åêâèâàëåíòíîñò íà íåïðåêúñíàòàòà åíåðãèÿ E(u(x, t)), çàïèñàíà ñàìî â

òåðìèíèòå íà ðåøåíèåòî u(x, t) è íåïðåêúñíàòèÿ õàìèëòîíèàí H(u(x, t), v(x, t)).

Âúâåäåíè ñà îçíà÷åíèÿ è ôîðìóëè, èçïîëçâàíè â ñëåäâàùèòå äâå ãëàâè.

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëèòå ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè íÿêîè âàæíè òåîðåìè îò

[40], êîèòî ñà èçïîëçâàíè ïðè òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ â äèñåðòàöèÿòà.

Ãëàâà 3

Â òðåòàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñà êîíñòðóèðàíè ÷åòèðè äèôåðåí÷íè ñõåìè çà

íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä. Â Ðàçäåë 3.2 å

ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i −

α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

ykt,i − β1∆hy
k
t,i = ∆hw

k+ 1

2

i .

(1.12)

Äîñòàòú÷íîòî �è óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h2) å ôîðìóëèðàíî è äîêàçàíî â

ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà (1.12), (åêâèâàëåíòíî

ñõåìàòà (1.12) ñ f1(y) = 0) å óñëîâíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, ñúñ ñëåäíîòî

óñëîâèå íà óñòîé÷èâîñò

τ ≤

√
β1

(1 + ε)(h4 + 4β2h2 + 16β3)
h2,

êúäåòî ε å ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íåçàâèñåùî îò h è τ .

Òîâà óñëîâèe å ðåñòðèêòèâíî è çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî ïðè T >> 0 òðÿáâà äà

ñå èçâúðøàò çíà÷èòåëåí áðîé ñòúïêè ïî âðåìåòî. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà â Ðàçäåë 3.3

å ïîñòðîåíà íîâà ñõåìà, ïðè êîÿòî çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà îò øåñòè ðåä å

èçïîëçâàíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íà òðè âðåìåâè ñëîÿ ñ

ïàðàìåòúð σ. ×ðåç ìåòîä íà ðåãóëÿðèçàöèÿòà å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i −

− α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

(Id − β1∆h) ykt,i = ∆hw
k+ 1

2

i ,

(1.13)

êîÿòî íàðè÷àìå Ôàêòîðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (ÔÄÑ). Òàçè ñõåìà èìà äîñòàòú÷íî

óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h):

Òåîðåìà 3. Íåêà ñúùåñòâóâà ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε, òàêîâà ÷å ñà èçïúëíåíè

ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

àêî σ ≥ max

{
1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

}
, òî τ2 ≤ 4β1

1 + ε
; (1.14)

àêî σ ∈
[

1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

)
, òî τ2 ≤ min

{
4β1

1 + ε
, h2 4β2

1

β1(1 + ε)(h2 + 4β2)− 16σβ3

}
.

(1.15)

Òîãàâà ñõåìà (1.13) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè è äÿñíà ÷àñò.
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Ñõåìàòà (1.12) ñå ïîëó÷àâà îò Ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà (1.13) ïðè σ = 0.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ íà ÔÄÑ å äåôèíèðàíà ÷ðåç èçðàçà

Eh(yk) := Eh,L(yk)− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
, (1.16)

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò Eh,L(yk) å çàäàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî

Eh,L(yk) :=
1

2

(
(−∆h)−

1

2 ykt , (−∆h)−
1

2 ykt

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
+

+
τ2

2

(
β3σ

β1
− β2

4

)(
∆hy

k
t , y

k
t

)
+
τ2β3

2

(
σ − 1

4

)(
∆hy

k
t ,∆hy

k
t

)
+

+
1

8

((
Id − β2∆h + β3∆2

h

)
(yk+1 + yk), yk+1 + yk

)
.

Ðåøåíèåòî íà äâåòå ñõåìè óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèÿ äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà

åíåðãèÿòà Eh(yk):

Òåîðåìà 4. Äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (1.12) è (1.13) ñà êîíñåðâàòèâíè, ò.å. íà âñåêè

ñëîé k = 1, 2, ...,K å â ñèëà:

Eh(yk) = Eh(y0),

êúäåòî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk) ñå çàäàâà ñ èçðàçà (1.16).

Çà ÔÄÑ ñà äîêàçàíè ñëåäíèòå òåîðåìè çà ñõîäèìîñò â W 2
2,h íîðìà è â Ch íîðìà:

Òåîðåìà 5. (Ñõîäèìîñò íà ìåòîäà) Íåêà u(x, t) ∈ C8,4(R× [0, T ]) è äèñêðåòíîòî

ðåøåíèå yk íà ÔÄÑ å îãðàíè÷åíî. Íåêà å óäîâëåòâîðåíî óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò

(1.14)-(1.15). Òîãàâà çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòúïêè τ äèñêðåòíîòî ðåøåíèå yk

êëîíè êúì òî÷íîòî ðåøåíèå uk ïðè h → 0, τ → 0 è çà ãðåøêàòà zk = uk − yk å â

ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà

β1‖zKt ‖2 + ‖zK+1‖2 + β2‖zK+1
x̄ ‖2 + β3‖zK+1

x̄x ‖2 ≤ C(h2 + τ2)2.

Ñëåäñòâèå 1.1. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 5. Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåä-

íèòå îöåíêè çà ãðåøêàòà zk = uk − yk â ðàâíîìåðíà íîðìà:

‖zk‖Ch
= max

i
|zki | ≤M1(h2 + τ2), ‖zkx̄‖Ch

= max
i
|zkx̄,i| ≤M2(h2 + τ2),

êúäåòî M1 è M2 ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè, íåçàâèñåùè îò h è τ .

Ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò ïðåäèìñòâî íà ÔÄÑ

ïðåä äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 ïî îòíîøåíèå íà èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå è

çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

Îñòàíàëèòå äâå ñõåìè â òðåòà ãëàâà ñà êîíñòðóèðàíè ñëåä ïðåäñòàâÿíå íà ÓÁØÐ

êàòî îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà (1.7). Èçïîëçâàíè ñà êðàéíè ðàçëèêè ñ âòîðè ðåä

íà àïðîêñèìàöèÿ è ñòúïêè 2h, à ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâîòî êúì ïîëó÷å-

íàòà ïîëóäèñêðåòíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà å ïðèëîæåí ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå. Â

ðåçóëòàò íà òîâà â Ðàçäåë 3.5 å èçñëåäâàíà ñõåìàòà
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i − α

(
yki+1

)p − (yki−1

)p
2h

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(1.17)

Çà íåÿ å õàðàêòåðíî ñëåäíîòî âàæíî ñâîéñòâî:
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Òåîðåìà 6. Ñõåìàòà (1.17) å ñèìïëåêòè÷íà, ò.å. òÿ çàïàçâà äèñêðåòíàòà ñèìï-

ëåêòè÷íà ñòðóêòóðà ωk = dzk ∧ Jhdzk−1, zk = (uk, wk−
1

2 ) íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî

ωk = ωk−1 = · · · = ω0,

êúäåòî àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà Jh èìà âèäà

Jh =

 0
(
Id − β1∆̂

)−1
∂x̂(

Id − β1∆̂
)−1

∂x̂ 0

 . (1.18)

Â Òåîðåìà 38 å ïîêàçàíî, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (1.17) çàïàçâà äèñêðåòíàòà

åíåðãèÿ H0
h

(
y0, w

1

2

)
ïðèáëèæåíî ñ ãðåøêà O(τ2), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK

h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ τ2TC.

Â Ðàçäåë 3.4 å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà

(Id − β1∆̂)
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i−

− α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
=
w
k+ 1

2

i+1 − w
k+ 1

2

i−1

2h
.

(1.19)

Â Òåîðåìà 34 å äîêàçàíî, ÷å ðåøåíèåòî íà ñõåìà (1.19) óäîâëåòâîðÿâà äèñêðåòåí

çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà Hh(yk, wk+ 1

2 ) = Hh(y0, w
1

2 ) çà k = 1, ...,K.

Äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (1.17) è (1.19) àïðîêñèìèðàò õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (1.7) ñ

ãðåøêà O(h2 +τ2). Òúé êàòî äâåòå ñõåìè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî àïðîêñèìàöèÿòà íà íå-

ëèíåéíèÿ ÷ëåí, òå èìàò åäíî è ñúùî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h2), ôîðìóëèðàíî

â Òåîðåìà 36. Îñâåí òîâà å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 7. Ðåøåíèåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè (1.17) è (1.19) çàïàçâà äèñêðåòíàòà

ìàñà Ih(tk) âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Ih(tk) = Ih(t0), êúäåòî Ih(tk) =
∑N

i=1 hy
k
i .

Â Ðàçäåë 3.2.1, Ðàçäåë 3.3.1, Ðàçäåë 3.4.1 è Ðàçäåë 3.5.1 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè

îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïðè êâàäðàòè÷íà (p = 2) è êóáè÷íà (p = 3)

íåëèíåéíîñò. Çà íà÷àëíè äàííè å èçïîëçâàíî êàêòî àíàëèòè÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà,

òàêà è ÷èñëåíî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ïî ìåòîäà íà Ïåòâèàøâèëè.

Ðàçãëåäàíè ñà ðåäèöà ïðèìåðè çà ðàçïðîñòðàíåíèå íà åäèíè÷íà âúëíà è çà âçàèìî-

äåéñòâèå íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå â åäíà è ñúùà ïîñîêà è â ïðîòèâîïîëîæíè ïîñîêè,

ñ åäíà è ñúùà ñêîðîñò è ñ ðàçëè÷íè ñêîðîñòè. ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà èëþñòðèðàíè â

ðåäèöà òàáëèöè è ãðàôèêè. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå ìåæäó îòäåëíèòå êà÷åñòâåíè õà-

ðàêòåðèñòèêè íà ñõåìèòå: ãðåøêà, ðåä íà ñõîäèìîñò, ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ

êúì òî÷íàòà, îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà, îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà ìàñàòà è äð.

Ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò äîêàçàíèòå òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè, êîèòî ñà ïðåäñòàâåíè â Ãëàâà 3 å ïóáëèêó-

âàíî â ñëåäíèòå ñòàòèè ñ èìïàêò ðàíã [32], [33], [45] è [46].
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Ãëàâà 4

×åòâúðòàòà ãëàâà îò äèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà ÄÄÓ

ñ ïîìîùòà íà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + f(yk)x̂,i,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(1.20)

Èçïîëçâàíè ñà ñëåäíèòå òðè ðàçëè÷íè àïðîêñèìàöèè íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí f(yki ):

f(yki ) = f1(yki ) := α(yki )p;

f(yki ) = f2(yki ) :=
α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

;

f(yki ) = f3(yki ) :=
α

p+ 1

(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

.

Â ðåçóëòàò íà òîâà îò (1.20) ñà ïîëó÷åíè òðè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ ðàçëè÷íè ñâîéñòâà.

Çà âñÿêà îò òåçè ñõåìè ñà äåôèíèðàíè

• äèñêðåòåí ìîìåíò

Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
:=

N∑
i=1

h
(
yki w

k− 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

x̂,i

)
; (1.21)

• äèñêðåòåí õàìèëòîíèàí

Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
:= Hk

h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
+

α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
, (1.22)

êúäåòî

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
:=

1

2

∥∥∥wk+ 1

2

∥∥∥2
+

(
β1

2
− τ2

8

)∥∥∥wk+ 1

2

x̂

∥∥∥2

− β2τ
2

8

∥∥∥wk+1/2
x̂x̂

∥∥∥2
+

+
1

8

∥∥∥yk+1 + yk
∥∥∥2

+
β2

8

∥∥∥yk+1
x̂ + ykx̂

∥∥∥2
;

• äèñêðåòíà ìàñà

Ih (tk) =

N∑
i=1

hyki . (1.23)

Â Ðàçäåë 4.2.2 å èçñëåäâàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:
(
Id − β1∆̂

) wk+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + α

((
yki
)p)

x̂
,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(1.24)

Òåîðåìà 8. Ñõåìàòà (1.24) å ñèìïëåêòè÷íà, ò.å. òÿ çàïàçâà äèñêðåòíàòà ñèìï-

ëåêòè÷íà ñòðóêòóðà ωk = dzk ∧ Jhdzk−1, zk = (uk, wk−
1

2 ) íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî

ωk = ωk−1 = · · · = ω0,

êúäåòî àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà Jh ñå çàäàâà ñ (1.18).
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Â Òåîðåìà 43 å äîêàçàíî, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (1.24) çàïàçâà ïðèáëèæåíî

äèñêðåòíèÿ ìîìåíòM1
h

(
y1, w

1

2

)
ñ ãðåøêà O(h2), ò.å. çà ðåøåíèåòî �è å â ñèëà îöåíêàòà∣∣∣MK

h

(
yK , wK−

1

2

)
−M1

h

(
y1, w

1

2

)∣∣∣ ≤ Ch2T.

Påøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà íå óäîâëåòâîðÿâà òî÷íî äèñêðåòåí çàêîí çà

çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà. Â Òåîðåìà 44 å ïîêàçàíî, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çàïàçâà

äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ H0
h

(
y0, w

1

2

)
ïðèáëèæåíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(τ2), ò.å. â ñèëà å

îöåíêàòà ∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ τ2TC.

Â Ðàçäåë 4.2.4 å èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà ÄÄÓ, êîÿòî èìà âèäà
(
Id − β1∆̂

) wk+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

((
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂,i

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(1.25)

Îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ñõåìà (1.25) e ôîðìóëèðàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9. Ðåøåíèåòî íà ñõåìà (1.25) çàïàçâà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò M1
h

(
y1, w

1

2

)
âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
= M1

h

(
y1, w

1

2

)
,

êúäåòî Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (1.21).

Â Òåîðåìà 46 å äîêàçàíî, ÷å ñõåìà (1.25) çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà

O(h2 + τ2) äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí H0
h

(
y0, w

1

2

)
, ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK

h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ (h2 + τ2
)
TC.

Â Ðàçäåë 4.2.6 e èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà
(
Id − β1∆̂

) wk+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(1.26)

Âàæíî íåéíî ñâîéñòâî å ôîðìóëèðàíî è äîêàçàíî â ñëåäâàùàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 10. Ñõåìà (1.26) å êîíñåðâàòèâíà, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K ðåøåíèåòî

�è óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
= H0

h

(
y0, w

1

2

)
,

êúäåòî äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (1.22).
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Äðóãî ñâîéñòâî íà ñõåìà (1.26), äîêàçàíî â Òåîðåìà 48 e, ÷å ðåøåíèåòî �è çàïàçâà

íà÷àëíèÿ äèñêðåòåí ìîìåíò M1
h

(
y1, w

1

2

)
ñ òî÷íîñò O(h2 + τ2), ò. å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣MK

h

(
yK , wK−

1

2

)
−M1

h

(
y1, w

1

2

)∣∣∣ ≤ C(h2 + τ2)T.

Òúé êàòî òðèòå ñõåìè (1.24), (1.25) è (1.26) ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî àïðîêñèìàöèÿòà

íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, òå èìàò åäíî è ñúùî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h),

ôîðìóëèðàíî â Òåîðåìà 40. Îñâåí òîâà å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 11. Ñõåìèòå (1.24), (1.25) è (1.26) çàïàçâàò äèñêðåòíàòà ìàñà âúâ âðå-

ìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ðàâåíñòâîòî Ih(tk) = Ih(t0), êúäåòî Ih(tk)

ñå äåôèíèðà ñ (1.23) .

Â Ðàçäåë 4.2.4, Ðàçäåë 4.2.5 è Ðàçäåë 4.2.7 ñà ïðåäñòàâåíè ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà

òðèòå ñõåìè, êîíñòðóèðàíè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà ÄÄÓ. Ðàçãëåäàíè ñà ïðèìå-

ðè çà äâèæåíèå íà åäèíè÷íà âúëíà è çà âçàèìîäåéñòâèå íà äâå âúëíè ïðè êâàäðàòè÷-

íà è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò ñ òî÷íî íà÷àëíî óñëîâèå. Ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè

ïîòâúðæäàâàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè îò Ãëàâà 4 å ïóáëèêóâàíî â ñïèñàíèå ñ èì-

ïàêò ôàêòîð [34].

Ñëåäâàò áëàãîäàðíîñòè, ïîñâåùåíèå, èçáðîÿâàíå íà îñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè,

äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòå è ñïèñúê ñ èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà.

Àïðîáàöèÿ íà äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå ìåæäóíàðîäíè êîíôå-

ðåíöèè è ñåìèíàðè:

• Ninth International Conference on Application of Mathematics in Technical and

Natural Sciences, Albena, Bulgaria, 2017;

• Mathematics Days in So�a, Bulgaria, 2017;

• Fifteenth International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics,

Thessaloniki, Greece, 2017;

• Sixth CMAPT Workshop Computational Mathematics and Approximation Theory,

Linz, Austria, 2017;

• Tenth Jubilee Conference of the Euro-American Consortium for Promoting the

Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences, Albena, Bulgaria,

2018;

• Ninth Numerical Method and Application, Borovets Bulgaria, 2018;

• Seventh CMAPTWorkshop Computational Mathematics and Approximation Theory,

Sozopol, Bulgaria, 2018;

• Thirteenth Annual Meeting of the Bulgarian Section of Siam, So�a, Bulgaria, 2018.
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2 Îáùè ñâåäåíèÿ

2.1 Ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñè-

íåñê âúâ âèä íà ñîëèòîí

Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ñúùåñòâóâàò çà áåçêðàåí ïåðèîä îò âðåìå

èëè "èçáóõâàò" çà êðàéíî âðåìå.

Äîáðå èçâåñòåí ôàêò å, ÷å ÄÄÓ ïðèòåæàâà òî÷íî ðåøåíèå âúâ âèä íà äâèæåùà

ñå âúëíà u(x, t) = φ(x − ct), êúäåòî ñ c e îçíà÷åíà ñêîðîñòòà íà âúëíàòà. Òåçè ðå-

øåíèÿ ñå íàðè÷àò ñîëèòîíè. Ñîëèòîíèòå ñà âúëíè, êîÿòî ïðè äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííà

ñêîðîñò è ñëåä âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóã ñîëèòîí çàïàçâàò ôîðìàòà ñè. Ñëåä çàìåñòâàíå

íà u(x, t) ñ φ(x−ct) è èíòåãðèðàíå ïî x, ÄÄÓ ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñëåäíîòî íåëèíåéíî

äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä çà ôóíêöèÿòà φ:

(β2 − β1c
2)φII + (c2 − 1)φ− αφp = 0.

Òî÷íîòî ðåøåíèå íà ÄÄÓ ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà:

ũ(x, t) =

[
(c2 − 1)(p+ 1)

2α
sech2

(
1− p

2

√
c2 − 1

β1c2 − β2
(x− ct)

)] 1

p−1

, (2.1)

ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ çà ñêîðîñòòà c:

c2 > max

(
1,
β2

β1

)
èëè c2 < min

(
1,
β2

β1

)
.

Çà ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä íå ñúùåñòâóâà

òî÷íà ôîðìóëà ïðè ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå β1, β2, β3, α è c. Ðåøå-

íèÿòà íà ÓÁØÐ îò òèï áÿãàùà âúëíà ñà ðåøåíèÿ íà ñëåäíîòî óðàâíåíèå îò ÷åòâúðòè

ðåä:

β3φ
IV − (β2 − β1c

2)φII + (1− c2)φ− αφp = 0, (2.2)

ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ |φ(x)| → 0 è |φ′(x)| → 0 ïðè |x| → ∞.

Ñëåäâàéêè [18], çà êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå ñìå ïîëó÷èëè:

• òî÷íî ðåøåíèå ũ(x, t; c) íà (2.2) ñ êîåôèöèåíòè β1 = 1, β2 = 1 +
61

169
β1, β3 =

1

3
,

α =
1

2
è c =

√
61

169
ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 2), êîåòî èìà âèäà

ũ(x, t; c) =
315

169
sech4

(√
3

52
(x− ct)

)
; (2.3)

• òî÷íî ðåøåíèå ũ(x, t; c) íà (2.2) ñ êîåôèöèåíòè β1 = 3, β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
,

c =
3

5
è α =

1

3
ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3), êîåòî èìà âèäà

ũ(x, t; c) =

√
18

5
sech2

(√
1

5
(x− ct)

)
. (2.4)
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Ïðè ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè òåçè ðåøåíèÿ ñà èçïîëçâàíè êàòî íà÷àë-

íè äàííè çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (1.2) è çà îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà, è ðåäà íà

ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Îò [20] è [47] ñà ïîëó÷åíè ñëåäíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøå-

íèå âúâ âèä íà ñîëèòîí, ôîðìóëèðàíè â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 12. Ðåøåíèåòî u(x, t) = φ(x − ct) íà (2.2) ñúùåñòâóâà, àêî å â ñèëà åäíî

îò ñëåäíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ:

1. Àêî 1− c2 > 0 è β2 > 0, òî c2 < min

{
1,
β2

β1

}
;

2. Àêî 1 − c2 > 0, β2 − β1c
2 < 0 è β2 > 0, òî

β2

β1
< c2 < min{1, x2}, êúäåòî x2 å

ïî-ãîëåìèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî β2
1x

2 − 2(β1β2 − 2β3)x+ β2
2 − 4β3 = 0;

3. Àêî β2 < 0 è 4β3 > β2
2 , òî 0 < c2 < min{1, x2};

4. Àko β2 = 0, òî 0 < c2 < min{1, x2}.

Çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèåòî íà (2.2) å èçïîëçâàí ìåòîä íà Ïåòâèàø-

âèëè. Ïðè íåãî êúì óðàâíåíèå (2.2) ñå ïðèëàãà äèñêðåòíî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå:

φ̃(k) =
αφ̃p(k)

β3k4 + (β2 − β1c2) k2 + (1− c2)
.

Ðåøåíèåòî φ̃(k) ñå íàìèðà ñ ïîìîùòà íà ñëåäíèÿ èòåðàöèîíåí ìåòîä:

φ̃(k)[s+1] = M [s] p

p−1
αφ̃p(k)

[s]

β3k4 + (β2 − β1c2) k2 + (1− c2)
,

êúäåòî çà íóëåâà èòåðàöèÿ φ[0] å èçïîëçâàíà êàìáàíîâèäíà ôóíêöèÿ φ[0] := e−x
2C , C =

const.

Ïðè ìåòîäà íà Ïåòâèàøâèëè ñå èçïîëçâà ò. íàð. ñòàáèëèçèðàù ìíîæèòåë M
p

p−1 ,

êúäåòî

M [s] =

∫
R

[
β3k

4 +
(
β2 − β1c

2
)
k2 +

(
1− c2

)]
φ̃2(k)[s]dk∫

R φ̃(k)[s].φ̃p(k)
[s]
dk

,

à ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë p
p−1 íà M å îïòèìàëåí çà ñõîäèìîñòòà íà èòåðàöèèòå (âèæ

[38], [39]).

2.2 Ïðåäñòàâÿíå íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê êàòî ñèñòå-

ìè ÎÄÓ

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè âúâ âèä íà ñèñòåìà îò äè-

ôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ñúäúðæàùè ïðîèçâîäíè îò ïî-íèñúê ðåä.

Íåêà w(x, t) å ïîìîùíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â R×[0, T ]. Óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê

îò øåñòè ðåä å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà ñèñòåìà
∂w

∂t
= u− β2∆u+ β3∆2u− f(u),

∂u

∂t
− β1∆

∂u

∂t
= ∆w,

(2.5)
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ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x),

w(x, 0) = (−∆)−1(β1∆u1(x)− u1(x)).

Â Ðàçäåë 3.2 è Ðàçäåë 3.3 ñà èçñëåäâàíè äâå äèôåðåí÷íè ñõåìè, ïîëó÷åíè ïðè

äèñêðåòèçàöèÿòà íà ñèñòåìà (2.5).

Îñâåí âúâ âèäà (2.5) å ðàçãëåäàíî ïðåäñòàâÿíåòî íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê âúâ

âèä íà ïîàñîíîâè (îáîáùåíè õàìèëòîíîâè) ñèñòåìè.

2.2.1 Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè

Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè ñà åäíè îò íàé-âàæíèòå ñðåä äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè. Òå

èìàò øèðîêî ïðèëîæåíèå, êîåòî âêëþ÷âà, íî íå ñå îãðàíè÷àâà ñúñ ñòðóêòóðíà áèîëî-

ãèÿ, ôàðìàêîëîãèÿ, ïëàçìà-ôèçèêà, ìåõàíèêà íà ìàòåðèàëèòå è ×ÄÓ. Íàé-õàðàêòåðíî-

òî ñâîéñòâî íà õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè å ñâîéñòâîòî ñèìïëåêòè÷íîñò è åäíî îò ïðåäèç-

âèêàòåëñòâàòà íà ÷èñëåíèÿ àíàëèç å ðàçðàáîòâàíåòî íà óñòîé÷èâè ÷èñëåíè ìåòîäè çà

×ÄÓ, êîèòî çàïàçâàò ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà äèñêðåòíî íèâî.

Â òîçè ïàðàãðàô ñà ïðåäñòàâåíè äåôèíèöèÿ è îçíà÷åíèÿ, ñâúðçàíè ñ õàìèëòîíî-

âèòå ñèñòåìè, êàêòî è íÿêîè ïðèìåðè çà òàêèâà ñèñòåìè. Òåîðåòè÷íèÿò ìàòåðèàë å

âçàèìñòâàí îò [24] è [42].

Äåôèíèöèÿ 2.1. Íåêà Ω ⊂ R2d, Ω = {(p, q) = (p1, . . . , pd, q1, . . . , qd)}, T ⊂ R, t ∈ T è

H = H(p, q, t) å ãëàäêà ðåàëíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â Ω× T . Òîãàâà ñèñòåìàòà

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,
dqi
dt

=
∂H

∂pi
, i = 1, . . . , d, (2.6)

ñå íàðè÷à õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ñ õàìèëòîíèàí H(p, q, t).

×èñëîòî d ñå íàðè÷à áðîé íà ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà, Ω å ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, à

Ω × T - ðàçøèðåíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷íàòà ãëàäêîñò íà H(p, q, t) íå å ÿâíî çà-

äàäåíà, íî íàâñÿêúäå ñå ïðåäïîëàãà ïîíå C2−íåïðåêúñíàòîñò, òàêà ÷å äÿñíàòà ñòðàíà
íà ñèñòåìà (2.6) äà å C1−íåïðåêúñíàòà è ñòàíäàðòíèòå òåîðåìè çà ñúùåñòâóâàíå è

åäèíñòâåíîñò äà ñà ïðèëîæèìè êúì ñúîòâåòíèòå çàäà÷è ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ. Êîãàòî

õàìèëòîíèàíúò H íå çàâèñè ÿâíî îò t, ò.å. H = H(p, q), ñèñòåìàòà (2.6) ñå íàðè÷à

àâòîíîìíà ñèñòåìà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Àêî õàìèëòîíèàíúò H èìà âèäà H(p, q) = T (p) + V (q), êúäåòî T è V ïðåäñòàâ-

ëÿâàò ñúîòâåòíî êèíåòè÷íàòà è ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ, òî H ñå íàðè÷à ðàçäåëÿù ñå

õàìèëòîíèàí, à ñèñòåìàòà (2.6)- ðàçäåëÿùà ñå õàìèëòîíîâà ñèñòåìà.

Ïîíÿêîãà å ïî-óäîáíî ñèñòåìà (2.6) äà ñå ðàçãëåäà â ñëåäíèÿ ìàòðè÷åí âèä:

d

dt

(
p

q

)
= J−1∇H,

êúäåòî ∇ å îïåðàòîðúò ãðàäèåíò

∇ =

(
∂

∂p1
, ...,

∂

∂pd
,
∂

∂q1
, ...,

∂

∂qd

)
,

a J e 2d× 2d àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöà

J =

(
0 I

−I 0

)
. (2.7)
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Òóê I è 0 ïðåäñòàâëÿâàò ñúîòâåòíî åäèíè÷íàòà è íóëåâàòà ìàòðèöà îò ðåä d× d.
Âàæíî ñâîéñòâî, õàðàêòåðíî íà õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè, å ñâîéñòâîòî ñèìïëåê-

òè÷íîñò. Çà äà ñå ðàçáåðå ïî-ëåñíî òîâà ñâîéñòâî íåêà ðàçãëåäàìå äâóìåðíèòå óñïî-

ðåäíèöè P â R2d, îïðåäåëåíè îò âåêòîðèòå

ξ =

(
ξp

ξq

)
, η =

(
ηp

ηq

)
,

êúäåòî ξp, ξq, ηp, ηq ñà â Rd, êàòî

P = {tξ + sη | 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1 }.

Â ñëó÷àé, ÷å d = 1 îðèåíòèðàíîòî ëèöå ω(P ) íà P ñå ïðåñìÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

ω(P ) =

∣∣∣∣ ξp ηpξq ηq

∣∣∣∣ = ξpηq − ξqηp

(âèæ ëÿâàòà êàðòèíà íà Ôèãóðà 1). Ïðè ïî-ãîëåìè ðàçìåðíîñòè ñ w(P ) ñå îçíà÷àâà ñó-

ìà îò îðèåíòèðàíèòå ëèöà íà ïðîåêöèèòå íà P âúðõó êîîðäèíàòíèòå ðàâíèíè (pi, qi).

Òîâà ïîðàæäà áèëèíåéíî èçîáðàæåíèå, äåéñòâàùî âúðõó âåêòîðèòå îò R2d, êîåòî èã-

ðàå âàæíà ðîëÿ çà õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè. Tîâà èçîáðàæåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå â

ìàòðè÷åí âèä ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

w(ξ, η) = ξT Jη,

êúäåòî J ñå çàäàâà ñ (2.7).

Äåôèíèöèÿ 2.2. Ëèíåéíîòî èçîáðaæåíèå A : R2d → R2d ñå íàðè÷à ñèìïëåêòè÷íî,

àêî AT JA = J èëè åêâèâàëåíòíî ω(Aξ,Aη) = ω(ξ, η), çà âñåêè ξ, η ∈ R2d.

Ôèãóðà 1: Ñèìïëåêòè÷íîñò (çàïàçâàíå íà ëèöåòî) íà ëèíåéíî èçîáðàæåíèå

Â ñëó÷àé íà åäíà ñòåïåí íà ñâîáîäà (d = 1) ω(ξ, η) ïðåäñòàâëÿâà ëèöåòî íà óñïî-

ðåäíèêà P , à ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå A îçíà÷àâà çàïàçâàíå íà

ëèöåòî îò A.

Ïðè d > 1 ñèìïëåêòè÷íîñòòà îçíà÷àâà, ÷å ñóìàòà íà îðèåíòèðàíèòå ëèöà íà ïðî-

åêöèèòå íà P âúðõó êîîðäèíàòíèòå ðàâíèíè (pi, qi) å ðàâíà íà îáðàça íà A(P ).

Îò îñîáåíà âàæíîñò å äà ñå äåôèíèðà ñèìïëåêòè÷íîñò ïðè íåëèíåéíèòå èçîáðàæå-

íèÿ. Äîáðå èçâåñòåí ôàêò å, ÷å äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè ìîãàò äà ñå àïðîêñèìèðàò

ëîêàëíî ÷ðåç ëèíåéíè èçîáðàæåíèÿ. Òîâà âîäè äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:
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Äåôèíèöèÿ 2.3. Äèôåðåíöèðóåìîòî èçîáðàæåíèå g : Ω → R2d (êúäåòî Ω ⊂ R2d å

îòâîðåíî ìíîæåñòâî) ñå íàðè÷à ñèìïëåêòè÷íî, àêî ßêîáèàíúò g′(p, q) å ñèìïëåêòè÷åí,

ò.å.

g′(p, q)T Jg′(p, q) = J èëè ω(g′(p, q)ξ, g′(p, q)η) = ω(ξ, η)

Äåôèíèöèÿ 2.4. Ïîòîê íà õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà ñå íàðè÷à èçîáðàæåíèåòî

ϕt : Ω→ R2d, äåôèíèðàíî ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

ϕt(p0, q0) = (p(t, p0, q0), q(t, p0, q0)),

êúäåòî p(t, p0, q0) è q(t, p0, q0) å ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (2.6) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ p(0) =

p0 è q(0) = 0.

Òåîðåìà 13. (Ïîàíêàðå) Íåêà H(p, q) å äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà

ôóíêöèÿ â Ω ⊂ R2d. Òîãàâà çà âñÿêî ôèêñèðàíî t ïîòîêúò ϕt å ñèìïëåêòè÷íà òðàí-

ñôîðìàöèÿ íàâñÿêúäå, êúäåòî å äåôèíèðàí.

Òúé êàòî ñèìïëåêòè÷íîñòòà å õàðàêòåðíî ñâîéñòâî íà õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè

åñòåñòâåíî å äà ñå òúðñÿò ÷èñëåíè ìåòîäè, êîèòî ñïîäåëÿò òîâà ñâîéñòâî.

Äåôèíèöèÿ 2.5. ×èñëåíèÿò åäíîñòúïêîâ ìåòîä ñå íàðè÷à ñèìïëåêòè÷åí, àêî åäíîñ-

òúïêîâîòî èçîáðàæåíèå

yk+1 = Φh(yk)

e ñèìïëåêòè÷íî, êîãàòî å ïðèëîæåíî êúì ãëàäêà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà.

Ñèìïëåêòè÷åí ìåòîä íà Îéëåð

Çà ñèñòåìàòà{
ṗ = −Hq(p, q)

q̇ = Hp(p, q)
èëè åêâèâàëåíòíî ẏ = J−1∇H(y),

êúäåòî y = (p, q), à ñ Hp è Hq ñà îçíà÷åíè âåêòîðèòå ñòúëáîâå îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè

íà H ïî p è q, ìîæå äà ñå ïðèëîæè ðàçäåëÿù ñå ìåòîä íà Îéëåð{
pk+1 = pk − τHq(p

k, qk+1)

qk+1 = pk + τHp(p
k, qk+1)

(2.8)

èëè {
pk+1 = pk − τHq(p

k+1, qk)

qk+1 = pk + τHp(p
k+1, qk),

(2.9)

êúäåòî êúì åäíàòà ïðîìåíëèâà å ïðèëîæåí íåÿâåí ìåòîä, à êúì äðóãàòà ïðîìåíëèâà-

ÿâåí ìåòîä íà Îéëåð.

Òåîðåìà 14. Ìåòîäèòå íà Îéëåð (2.8) è (2.9) ñà ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè îò ïúðâè

ðåä.

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî ñàìî çà ìåòîä (2.8). Äèôåðåíöèðàíåòî â

çàâèñèìîñò îò (pk, qk) âîäè äî(
I + τHT

qp 0

−τHpp I

)(
∂(pk+1, qk+1)

∂(pk, qk)

)
=

(
I − τHqq

0 IτHqp

)
,
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êúäåòî ìàòðèöèòå Hqp, Hpp îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè ñà ïðåñìåòíàòè ïðè (pk+1, qk).

Îòòóê ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå äèðåêòíî

(
∂(pk+1, qk+1)

∂(pk, qk)

)
è äà ñå ïðîâåðè, ÷å

(
∂(pk+1, qk+1)

∂(pk, qk)

)T
J
(
∂(pk+1, qk+1)

∂(pk, qk)

)
= J

È äâàòà âàðèàíòà (2.8) è (2.9) íà ñèìïëåêòè÷íèÿ ìåòîä íà Îéëåð ñà íåÿâíè â îáùèÿ

ñëó÷àé. Ïðè õàìèëòîíîâè ñèñòåìè ñ ðàçäåëÿù ñå õàìèëòîíèàí H(p, q) = T (p) + U(q)

îáà÷å è äâàòà âàðèàíòà ñà ÿâíè.

Ñèìïëåêòè÷åí ìåòîä íà Ùüîðìåð-Âåðëå

Òåîðåìà 15. Ñõåìèòå íà Ùüîðìåð-Âåðëå
pk+1/2 = pk − τ

2
Hq(p

k+1/2, qk)

qk+1 = qk +
τ

2

(
Hp(p

k+1/2, qk) +Hq(p
k+1/2, qk+1)

)
pk+1 = pk+1/2 − τ

2
Hq(p

k+1/2, qk+1)

è 
qk+1/2 = qk +

τ

2
Hq(p

k, qk+1/2)

pk+1 = pk − τ

2
(Hq(p

k, qk+1/2) +Hp(p
k+1, qk+1/2))

qk+1 = qk+1/2 +
τ

2
Hq(p

k+1, qk+1/2)

ñà ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè îò ðåä 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ñõåìàòà íà Ùüîðìåð -Âåðëå å

êîìïîçèöèÿ îò äâà ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäà íà Îéëåð. Âòîðèÿò ðåä ñëåäâà îò íåãîâàòà

ñèìåòðèÿ.

Ñèìïëåêòè÷åí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷à íà Êîøè çà íåàâòîíîìíàòà ñèñòåìà îò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

ẏ = f(t, y), y(t0) = y0.

Äåôèíèöèÿ 2.6. Íåêà bi, aij (i, j = 1, ..., s) ñà ðåàëíè ÷èñëà è íåêà ci =
∑s

j=1 aij .

S−åòàïåí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà ñå äåôèíèðà ñúñ ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

ki = f(t0 + ciτ, y0 + τ

s∑
j=1

aijkj), i = 1, ..., s

y1 = y0 + τ

s∑
i=1

biki

Êîåôèöèåíòèòå íà ìåòîäà îáèêíîâåíî ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

c1 a11 . . . a1s
...

...
...

cs as1 . . . ass
b1 . . . bs
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Äåôèíèöèÿ 2.7. Ìåòîäúò íà Ðóíãå-Êóòà (èëè ïî-îáùî åäíîñòúïêîâèÿò ìåòîä) èìà

ðåä p, àêî ëîêàëíàòà ãðåøêà y1 − y(t0 + τ) óäîâëåòâîðÿâà:

y1 − y(t0 + τ) = O(τp+1), ïðè τ → 0.

Ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå íå ïðèíàäëåæè íà êëàñà ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà. Òîé

å âàæåí ïðåäñòàâèòåë íà ò. íàð. ðàçäåëåí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà.

Íåêà å äàäåíà ñëåäíàòà ðàçäåëåíà ñèñòåìà:

ẏ = f(y, z), ż = g(y, z), (2.10)

êúäåòî y è z ìîæå äà ñà âåêòîðè ñ ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè.

Èäåÿòà å äà ñå ðàçãëåäàò äâà Ðóíãå-Êóòà ìåòîäà è ïúðâèÿò ìåòîä (aij , bj) äà ñå

ïðèëîæè êúì ïðîìåíëèâàòà y, a âòîðèÿò ìåòîä (âij , b̂j)-êúì ïðîìåíëèâàòà z.

Äåôèíèöèÿ 2.8. Íåêà (aij , bj) è (âij , b̂j) ñà êîåôèöèåíòè íà äâà Ðóíãå-Êóòà ìåòîäà.

Ðàçäåëÿù ñå ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà çà ðåøåíèåòî íà (2.10) ñå äàâà ñ
ki = f(y0 + τ

∑s
j=1 aijkj , z0 + τ

∑s
j=1 âijlj)

li = g(y0 + τ
∑s

j=1 aijkj , z0 + τ
∑s

j=1 âijlj)

y1 = y0 + τ
∑s

i=1 biki, z1 = z0 + τ
∑s

i=1 b̂iki.

(2.11)

Ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå ñå çàïèñâà âúâ âèäà (2.11) ñúñ ñëåäíèòå êîåôèöèåíòè:

0 0 0
1 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2 0
1/2 1/2 0

1/2 1/2

Îáèêíîâåíî òàêèâà ìåòîäè íå çàïàçâàò êâàäðàòè÷íèòå èíâàðèàíòè. Ïî òàçè ïðè-

÷èíà ðàçãëåæäàìå êâàäðàòè÷íèòå èíâàðèàíòè âúâ âèäà

Q(y, z) = yTDz, (2.12)

êúäåòî D å ìàòðèöà ñ ïîäõîäÿùà ðàçìåðíîñò.

Òåîðåìà 16. Äâîéêàòà Ëîáàòî IIIA-IIIB çàïàçâà âñè÷êè êâàäðàòè÷íè èíâàðèàíòè

îò âèäà (2.12). Â ÷àñòíîñò, òîâà îñòàâà â ñèëà çà ñõåìèòå íà Ùüîðìåð-Âåðëå.

Òåîðåìà 17. Àêî êîåôèöèåíòèòå íà ðàçäåëåíèÿ ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà óäîâëåòâî-

ðÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ

biâij + b̂jaji = bib̂j , çà i, j = 1, ..., s, (2.13)

bi = b̂i, çà i = 1, ..., s,

òî òå çàïàçâàò êâàäðàòè÷íèòå èíâàðèàíòè îò âèäà (2.12).

Àêî ðàçäåëåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà îò ñïåöèàëíèÿ âèä

ẏ = f(z), ż = g(y),

òî ñàìî óñëîâèÿ (2.13) ñà äîñòàòú÷íè çà çàïàçâàíå íà èíâàðèàíòíîñòòà íà (2.12).

21



Ïîàñîíîâè ñèñòåìè

Â òîçè ðàçäåë å ðàçãëåäàíî îáîáùåíèå íà õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè, êúäåòî ìàòðè-

öàòà J−1 ñå çàìåíÿ ñ íåêîíñòàíòíà ìàòðèöà B(y). Òàêèâà ñòðóêòóðè ñà ïðåäñòàâåíè

îò Ëè (1888) è ñå íàðè÷àò ïîàñîíîâè ñèñòåìè. Òå ñå ïîëó÷àâàò îò õàìèëòîíîâèòå

ñèñòåìè, çàïèñàíè â íåêàíîíè÷íè êîîðäèíàòè.

Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà F (p, q) ïî ïîòîêà íà õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (2.6),

íàðè÷àíà îùå ïðîèçâîäíà íà Ëè , ñå çàäàâà ñ èçðàçà

d

dt
F (p(t), q(t)) =

d∑
i=1

(
∂F

∂pi

dpi
dt

+
∂F

∂qi

dqi
dt

)
=

d∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
. (2.14)

Òàçè ñèìåòðè÷íà ñòðóêòóðà âîäè äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ

Äåôèíèöèÿ 2.9. Ïîàñîíîâà ñêîáêà íà äâå ãëàäêè ôóíêöèè F (p, q) è G(p, q) ñå íàðè÷à

ôóíêöèÿòà

{F,G} =

d∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
.

Ãîðíèÿò èçðàç ìîæå äà ñå çàïèøå â ìàòðè÷åí âèä

{F,G}(y) = ∇F (y)T J−1∇G(y),

êúäåòî y = (p, q), a àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà J e äåôèíèðàíà ÷ðåç (2.7).

Ïîàñîíîâàòà ñêîáêà å áèëèíåéíà, àíòèñèìåòðè÷íà ({F,G} = −{G,F}) è óäîâëåò-

âîðÿâà ðàâåíñòâîòî íà ßêîáè

{{F,G}, H}+ {{G,H}, F}+ {{H,F}, G} = 0

è ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö

{F.G,H} = F.{G,H}+G.{F,H}.

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíàòà íà Ëè (2.14) ïðèåìà âèäà

d

dt
F (y(t)) = {F,H}(y(t)).

Îòòóê ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà I(p, q) å ïúðâè èíòåãðàë íà (2.6) òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî {I,H} = 0.

Àêî F (y) = yi, òî õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (2.6) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ẏ = {yi, H} ïðè i = 1, ..., 2d. (2.15)

Òåîðåìà 18 (Ïîàñîí). Àêî I1 è I2 ñà ïúðâè èíòåãðàëè, òî òÿõíàòà Ïîàñîíîâà

ñêîáêà å ñúùî ïúðâè èíòåãðàë.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà îò ðàâåíñòâîòî íà ßêîáè ñ F = I1 è G = I2.

Íåêà B(y) = (bij(y)) è äà çàìåñòèì

{F,G} =

n∑
i,j=1

∂F

∂yi
bij
∂G

∂yj
(2.16)

èëè ïî-êîìïàêòíî {F,G}(y) = ∇F (y)TB(y)∇G(y).
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Ëåìà 19. Ïîàñîíîâàòà ñêîáêà, äåôèíèðàíè ñ (2.16) å áèëèíåéíà, àíòèñèìåòðè÷íà è

óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî íà ßêîáè è ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî

bij = −bji, çà âñÿêî i è j,

àêî çà âñÿêî i, j, k

n∑
l=1

(
∂bij(y)

∂yl
blk +

∂bjk(y)

∂yl
bli +

∂bki(y)

∂yl
blj

)
= 0.

Äåôèíèöèÿ 2.10. Íåêà ìàòðèöàòà B(y) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Ëåìà 19. Òîãàâà

ôîðìóëà (2.16) å (îáîáùåíà) Ïîàñîíîâà ñêîáêà, à ñèñòåìàòà

ẏ = B(y)∇H(y) (2.17)

å ïîàñîíîâà ñèñòåìà.

Òåîðåìà 20. (Äàðáó, Ëè) Íåêà ìàòðèöàòà B(y), ïîðàæäàùà Ïîàñîíîâà ñêîáêà, å

ñ ïîñòîÿíåí ðàíã n − q = 2m â îêîëíîñò íà y0 ∈ Rn. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè

P1(y), ..., Pm(y), Q1(y), ..., Qm(y) è C1(y), ..., Cq(y), óäîâëåòâîðÿâàùè ñëåäíèòå ðàâåíñ-

òâà
{Pi, Pj} = 0 {Pi, Qj} = −δij {Pi, Cl} = 0

{Qi, Pj} = δij {Qi, Qj} = 0 {Qi, Cl} = 0

{Ck, Pj} = 0 {Ck, Qj} = 0 {Ck, Cl} = 0

â îêîëíîñò íà y0. Ãðàäèåíòèòå íà Pi, Qi, Ck ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, òàêà ÷å

y → (Pi, Qi, Ck) ïðåäñòàâëÿâà ëîêàëíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå.

Ñëåäñòâèå 2.1. (Òðàíñôîðìàöèÿ â êàíîíè÷íà ôîðìà)Íåêà òðàíñôîðìàöèÿòà

îò Òåîðåìà 20 e îçíà÷åíà ñ z = ϑ(y) = (Pi, Qi, Ck) . Ñ òàçè ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå

ïîàñîíîâàòà ñèñòåìà (2.17) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ż = B0(z)∇K(z) ñ B0 =

(
J−1 0

0 0

)
,

êúäåòî K(z) = H(y). Îò z = (p, q, c) òàçè ñèñòåìà ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ṗ = −Kq(p, q, c), q̇ = Kp(p, q, c), ċ = 0.

Ñèñòåìàòà (2.17) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà (2.15). Ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíàòà

íà Ëè ñúùî îñòàâà â ñèëà. Èçáèðàéêè F = H ñå ïîêàçâà, ÷å õàìèëòîíèàíúò H å ïúðâè

èíòåãðàë íà îáîáùåíàòà ïîàñîíîâà ñèñòåìà.

Íåêà M îò R2d e ñèìïëåêòè÷íî ìíîãîîáðàçèå, ò.å. ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî ñèìïëåê-

òè÷íàòà ñòðóêòóðà

ωx(ξ1, ξ2) = (Jξ1, ξ2), çà âñÿêî ξ1, ξ2 ∈ TxM,

å íåèçðîäåíà çà âñÿêî x ∈M è âñÿêî ξ1 â òàíãåíöèàëíîòî ïðîñòðàíñòâî TxM .

Â ëîêàëíè êîîðäèíàòè x = χ(y) òîâà óñëîâèå å åêâèâàëåíòíî íà îáðàòèìîñòòà íà

ìàòðèöàòà X(y)TJX(y) ñ X(y) = χ′(y), òúé êàòî âñåêè òàíãåíòåí âåêòîð â x = χ(y)

èìà âèäà ξ = X(y)η è X(y) èìà ëèíåéíî íåçàâèñèìè ñòúëáîâå. Ìíîãîîáðàçèåòî

M = {x ∈ R2d|c(x) = 0} å ñèìïëåêòè÷íî, àêî ìàòðèöàòà c′(x)J−1c′(x)T å îáðàòèìà çà

âñÿêî x ∈ M . Òîâà óñëîâèå ìîæå äà áúäå çàäàäåíî ïî äðóã íà÷èí, êàòî ñå êàæå, ÷å

ìàòðèöàòà ({ci, cj}) îò êàíîíè÷íèòå Ïîàñîíîâè ñêîáêè å îáðàòèìà.
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Íåêà ðàçãëåäàìå ÷àñò îò ñèìïëåêòè÷íèòå ñèñòåìè, êîèòî îïðåäåëÿò êðèâà íà ðå-

øåíèåòî t→ x(t) ∈M îò óðàâíåíèåòî

(Jẋ−∇H(x), ξ) = 0 çà âñÿêî ξ ∈ TxM. (2.18)

Óðàâíåíèå (2.18) ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

ωx(ẋ, ξ) = H ′(x)ξ çà âñÿêî ξ ∈ TxM.

Â òåðìèíèòå íà ñèìïëåêòè÷íàòà ïðîåêöèÿ P (x) : R2d → TxM çà âñÿêî x ∈ M ,

äåôèíèðàía ÷ðåç îïðåäåëÿíå íà P (x)v ∈ TxM çà v ∈ R2d îò óñëîâèåòî

(JP (x)v, ξ) = (Jv, ξ) çà âñÿêî ξ ∈ TxM,

ôîðìóëà (2.18) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî

ẋ = P (x)J−1∇H(x).

Â êîîðäèíàòè x = χ(t) è îòíîâî ñ X(y) = χ′(y) ôîðìóëà (2.18) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

X(y)T (JX(y)ẏ −∇H(χ(y))) = 0

è ñëåä ïîëàãàíå

B(y) =
(
X(y)TJX(y)

)−1
è K(y) = H(χ(y)) (2.19)

ñå ïîëó÷àâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

ẏ = B(y)∇K(y). (2.20)

Òåîðåìà 21. Çà õàìèëòîíîâè ñèñòåìè (2.18) åêâèâàëåíòíîòo äèôåðåíöèàëíî óðàâ-

íåíèå â ëîêàëíè êîîðäèíàòè (2.20) ñ (2.19) å ïîàñîíîâà ñèñòåìà.

Äåôèíèöèÿ 2.11. Òðàíñôîðìàöèÿòà ϕ : U → Rn (êúäåòî U e îòâîðåíî ìíîæåñòâî â

Rn) ñå íàðè÷à ïîàñîíîâî èçîáðàæåíèå â çàâèñèìîñò îò ïîàñîíîâàòà ñêîáêà (2.16), àêî

ìàòðèöàòà íà ßêîáè óäîâëåòâîðÿâà

ϕ′(y)B(y)ϕ′(y)T = B(ϕ(y)). (2.21)

Çà êàíîíè÷íè ñèìïëåêòè÷íè ñòðóêòóðè, êúäåòî B(y) = J−1 óñëîâèåòî (2.21) å

åêâèâàëåíòíî íà ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ϕ(y).

Äåôèíèöèÿ 2.12. Èçîáðàæåíèåòî ψ : M →M , êúäåòî M å ñèìïëåêòè÷íî ìíîãîîá-

ðàçèå, ñå íàðè÷à ñèìïëåêòè÷íî, àêî çà âñÿêî x ∈M ,

ωψ(x)

(
ψ′(x)ξ1, ψ

′(x)ξ2

)
= ωx (ξ1, ξ2) , çà âñåêè ξ1, ξ2 ∈ TxM.

×èñëåíèòå ìåòîäè, êîèòî çàïàçâàò ñâîéñòâî (2.21) íà äèñêðåòíî íèâî, ñå íàðè÷àò

ñèìïëåêòè÷íè ìåòîäè çà ïîàñîíîâè ñèñòåìè.
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2.2.2 Óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê âúâ âèä íà îáîáùåíè õàìèëòîíîâè ñèñ-
òåìè (èëè ïîàñîíîâè ñèñòåìè)

Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê (1.1) è (1.2) ìîãàò äà ñå çàïèøàò âúâ âèä íà îáîáùåíà

õàìèëòîíîâà ñèñòåìà (èëè ïîàñîíîâà ñèñòåìà)
∂u

∂t
∂v

∂t

 = J


δH

δu
δH

δv

 , (2.22)

ñ ïîìîùòà íà ñïîìàãàòåëíà ôóíêöèÿ v, äåôèíèðàíà ÷ðåç
∂v

∂x
=

∂u

∂t
. Òóê J å àíòè-

ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð, õàìèëòîíèàíúò H ïðåäñòàâëÿâà ïúëíàòà åíåðãèÿ íà ñèñòåìàòà,

çàïèñàíà â òåðìèíèòå íà u è v, à
δH

δu
è
δH

δv
ñà âàðèàöèîííèòå ïðîèçâîäíè íà H ïî

îòíîøåíèå u è v.

Ïîàñîíîâàòà ñêîáêà ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî ω(G1, G2) = ∇GT1 J∇G2.

• Çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå (1.1) îïåðàòîðèòå J è H èìàò ñëåäíèÿ âèä

J =

[
0 (Id − β1∆)−1 ∂x

(Id − β1∆)−1 ∂x 0

]
,

H(u, v) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ 2F (u)

)
dx, (2.23)

êúäåòî ñ Id e èäåíòèòåòà, a ñ F (u) å îçíà÷åíà ôóíêöèÿòà

F (u) =

∫ u

0
f(s)ds = α

∫ u

0
spds = α

up+1

p+ 1
.

È òàêà ñêàëàðíîòî ÄÄÓ (1.1) å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà ñèñòåìà
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+
∂f(u)

∂x

)
.

(2.24)

Çà äà ïîêàæåì, ÷å óðàâíåíèåòî (1.1) ñå çàïèñâà âúâ âèäà (2.22), ùå ïðåñìåòíåì

âàðèàöèîííèòå ïðîèçâîäíè
δH

δu
è
δH

δv
.

δH

δv
= lim

ε→0

H(u, v + εz)−H(u, v)

ε
=

= lim
ε→0

1

2ε

∫
R

(
(v + εz)2 − v2 + β1 (vx + εzx)2 − β1v

2
x

)
dx =

= lim
ε→0

1

2ε

∫
R

(
2vεz + ε2z2 + 2β1εvxzx + β1ε

2z2
x

)
dx.

Ñëåäîâàòåëíî

δH

δv
=

∫
R

(vz + β1vxzx) dx =

∫
R
(vz)dx+β1vxz|+∞−∞−

∫
R
β1vxxzdx =

∫
R
(v−β1vxx)zdx

è
δH

δv
= v − β1∆.
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Îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà (Id − β1∆) è ïúðâîòî óðàâíåíèå íà (2.22) ñå ïîëó÷àâà

ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

du

dt
= (Id − β1∆)−1 ∂x(v − β1vxx) = (Id − β1∆)−1 ∂x(Id − β1∆)v = ∂xv,

ò.å. ïîëó÷àâàìå ïúðâîòî óðàâíåíèå íà (2.24).

Çà âòîðàòà âàðèàöèîííà ïðîèçâîäíà
δH

δu
ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå:

lim
ε→0

1

2ε

∫
R

(
β2 (ux + εzx)2 + (u+ εz)2 − u2

x − u2 +
2α

p+ 1

(
(u+ εz)p+1 − up+1

))
dx =

= lim
ε→0

1

2ε

∫
R

(
2β2εuxzx + β2ε

2z2
x + 2εuz + ε2z2 +

2α

p+ 1

(
(p+ 1)upεz + up−1ε2z2 + ...+

+ εp+1zp+1
))
dx =

∫
R

(
β2uxzx + uz +

α

p+ 1
upz

)
dx =

∫
R

(−β2uxxz + uz + αupz) dx =

=

∫
R

(−β2uxx + u+ αup) zdx,

ò.å.
δH

δu
= −β2∆u+ u+αup îòêúäåòî ñëåäâà âåðíîñòòà íà âòîðîòî ðàâåíñòâî íà

(2.24).

• Çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (1.2) àíòèñèìåòðè÷íèÿ îïåðàòîð J è

õàìèëòîíèàíúò H èìàò ñëåäíèÿ âèä:

J =

 0 (Id − β1∆)−1 ∂

∂x

(Id − β1∆)−1 ∂

∂x
0

 ,
H(u(x, t), v(x, t)) =

=
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ β3

(
∂2u

∂x2

)2

− 2α
up+1

p+ 1

)
dx. (2.25)

Ïîäîáíî íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå, ñêàëàðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê

îò øåñòè ðåä å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+ β3

∂5u

∂x5
− α∂u

p

∂x

)
.

(2.26)

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà ñèñòåìèòå (2.24) è (2.26) ñà

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).

Òúé êàòî ÷èñëåíèòå ìåòîäè òðÿáâà äà çàïàçâàò ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à,

â Ãëàâà 3.5 è Ãëàâà 4.2.2 ñà ðàçãëåäàíè ñõåìè, êîèòî çàïàçâàò ñèìïëåêòè÷íîñòòà íà

äèñêðåòíî íèâî. Òàêèâà ñõåìè ñà èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà êàòî ñèìïëåêòè÷íè ñõåìè

[24], [42]. Òåçè ñõåìè ñà êîíñòðóèðàíè ñëåä ïðåäñòàâÿíå íà ñúîòâåòíîòî óðàâíåíèå íà

Áóñèíåñê âúâ âèä íà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà.

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ñèñòåìèòå (2.24) è (2.26) ñà ðàçäåëÿùè ñå õàìèëòî-

íîâè ñèñòåìè. Êîãàòî å ïðèëîæåí êúì òàêèâà ñèñòåìè ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå å

åêâèâàëåíòåí íà Ëîáàòî IIIa-IIIb è íà ñèìïëåêòè÷íèÿ ðàçäåëåí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà.

Îò [43] ñëåäâà, ÷å òàêà ïîëó÷åíèòå ñõåìè ñà ñèìïëåêòè÷íè.
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Òåîðåìà 22. Õàìèëòîíèàíúò H(u(x, t), v(x, t)), äåôèíèðàí ÷ðåç (2.23) è (2.25), ìî-

æå äà ñå çàïèøå ñàìî â òåðìèíèòå íà ôóíêöèÿòà u(x, t) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå

E (u(x, t)) =
1

2

∥∥∥∥(−∆)−1/2∂u

∂t
(x, t)

∥∥∥∥2

+
β1

2

∥∥∥∥∂u∂t (x, t)

∥∥∥∥2

+
1

2
‖u(x, t)‖2 +

+
β2

2
‖∇u(x, t)‖2 +

∫
R

∫ u(x,t)

0
f(s)dsdx; (2.27)

• Çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

E (u(x, t)) =
1

2

∥∥∥∥(−∆)−1/2∂u

∂t
(x, t)

∥∥∥∥2

+
β1

2

∥∥∥∥∂u∂t (x, t)

∥∥∥∥2

+
1

2
‖u(x, t)‖2 +

+
β2

2
‖∇u(x, t)‖2 +

β3

2
‖∆u(x, t)‖2 −

∫
R

∫ u(x,t)

0
f(s)dsdx. (2.28)

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

(1.2). Çà óðàâíåíèåòî (1.1) äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà ñúùèÿ àëãîðèòúì.

Íåêà îïåðàòîðúò A = −∆ å äåôèíèðàí â ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè, êîèòî ñå

àíóëèðàò ïðè x→ ±∞. Çà äà ñå ïîëó÷è çàêîía çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà â òåðìèíèòå

íà u ïúðâî îïåðàòîða A−1 ñå ïðèëàãà êúì äâåòå ñòðàíè íà (1.2). Ïîñëå ïîëó÷åíîòî

óðàâíåíèå

(−∆)−1∂
2u

∂t2
+ u+ β1

∂2u

∂t2
− β2∆u+ β3∆2u− f(u) = 0

ñå óìíîæàâà ñêàëàðíî ñ
∂u

∂t
(x, t) è ñå èíòåãðèðà ïî x. Òîâà âîäè äî ñëåäíîòî óðàâíåíèå∫

R
(−∆)−1∂

2u

∂t2
∂u

∂t
dx+

∫
R
u
∂u

∂t
dx+ β1

∫
R

∂2u

∂t2
∂u

∂t
dx−

−β2

∫
R

∆u
∂u

∂t
dx+ β3

∫
R

∆2u
∂u

∂t
dx−

∫
R
f(u)

∂u

∂t
dx = 0

Îò àñèìïòîòè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè íà ãîðíèòå èíòå-

ðàëè, òå ñå çàïèñâàò âúâ âèäà:∫
R
A−1∂

2u

∂t2
∂u

∂t
dx =

(
A−1∂

2u

∂t2
,
∂u

∂t

)
=

(
A−

1

2
∂2u

∂t2
, A−

1

2
∂u

∂t

)
=

1

2

∂

∂t

∥∥∥∥A− 1

2
∂u

∂t

∥∥∥∥2

∫
R
u
∂u

∂t
dx =

1

2

∂

∂t

∫
R
u2dx =

1

2

∂

∂t
‖u‖2∫

R

∂2u

∂t2
∂u

∂t
dx =

1

2

∂

∂t

∫
R

(
∂u

∂t

)2

dx =
1

2

∂

∂t

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

∫
R

∆u
∂u

∂t
dx = −

∫
R

∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
dx = −1

2

∂

∂t

∫
R

(
∂u

∂x

)2

dx = −1

2

∂

∂t

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

∫
R

∆2u
∂u

∂t
dx = −

∫
R

∂3u

∂x3

∂2u

∂t∂x
dx =

∫
R

∂2u

∂x2

∂3u

∂t∂x2
dx =

1

2

∂

∂t

∫
R

(∆u)2 dx =
1

2

∂

∂t
‖∆u‖2∫

R
f(u)

∂u

∂t
dx =

∫
R

∂

∂u
F (u)

∂u

∂t
dx =

∂

∂t

∫
R
F (u)dx.

Òàêà çà âñÿêî t ≥ 0 ðåøåíèåòî u(x, t) íà (1.2) óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

d

dt
E(u(x, t)) = 0.
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Ñëåäîâàòåëíî

E(u(x, t)) = E(u(x, 0)), (2.29)

êúäåòî E (u(x, t)) ñå äåôèíèðà ÷ðåç (2.28).

Çà äà ñå çàâúðøè äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàíà äà ñå ïðåðàáîòè ïúðâèÿ ÷ëåí íàE(u(x, t)).

Íåêà ïîëîæèì A−1∂u

∂t
:= w . Òîãàâà

∂u

∂t
= Aw = −∂

2w

∂x2
, (2.30)

îòêúäåòî ñëåäâà

(
A−1∂u

∂t
,
∂u

∂t

)
= (w,Aw) =

(
w,−∂

2w

∂x2

)
=

(
∂w

∂x
,
∂w

∂x

)
. Ñëåä çà-

ìåñòâàíå íà (2.30) â óðàâíåíèåòî
∂u

∂t
=

∂v

∂x
ñå ïîëó÷àâà −∂

2w

∂x2
=

∂v

∂x
. Íàêðàÿ ñëåä

èíòåãðèðàíå ïî x ñå ïîëó÷àâà âðúçêàòà −∂w
∂x

= v îòêúäåòî

∥∥∥∥(−∆)−
1

2
∂u

∂t

∥∥∥∥2

=

(
A−1∂u

∂t
,
∂u

∂t

)
= (v, v) .

Ñ òîâà ðàâåíñòâî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 22 å çàâúðøåíî.

Ïðè âñÿêà êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà íàìèðàíå ÷èñëåíîòî

ðåøåíèå íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è å ïðåäëîæåíà àïðîêñèìàöèÿ íà åíåðãèÿòà, íàðå÷åíà

äèñêðåòíà åíåðãèÿ. Â Ãëàâà 3.2 è Ãëàâà 3.3 äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Ekh å çàïèñàíà âúâ òåð-

ìèíèòå íà äèñêðåòíàòà ôóíêöèÿ yk, àïðîêñèìèðàùà ðåøåíèåòî u(x, t) íà k−òèÿ ñëîé
ïî âðåìåòî. Çà âñè÷êè îñòàíàëè äèôåðåí÷íè ñõåìè äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk

h , íàðè÷àíà

îùå äèñêðåòåí õàìèëòîíèàí, å çàïèñàíà â òåðìèíèòå íà äèñêðåòíèòå ôóíêöèè yk è

vk, àïðîêñèìèðàùè ðåøåíèåòî u(x, t) è v(x, t) íà ñúîòâåòíàòà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà.

Äèñêðåòíèòå åíåðãèè Ekh è Hk
h àïðîêñèìèðàò ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò íåïðåêúñíàòàòà

åíåðãèÿ.

2.3 Îçíà÷åíèÿ

Äèñêðåòíàòà çàäà÷à å ðàçãëåäàíà ïðè x ∈ [−L1, L2] è t ∈ [0, T ], êúäåòî L1 è L2

ñà äîñòàòú÷íî ãîëåìè ÷èñëà, òàêèâà ÷å ðåøåíèåòî u(x, t) è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè ñà

ïðåíåáðåæèìî ìàëêè èçâúí òîçè èíòåðâàë. Â êðàéíèÿ èíòåðâàë [−L1, L2] å âúâåäåíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà ñúñ ñòúïêà h è íåêà τ e ñòúïêàòà ïî âðåìåòî. Âúçëèòå íà ìðåæàòà

ñà îçíà÷åíè ñ (xi, tk), êúäåòî xi = −L1 + ih, i = 0, . . . , N è tk = kτ, k = 0, 1, . . . ,K.

Íåêà yk å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà k−òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, ò.å. â ìîìåíòà îò âðåìå

tk = kτ , à yki å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå âúâ âúçåëà (xi, tk).

• Êðàéíè ðàçëèêè çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè:

ykt,i :=
yk+1
i − yki

τ
, ykx̄,i :=

yki − yki−1

h
, ykx̂,i :=

yki+1 − yki−1

2h

• Êðàéíè ðàçëèêè çà àïðîêñèìàöèÿ íà âòîðèòå ïðîèçâîäíè è ïðîèçâîäíè îò ïî-

âèñîê ðåä:

1. ñúñ ñòúïêè h è τ :

ykt̄t,i :=
yk+1
i − 2yki + yk−1

i

τ2
, ∆hy

k
i ≡ ykx̄x,i :=

yki+1 − 2yki + yki−1

h2
;
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2. ñúñ ñòúïêà 2h:

∆̂yki ≡ ykx̂x̂,i :=
yki+2 − 2yki + yki−2

4h2
, ykx̂x̂x̂,i :=

yki+3 − 3yki+1 + 3yki−1 − yki−3

8h3
,

ykx̂x̂x̂x̂x̂,i :=
yki+5 − 5yki+3 + 10yki+1 − 10yki−1 + 5yki−3 − yki−5

32h5
.

Â Ãëàâà 3.3 ïðè êîíñòðóèðàíå íà ÔÄÑ e èçïîëçâàíî ñèìåòðè÷íî σ−òåãëî

yk,σi ≡ σyk+1
i + (1− 2σ)yki + σyk−1

i = yki + στ2ykt̄t,i, σ ∈ [0; 1].

Íåëèíåéíèÿò ÷ëåí f(u(xi, tk)) å àïðîêñèìèðàí ÷ðåç ñëåäíèòå ôîðìóëè:

• ïðè êîíñåðâàòèâíè ñõåìè:

f1(yki ) =
F (yk+1

i )− F (yk−1
i )

yk+1
i − yk−1

i

, (2.31)

êúäåòî F (y) = α
∫ y

0 s
pds = α

yp+1

p+ 1
.

Â ñëó÷àé íà êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò p = 2 ïîëó÷àâàìå

f1(yki ) = α
(yk+1
i )3 − (yk−1

i )3

3(yk+1
i − yk−1

i )
= α

(yk+1
i )2 + yk+1

i yk−1
i + (yk−1

i )2

3
,

à ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò p = 3 f1(yki ) ïðèåìà âèäà

f1(yki ) = α
(yk+1
i )3 + (yk+1

i )2yk−1
i + yk+1

i (yk−1
i )2 + (yk−1

i )3

4
.

• ïðè ñèìïëåêòè÷íè ñõåìè:

f2(yki ) = α(yki )p; (2.32)

• ïðè ñõåìè, çàïàçâàùè ìîìåíòà:

f3(yki ) =
α

p+ 1

(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

. (2.33)

Èçðàçèòå (2.31), (2.32) è (2.33) àïðîêñèìèðàò íåëèíåéíèÿ ÷ëåí ñ âòîðè ðåä íà

òî÷íîñò.

Íåêà H å ïðîñòðàíñòâîòî îò ìðåæîâè ôóíêöèè, êîèòî ñå aíóëèðàò èçâúí [−L1, L2].

Â H å âúâåäåíî äèñêðåòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå (v, w) =
∑N−1

i=1 hviwi, à

‖v‖ =
√

(v, v) å ïîðîäåíàòà îò íåãî íîðìà. Íåêà ‖v|]2 = (v, v] =
∑N

i=1 hv
2
i .

Ïðè ïðåñìÿòàíå íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ å èçïîëçâàí äèñêðåòåí àíàëîã íà ïúðâàòà

ôîðìóëàòà íà Ãðèéí îò [40], êîéòî â îáùèÿ ñëó÷àé èìà âèäà

(z, (ayx̄)x) = − (ayx̄, zx̄ ] + azyx̄|N − a1yx,0z0.

Â ÷àñòíîñò, ïðè z = y, y0 = yN = 0 è a = 1, ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿ èçðàç

(yx̄x, y) = − (yx̄, yx̄ ] .

Ñõîäèìîñòòà è òî÷íîñòòà íà ðàçãëåæäàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè ñà èçñëåäâàíè ñ

ïîìîùòà íà âëîæåíè ìðåæè.
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Íåêà ñ uk å îçíà÷åíî òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà â ìîìåíòà îò âðåìå tk, ò. å.

uk := u(x, tk). Çà ïðåñìÿòàíåòî íà ãðåøêàòà ψhτ è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ íà ïðèáëèæå-

íîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå ôîðìóëè:

ψhτ = max
k
|ψkh|, κ = log2

(
ψhτ

ψ(hτ)/2

)
, (2.34)

êúäåòî ψkh = maxi=0,...,N |yki − uki |, à ñ ψ(hτ)/2 å ãðåøêàòà ïðè ìðåæà ñúñ ñòúïêè h/2 è

τ/2.

Êîãàòî íå ðàçïîëàãàìå ñ òî÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, ãðåøêàòà ψKh/4 è ðåäà íà

ñõîäèìîñò κ íà ïîñëåäíèÿ ñëîé K = T/τ ïî âðåìåòî ñà îïðåäåëåíè ïî ìåòîäà íà

Ðóíãå:

ψKh/4 =

∥∥∥yKh − yKh/2∥∥∥2

∞∥∥∥yKh − yKh/2∥∥∥∞ − ∥∥∥yKh/2 − yKh/4∥∥∥∞ , κ = log2


∥∥∥yKh − yKh/2∥∥∥∞∥∥∥yKh/2 − yKh/4∥∥∥∞

 . (2.35)

Ñ EKh , I
K
h è MK

h ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ, äèñêðåòíàòà ìàñà è

äèñêðåòíèÿ ìîìåíò ïðè T = Kτ .

Â ãîëÿìà ÷àñò îò ðàçãëåæäàíèòå ïðèìåðè, êîãàòî íå ðàçïîëàãàìå ñ òî÷íàòà ñòîé-

íîñò íà åíåðãèÿòà, ãðåøêàòà ψE è ðåäà íà ñõîäèìîñò κE íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh
íà êðàéíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî å îïðåäåëåíà ïî ìåòîäà íà Ðóíãå:

ψE =

∣∣∣EKh − EKh/2∣∣∣2∣∣∣EKh − EKh/2∣∣∣− ∣∣∣EKh/2 − EKh/4∣∣∣ , κE = log2

∣∣∣∣∣ E
K
h − EKh/2

EKh/2 − E
K
h/4

∣∣∣∣∣ . (2.36)

Àíàëîãè÷íî ñå îïðåäåëÿ ãðåøêàòà ψM è ðåäà íà ñõîäèìîñò κM íà äèñêðåòíèÿ

ìîìåíò MK
h .

Îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè íà åíåðãèÿòà relEnergy, íà ìàñàòà relMass è íà ìîìåíòà

relMom ñå ïðåñìÿòàò ïî ôîðìóëèòå

relEnergy =
|Eh − E0

h|
E0
h

, relMass =
|IKh − I0

h|
I0
h

, relMom =
|MK

h −M0
h |

M0
h

. (2.37)

Çà äà ñå èçáåãíàò ïîâòîðåíèÿòà ñ C ñà îçíà÷åíè ðàçëè÷íè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè,

íåçàâèñåùè îò ñòúïêèòå h è τ .

2.4 Êëàñîâå óñòîé÷èâè òðèñëîéíè ñõåìè

Â òîçè ðàçäåë å äåôèíèðàíà óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íè ñõåìè è ñà ðàçãëåäàíè

äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò. Ìàòåðèàëúò â òîçè ðàçäåë å âçàèìñòâàí îò [40].

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà êàíîíè÷íà ôîðìà

B
yk+1 − yk−1

2τ
+ τ2Rykt̄t +Ayk = ϕ(tk) y(t0) = y0, y(t1) = y1. (2.38)

Òóê yk, k = 0, ...,K ñà ïðîèçâîëíè âåêòîðè îò êðàéíîìåðíîòî ðåàëíî ïðîñòðàíñòâî H,
ϕ(tk) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, à A, B è R ñà ëèíåéíè îïåðàòîðè â H.

Ðåøåíèåòî íà (2.38) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî ñóìà yk = ȳk + ỹk, êúäåòî ȳ å

ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå

B
yk+1 − yk−1

2τ
+ τ2Rykt̄t +Ayk = 0, y(t0) = y0, y(t1) = y1,
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a ỹ å ðåøåíèåòî íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå

B
yk+1 − yk−1

2τ
+ τ2Rykt̄t +Ayk = ϕ(tk), y(t0) = y(t1) = 0.

Çà óäîáñòâî çàäà÷à (2.38) ñå çàïèñâà â ñëåäíèÿ ïî-óäîáåí âèä

(B + 2τR)yk+1 = Φk,

Φk = 2(2R−A)τyk + (B − 2τR)yk−1 + 2τϕk.

Çàäà÷àòà (2.38) å ðàçðåøèìà, àêî ñúùåñòâóâà îáðàòíèÿò îïåðàòîð (B + 2τR)−1. Íåêà

òîâà èçèñêâàíå å èçïúëíåíî è îñâåí òîâà îïåðàòîðúò (B + 2τR)−1 å ïîëîæèòåëíî

îïðåäåëåí.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèîíàëà, èçâåñòåí êàòî ñëîæíà íîðìà:

‖Y k+1‖2 =
1

4
‖yk + yk+1‖2(l1) + ‖yk+1 − yk‖2(l2), (2.39)

êúäåòî ‖.‖(l1) è ‖.‖(l2) ñà åíåðãåòè÷íè íîðìè, êîíñòðóèðàíè çà îïåðàòîðèòå A è R. Ïî

òàçè ïðè÷èíà ñ÷èòàìå, ÷å òåçè îïåðàòîðè ñà ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè.

Äåôèíèöèÿ 2.13. Òðèñëîéíàòà ñõåìà (2.38) ñå íàðè÷à óñòîé÷èâà, àêî çà âñè÷êè

äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòúïêè h è τ ìîãàò äà ñå íàìåðÿò ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòèM1 èM2,

íåçàâèñåùè îò h è τ , òàêà ÷å çà âñÿêî k = 1, ...,K ðåøåíèåòî íà (2.38) óäîâëåòâîðÿâà

åäíà îò ñëåäíèòå îöåíêè:

‖Y k‖(1) ≤M1‖Y 1‖(10) +M2 max
0≤j≤K

‖ϕ(tj)‖(2)

‖Y k‖(1) ≤M1‖Y 1‖(10) +M2 max
0≤j≤K

(
‖ϕ(tj)‖(2) + ‖ϕt̄(tj)‖(2)

)
,

êúäåòî ‖.‖(2) å ïîäõîäÿùà íîðìà â H, a ‖.‖(1) å äåôèíèðàíà ñ (2.39).

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ïî-îáùèÿ êàíîíè÷åí âèä íà òðèñëîéíèòå ñõåìè:

Dykt̄t +B
yk+1 − yk−1

2τ
+Ayk = ϕ(tk), y(t0) = y0, y(t1) = y1. (2.40)

Òåîðåìà 23. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

D(t) = D∗(t) > 0, A(t) = A∗(t) > 0, B(t) ≥ 0,

D(t) è A(t) ñà íåïðåêúñíàòè ïî Ëèïøèö è D ≥ 1 + ε

4
τ2A.

Òîãàâà ñõåìà (2.40) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè è ïî äÿñíà ÷àñò, è çà ðåøåíèåòî

íà (2.40) å â ñèëà ñëåäíàòà àïðèîðíà îöåíêà:

‖Y k+1‖A(tk) ≤M1

√
1 + ε

ε

(
‖y0‖A(t1) + ‖y0

t ‖A(t1) +

K∑
s=1

τ‖ϕ(ts)‖D−1(ts)

)
.

Ëåìà 24. Äà ðàçãëåäàìå ñõåìàòà D̃yt̄t + Ãy = ϕ, êúäåòî îïåðàòîðèòå D̃ è Ã ñà

ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè. Íåêà D̃ ≥ 1+ε
4 τ2Ã çà ìàëêî ïîëîæèòåëíî

÷èñëî ε. Äåôèíèðàìå åíåðãåòè÷íà íîðìà

‖Y k‖2 :=

((
D̃ − τ2

4
Ã

)
ykt , y

k
t

)
+

1

4

(
Ã
(
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
.

Òîãàâà å â ñèëà îöåíêàòà

‖Y k‖2 ≥ ε

2(1 + ε)

[(
Ãyk+1, yk+1

)
+
(
D̃ykt , y

k
t

)]
.
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Äîêàçàòåëñòâî.

‖Y k‖2 =
(
D̃ykt , y

k
t

)
− τ2

4

(
Ãykt , y

k
t

)
+

1

4

(
Ã(yk+1 + yk), yk+1 + yk

)
=

=
(
D̃ykt , y

k
t

)
− 1

4

(
Ã(yk+1 − yk), yk+1 − yk

)
+

1

4

(
Ãyk+1, yk+1

)
+

+
1

2

(
Ãyk+1, yk

)
+

1

4

(
Ãyk, yk

)
=
(
D̃ykt , y

k
t

)
− 1

4

(
Ãyk+1, yk+1

)
+

+
1

2

(
Ãyk+1, yk

)
− 1

4

(
Ãyk, yk

)
+

1

4

(
Ãyk+1, yk+1

)
+

1

2

(
Ãyk+1, yk

)
+

+
1

4

(
Ãyk, yk

)
=
(
D̃ykt , y

k
t

)
+
(
Ãyk+1, yk

)
=
(
D̃ykt , y

k
t

)
+
(
Ãyk, yk+1

)
.

Çà äà ïðåðàáîòèì ÷ëåíà
(
Ãyk, yk+1

)
èçïîëçâàìå, ÷å yk = yk+1 − τykt îòêúäåòî(

Ãyk, yk+1
)

=
(
Ã(yk+1 − τykt ), yk+1

)
=
(
Ãyk+1, yk+1

)
− τ

(
Ãyk+1, ykt

)
.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè êúì
(
Ãyk+1, ykt

)
, ò.å.

(
Ãyk+1, ykt

)
≥
√

(Ãyk+1, yk+1)(Ãykt , y
k
t ),

çà åíåðãåòè÷íàòà íîðìà å â ñèëà

‖Y k‖2 ≥
(
D̃ykt , y

k
t

)
+
(
Ãyk+1, yk+1

)
− τ
√

(Ãyk+1, yk+1)(Ãykt , y
k
t ).

Îò óñëîâèåòî D̃ ≥ 1 + ε

4
τ2Ã ñëåäâà, ÷å (Ãykt , y

k
t ) ≥ 4

τ2(1 + ε)
(D̃ykt , y

k
t ). Îòòóê

‖Y k‖2 ≥
(
D̃ykt , y

k
t

)
+
(
Ãyk+1, yk+1

)
−
√

(Ãyk+1, yk+1)

√
4

1 + ε
(D̃ykt , y

k
t ). (2.41)

Òúé êàòî ab ≤ δa2 +
b2

4δ
, íåðàâåíñòâî (2.41) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

‖Y k‖2 ≥
(

1− 1

δ(1 + ε)

)(
D̃ykt , y

k
t

)
+ (1− δ)

(
Ãyk+1, yk+1

)
.

Íåêà δ å èçáðàíî òàêà, ÷å êîåôèöèåíòèòå ïðåä
(
D̃ykt , y

k
t

)
è
(
Ãyk+1, yk+1

)
äà ñà ðàâíè,

ò.å. δ =
1√

1 + ε
. Òîãàâà 1 − δ =

ε

1 + ε+
√

1 + ε
è 1 − δ >

ε

2(1 + ε)
îòêúäåòî ñëåäâà

ôèíàëíàòà îöåíêà

‖Y k‖2 ≥ ε

2(1 + ε)

[(
Ãyk+1, yk+1

)
+
(
D̃ykt , y

k
t

)]
.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 24 å çàâúðøåíî.

2.5 Äðóãè òâúðäåíèÿ

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà äèñêðåòíèÿ çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà, ôîðìóëèðàí

â Òåîðåìà 28, å íåîáõîäèìî ñëåäíîòî ñâîéñòâî íà ñèìåòðè÷íèòå îïåðàòîðè, îïèñàíî â

[40]:
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Ëåìà 25. Àêî D å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð, òî(
D
(
wk+1 + wk−1

)
, wk+1 − wk−1

)
=

= 0.5
[(
D
(
wk+1 + wk

)
, wk+1 + wk

)
+
(
D
(
wk+1 − wk

)
, wk+1 − wk

)]
−

−0.5
[(
D
(
wk + wk−1

)
, wk + wk−1

)
+
(
D
(
wk − wk−1

)
, wk − wk−1

)]
,

çà âñåêè âåêòîð w îò ïðîñòðàíñòâîòî H.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî(
D
(
wk+1 + wk−1

)
, wk+1 − wk−1

)
=

=
(
Dwk+1, wk+1

)
−
(
Dwk+1, wk−1

)
+
(
Dwk−1, wk+1

)
−
(
Dwk−1, wk−1

)
îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà îïåðàòîðà D ñå ïîëó÷àâà(

D
(
wk+1 + wk

)
, wk+1 − wk

)
=
(
Dwk+1, wk+1

)
−
(
Dwk−1, wk−1

)
.

Ñëåä äîáàâÿíå è èçâàæäàíå íà ÷ëåíà (Dwk, wk) îò äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî óðàâ-

íåíèå, òî ñå çàïèñâà âúâ âèäà(
D
(
wk+1 + wk

)
, wk+1 − wk

)
=

=
[(
Dwk+1, wk+1

)
+ (Dwk, wk)

]
−
[(
Dwk−1, wk−1

)
+ (Dwk, wk)

]
. (2.42)

Îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà îïåðàòîðà D èçðàçúò â ïúðâàòà ñêîáà âäÿñíî íà (2.42) ñå ïðåä-

ñòàâÿ â ñëåäíèÿ âèä:(
Dwk+1, wk+1

)
+ (Dwk, wk) = 0.5

[
2
(
Dwk+1, wk+1

)
+ 2(Dwk, wk)

]
=

= 0.5
[(
Dwk+1, wk+1

)
+ 2

(
Dwk+1, wk

)
+ (Dwk, wk)+

+
((
Dwk+1, wk+1

)
− 2

(
Dwk+1, wk

)
+ (Dwk, wk)

)]
=

= 0.5
[(
D
(
wk+1 + wk

)
, wk+1 + wk

)
+
(
D
(
wk+1 − wk

)
, wk+1 − wk

)]
.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå ïðåîáðàçóâà èçðàçúò âúâ âòîðàòà ñêîáà íà (2.42)(
Dwk−1, wk−1

)
+ (Dwk, wk) =

= 0.5
[(
D
(
wk + wk−1

)
, wk + wk−1

)
+
(
D
(
wk − wk−1

)
, wk − wk−1

)]
.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 25 å çàâúðøåíî.

Ïðè äîêàçâàíå íà ñõîäèìîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä å èçïîëçâàí ñëåäíèÿ äèôåðåí÷åí

àíàëîã íà ëåìàòà íà Ãðîíóîë îò [40]:

Ëåìà 26. (Ãðîíóîë) Íåêà gj ≥ 0, fj ≥ 0, j = 0, 1 . . . , fj å ìîíîòîííî ðàñòÿùà

ôóíêöèÿ íà j è c0 å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Íåêà

gj+1 ≤ c0

j∑
k=1

τgk + fj , j = 1, 2, . . . , g1 ≤ f0.

Òîãàâà

gj+1 ≤ expc0tj fj .
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3 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê

îò øåñòè ðåä

Â òàçè ãëàâà ñà êîíñòðóèðàíè è èçñëåäâàíè äèôåðåí÷íè ñõåìè çà íàìèðàíå íà

÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ äèñïåðñíè

÷ëåíîâå îò øåñòè ðåä.

Â Ðàçäåë 3.2 è Ðàçäåë 3.3 ñà ïðåäñòàâåíè äâå äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ âòîðè ðåä íà

àïðîêñèìàöèÿ. Äîêàçàíî å çàïàçâàíå íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ çà âñÿêà îò ñõåìèòå è

ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíîòî ðåøåíèå íà âòîðàòà ñõåìà êúì òî÷íîòî â äèñêðåòíè W 2
2,h

è Ch íîðìè. Ñõåìèòå èìàò ðàçëè÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò: τ = O(h2) çà ïúðâàòà

äèôåðåí÷íà ñõåìà è τ = O(h) çà âòîðàòà.

Â ïîñëåäíèòå äâà ðàçäåëà ñà êîíñòðóèðàíè äèôåðåí÷íè ñõåìè, îñíîâàíè íà ïðåä-

ñòàâÿíåòî íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä âúâ âèä íà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà

ñèñòåìà. Â ðåçóëòàò íà òîâà â Ðàçäåë 3.4 e ïîëó÷åía äèôåðåí÷íà ñõåìà, çàïàçâàùà

òî÷íî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ è äèñêðåòíàòà ìàñà, à â Ðàçäåë 3.5 - ñèìïëåêòè÷íà äèôå-

ðåí÷íà ñõåìà, ÷èåòî ðåøåíèå çàïàçâà ñèìïëåêòè÷íàòà ñòðóêòóðà íà äèñêðåòíî íèâî

è äèñêðåòíàòà ìàñà. Ñúùî òàêà å äîêàçàíî, ÷å ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà íà÷àëíàòà

åíåðãèÿ ñå çàïàçâà ñ ãðåøêà O(τ2).

Ïðåäñòàâåíèòå âúâ âèä íà òàáëèöè è ãðàôèêè ðåçóëòàòè ñúîòâåòñòâàò íà ïîëó÷å-

íèòå òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè å ïóáëèêóâàíî â ñëåäíèòå ñòàòèè ñ èìïàêò

ðàíã [32], [33], [45] è [46].

3.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷à íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (ÓÁØÐ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ β3∆3u−∆f(u), (3.1)

÷èåòî òúðñåíî ðåøåíèå u = u(x, t) å äåôèíèðàíî ïðè x ∈ (−∞,∞) è t ∈ [0, T ], ñ

íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), (3.2)

çà êîèòî

u0 ∈W 2
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R). (3.3)

Òóê β1 > 0, β2 6= 0 è β3 > 0 ñà äèñïåðñíè ïàðàìåòðè, à íåëèíåéíèÿò ÷ëåí èìà âèäà

f(u) = αup, p = 2, 3, ..., p ∈ N, êúäåòî α å ïàðàìåòúð íà àìïëèòóäàòà.

Âñè÷êè êîåôèöèåíòè â óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê (3.1) ñà êîíñòàíòè.

3.2 Êîíñåðâàòèâíà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 çà óðàâíåíèåòî íà
Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

Äèñêðåòíàòà çàäà÷à å ðàçãëåäàíà â êðàéíèÿ èíòåðâàë [−L1, L2], êúäåòî å âúâåäåíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà {xi | xi = −L1 + ih, i = 0, ..., N} ñúñ ñòúïêà h.
Ïðîèçâîäíèòå â óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñà çàìåíåíè ñ êðàéíè ðàç-

ëèêè ñ âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ è âúâ âúòðåøíèòå òî÷êè íà ìðåæàòà å ïîëó÷åíî

ñëåäíîòî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå

ykt̄t,i −∆hy
k
i − β1∆hy

k
t̄t,i + β2∆2

hy
k
i − β3∆3

hy
k
i + ∆hf1(yki ) = 0, (3.4)
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ñ àïðîêñèìàöèÿ íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí îò âèäà

f1(yki ) =
α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

.

Çà äà ñå àïðîêñèìèðàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ìðåæàòà å ðàçøèðåíà èçâúí [−L1, L2] ñ

ïîìîùòà íà äâå äîïúëíèòåëíè ëèíèè âúâ âñåêè êðàé íà èíòåðâàëà x−i = x0 − ih, i =

{1, 2} è xN+j = xN +jh, j = {1, 2}. Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà àïðîêñèìèðàíè ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí

yk0 = 0, ∆hy
k
0 = 0, ∆2

hy
k
0 = 0, ykN = 0, ∆hy

k
N = 0, ∆2

hy
k
N = 0. (3.5)

Îò (3.5) ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè:

yk−1 = yk1 , y
k
−2 = yk2 , y

k
N+1 = ykN−1, y

k
N+2 = ykN−2.

Çà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ (3.2) ñà èçïîëçâàíè ðàâåíñòâàòà

y0
i = u0(xi),

y1
i = u0(xi) + τu1 (x) +

+ 0.5τ2(Id − β1∆h)−1(∆hu0 (xi)− β2∆2
hu0 (xi) + β3∆3

hu0 (xi)−∆hf (u0 (xi))), (3.6)

êúäåòî ñ Id å îçíà÷åí èäåíòèòåòúò.

Îò àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí f1(yki ) ñëåäâà, ÷å ïîëó÷åíàòà ñõåìà (3.4),

(3.5) è (3.6) å íåÿâíà ñïðÿìî yk+1
i , òúé êàòî ñòîéíîñòèòå íà f1(yki ) çàâèñÿò îò ñòîéíîñ-

òèòå íà ðåøåíèåòî yk+1
i íà ñëåäâàùèÿ ñëîé ïî âðåìåòî.

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð âúâ âúçëèòå íà ìðåæàòà (xi, tk) ëåñíî ñå äîêàçâà,

÷å ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ å O(h2 + τ2).

Çà ïî-äîáðàòà àëãîðèòìè÷íà ðåàëèçàöèÿ äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.4) å ïðåäñòàâåíà

â ñëåäíàòà ïî-óäîáíà ôîðìà
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i − f1

(
yki
)

ykt,i − β1∆hy
k
t,i = ∆hw

k+ 1

2

i ,

(3.7)

êúäåòî w å äèñêðåòíà ñïîìàãàòåëíà ôóíêöèÿ, à ñ w
k+ 1

2

i ñà îçíà÷åíè ñòîéíîñòèòå íà w

íà (k + 1
2) ïîëóñëîé, ò.å. w

k+ 1

2

i = w(xi, tk + τ
2 ).

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ñèñòåìà (3.7) àïðîêñèìèðà ñèñòåìà (2.5) ñ ãðåøêà

O(h2 + τ2).

Çà òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ ñõåìà (3.4) ñå ðàçãëåæäà â ñëåäíèÿ êàíîíè÷åí âèä

Byt̄t +
(
A+ β2A

2 + β3A
3
)
y = Af1(y), (3.8)

êúäåòî îïåðàòîðèòå Ay = −∆hy è B = Id + β1A ñà äåôèíèðàíè â ïðîñòðàíñòâîòî H
îò ìðåæîâè ôóíêöèè, êîèòî ñå àíóëèðàò èçâúí èíòåðâàëà [−L1, L2]. Oïåðàòîðèòå A è

B ñà ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè.

Äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.4) å óñëîâíî óñòîé÷èâà è â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ôîðìó-

ëèðàíî äîñòàòú÷íî óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò.

Òåîðåìà 27. Ëèíåéíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà (3.8), (åêâèâàëåíòíî

ñõåìàòà (3.8) ñ f1(y) = 0) å óñëîâíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, ñúñ ñëåäíîòî

óñëîâèå íà óñòîé÷èâîñò:

τ ≤

√
β1

(1 + ε)(h4 + 4β2h2 + 16β3)
h2,

êúäåòî ε å ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íåçàâèñåùî îò h è τ .
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåä ïðèëàãàíå îïåðàòîðà A−1 êúì äâåòå ñòðàíè íà äèôåðåí÷íîòî

óðàâíåíèå (3.8) ñ f1(y) = 0 ñå ïîëó÷àâà(
A−1 + β1Id

)
yt̄t +

(
Id + β2A+ β3A

2
)
y = 0.

Îò [40] ñëåäâà, ÷å ñõåìàòà ùå áúäå óñòîé÷èâà, àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε,

òàêîâà ÷å äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

A−1 + β1Id ≥
1 + ε

4
τ2
(
Id + β2A+ β3A

2
)
. (3.9)

Òúðñÿò ñå óñëîâèÿ çà ñòúïêèòå h è τ , ïðè êîèòî å â ñèëà (3.9).

Òúé êàòî A ≤ ‖ −∆h‖Id è ‖A‖ ≤
4

h2
, ïîëó÷àâàìå A2 ≤ 4

h2
A ≤ 16

h4
Id, à îòòóê

1 + ε

4
τ2

(
Id + β2

4

h2
Id + β3

16

h4
Id

)
≥ 1 + ε

4
τ2
(
Id + β2A+ β3A

2
)
.

Ñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâî (3.9) ùå áúäå èçïúëíåíî, àêî å â ñèëà

A−1 + β1Id ≥
1 + ε

4
τ2

(
1 + β2

4

h2
+ β3

16

h4

)
Id.

Òúé êàòî îïåðàòîðúò A−1 å ïîëîæèòåëåí äîñòàòú÷íî å äà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

β1 ≥
1 + ε

4
τ2

(
1 + β2

4

h2
+ β3

16

h4

)
.

Îòòóê

τ2 ≤ 4β1

(1 + ε)(h4 + 4β2h2 + 16β3)
h4.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 27 å çàâúðøåíî.

Íåêà ñ Eh(yk) å îçíà÷åíà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ, êîÿòî å äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí:

Eh(yk) := Eh,L(yk)− α

2(p+ 1)
((yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1). (3.10)

Ëèíåéíàòà ÷àñò Eh,L ñå çàäàâà ñ ðàâåíñòâîòî

Eh,L

(
yk
)

:=
1

2

(
A−

1

2 ykt , A
− 1

2 ykt

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− τ2β2

8

(
Aykt , y

k
t

)
−

− τ2β3

8

(
Aykt , Ay

k
t

)
+

1

8

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk) àïðîêñèìèðà íåïðåêúñíàòàòà åíåðãèÿ (2.28) ñ ãðåøêà

O(h2 + τ2).

Âàæíî ñâîéñòâî íà ðàçãëåæäàíàòà ñõåìà (3.4), ôîðìóëèðàíî â ñëåäâàùàòà òåîðå-

ìà, å íåéíàòà êîíñåðâàòèâíîñò.

Òåîðåìà 28. (Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà) Äèôåðåí÷íàòà

ñõåìà (3.4) å êîíñåðâàòèâíà, ò.å äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk), çàäàäåíà ñ (3.10), ñå

çàïàçâà âúâ âðåìåòî:

Eh(yk) = Eh(y0), k = 1, 2, ...,K.
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Äîêàçàòåëñòâî. Îïåðàòîðúò A−1 = (−∆h)−1 å ïðèëîæåí êúì äèôåðåí÷íîòî óðàâíå-

íèå (3.8) è äâåòå ñòðàíè íà ïîëó÷eíîòî óðàâíåíèå

(A−1 + β1Id)y
k
t̄t +

(
Id + β2A+ β3A

2
)
yk = f1(yk)

ñà óìíîæåíè ñêàëàðíî ñ τ
ykt + ykt̄

2
=
yk+1 − yk−1

2
. Ñëåä òîâà ykt̄t è y

k ñà çàìåñòåíè ñúñ

ñëåäíèòå èçðàçè:

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
, yk =

yk+1 + yk−1

2
−
τ(ykt − ykt̄ )

2
.

Ïî òîçè íà÷èí å ïîëó÷åíî óðàâíåíèåòî

1

2

(
(A−1 + β1Id)(y

k
t − ykt̄ ), ykt + ykt̄

)
+

1

4

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 + yk−1

)
, yk+1 − yk−1

)
−

−τ
2

4

((
Id + β2A+ β3A

2
)

(ykt − ykt̄ ), (ykt + ykt̄ )
)
− 1

2

(
f1(yk), yk+1 − yk−1

)
= 0. (3.11)

Ïîñëåäíèÿò ÷ëåí íà ãîðíîòî óðàâíåíèå ñå ïðåäñòàâÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(f1(yk), yk+1 − yk−1) = α

N−1∑
i=1

h
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

(yk+1
i − yk−1

i ) =

= α
(

(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1
)
− α

(
(yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1

)
.

Îò ñâîéñòâàòà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è ñëåä ïðèëàãàíå íà Ëåìà 25 êúì (3.11)

ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Eh,L(yk)− α

2

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
= Eh,L(yk−1)− α

2

(
(yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1

)
,

êúäåòî ñ Eh,L
(
yk
)
å îçíà÷åíà ëèíåéíàòà ÷àñò

Eh,L
(
yk
)

=
1

2

(
(A−1 + β1Id)y

k
t , y

k
t

)
+

1

8

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
+

+
1

8

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 − yk

)
, yk+1 − yk

)
− τ2

4

((
Id + β2A+ β3A

2
)
ykt , y

k
t

)
=

=
1

2

((
A−1 + β1Id

)
ykt , y

k
t

)
+

1

8

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
+

+
τ2

8

((
Id + β2A+ β3A

2
)
ykt , y

k
t

)
− τ2

4

((
Id + β2A+ β3A

2
)
ykt , y

k
t

)
=

=
1

2

(
A−1/2ykt , A

−1/2ykt
)

+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− τ2β2

8

(
Aykt , y

k
t

)
− τ2β3

8

(
Aykt , Ay

k
t

)
+

+
1

8

((
Id + β2A+ β3A

2
) (
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 28 å çàâúðøåíî.

Íåëèíåéíîñòòà íà ÷èñëåíàòà ñõåìà (3.7) íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà èòåðàöèîíåí ìå-

òîä çà ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî yk+1. Èçïîëçâàí å ïðîñò èòåðàöèîíåí

ìåòîä yk+1,[s], s = 0, 1, 2, ..., êîéòî çàïî÷âà ñúñ ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî yk+1,[0] = yk

íà ïðåäèøíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî. Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ïðîäúëæàâà äîêàòî ãðåøêàòà

ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè ñòàíå ïî-ìàëêà îò ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí òîëå-

ðàíñ tol, ò.å. |yk+1,[s+1] − yk+1,[s]| < tol. Âñè÷êè ðåçóëòàòè, ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèÿ

ïàðàãðàô, ñà ïîëó÷åíè ïðè tol = 10−12.
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3.2.1 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0

Òîçè ðàçäåë ñúäúðæà ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà íåÿâíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà (3.4) ñ òåã-

ëî σ = 0. Çàäà÷àòà å ðåøåíà ïðè êâàäðàòè÷íà (p = 2) è êóáè÷íà (p = 3) íåëèíåéíîñò.

Ñõîäèìîñòòà è òî÷íîñòòà íà ñõåìàòà ñà èçñëåäâàíè ÷èñëåíî ñ ïîìîùòà íà âëîæåíè

ìðåæè.

• Ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò p = 2, íåêà ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà

β1 = 1, β2 = 1 +
61

169
β1, β3 =

1

3
, c =

√
61

169
è α =

1

2
.

Òîãàâà òî÷íîòî ðåøåíèå ũ(x, t; c) íà çàäà÷àòà ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëà (2.3).

• Ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò p = 3 è ñëåäíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

β1 = 3, β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
, c =

3

5
è α =

1

3
,

òî÷íîòî ðåøåíèå ũ(x, t; c) ñå çàäàâà ñ ôîðìóëà (2.4).

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è â äâàòà ñëó÷àÿ ñà

u(x, 0) = ũ(x, 0; c),
∂u(x, 0)

∂t
= −c∂ũ(x, 0; c)

∂t
.

Íåêà x ∈ [−160, 160] è t ∈ [0, T ], êúäåòî T = 20.

Â Òàáëèöà 1 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà ãðåøêàòà ψhτ = maxi,k |u(xi, t
k)−yki |, i =

0, ..., N, k = 0, ...,K è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ, êîèòî ñà ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëè (2.34).

×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî

ðåøåíèå, ñ ãðåøêà O(10−5) â ïîñëåäíèÿ ðåä çà çàäà÷àòà ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò è

O(10−4) çà çàäà÷àòà ñ êóáè÷íà íåëèíåéíîñò. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñå ïîëó÷àâà âòîðè ðåä

íà ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Â êîëîíà sec å ïîêàçàíî èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå â ñåêóíäè, íåîáõîäèìî çà íàìèðàíå

íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà âúðõó ðàçëè÷íèòå ìðåæè.

Òàáëèöà 1: Ãðåøêà ψhτ è ðåä íà ñõîäèìîñò κ ïðè T = 20 çà p = 2 è p = 3.
p = 2 p = 3

Error ψhτ κ sec h τ Error ψhτ κ sec
0.0371343246 4 0.4 0.004 0.1086316405 4
0.0091485834 2.0211 14 0.2 0.002 0.0265570211 2.0323 15
0.0022786095 2.0054 59 0.1 0.001 0.0065958306 2.0095 61
0.0005691166 2.0014 213 0.05 0.0005 0.0016470460 2.0017 223
0.0001422195 2.0006 841 0.025 0.00025 0.0004114136 2.0012 851
0.0000353696 2.0075 2115 0.0125 0.000125 0.0001011566 2.0240 2099

Â Òàáëèöà 2 è Òàáëèöà 3 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh
â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå, ïðåñìåòíàòà ïî ôîðìóëà (3.10). Ïîêàçàíè ñà ãðåøêàòà

Error ψE è ðåäà íà ñõîäèìîñò κE íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh , ïîëó÷åíè ïî ôîðìóëà

(2.35), êàêòî è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà relEnergy = |EKh − E0
h|/E0

h.
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Ôèãóðà 2: Ñîëèòîííî ðåøåíèå íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 çà ÓÁØÐ
ñ êóáè÷íà íåëèíåéíîñò p = 3 ïðè T = 55

Òàáëèöà 2: Åíåðãèÿ EK
h , ãðåøêà ψE, ðåä íà ñõîäèìîñò κE è îòíîñèòåëíà ãðåø-

êà relEnergy íà åíåðãèÿòà ïðè T = 20 è p = 2.
h τ Energy EK

h Error ψE κE relEnergy
0.4 0.004 6.920591985685416 2.5 ∗ 10−12

0.2 0.002 6.922133787500153 5.3 ∗ 10−12

0.1 0.001 6.922525496376082 0.0020669223814 1.9768 7.8 ∗ 10−11

0.05 0.0005 6.922623811886917 0.0005229697114 1.9943 7.1 ∗ 10−10

0.025 0.00025 6.922648379501831 0.0001310673281 2.0007 6.0 ∗ 10−9

0.0125 0.000125 6.922654282922673 0.0000323382676 2.0571 4.2 ∗ 10−8

Ïðè äâàòà ñëó÷àÿ íà íåëèíåéíîñò p = 2 è p = 3 äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh èìà âòîðè

ðåä íà ñõîäèìîñò êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ. Îñâåí òîâà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿ-

òà relEnergy äîñòèãà òî÷íîñò 10−12 âúðõó ìðåæàòà ñ íàé-ãîëåìè ñòúïêè. Èçïîëçâàíåòî

íà ïî-äðåáíè ñòúïêè h ïî ïðîñòðàíñòâîòî âîäè äî îùå ïî-äðåáíè ñòúïêè ïî âðåìåòî

ïîðàäè óñëîâèåòî τ = O(h2), à îòòàì íàðàñòâàò ãðåøêèòå îò ïðåñìÿòàíèÿòà. Ïî òàçè

ïðè÷èíà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà ñå óâåëè÷àâà ïðè íàìàëÿâàíå íà ñòúï-

êàòà. Íàïðèìåð ïðè ñòúïêè h = 0.0125 è τ = 0.000125 relEnergy äîñòèãà òî÷íîñò 10−7

ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò è òî÷íîñò 10−8 ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò.

Íà Ôèãóðà 2 è Ôèãóðà 3 å ïîêàçàíî ðåøåíèåòî íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî

σ = 0 çà ÓÁØÐ ñúîòâåòíî ñ êóáè÷íà è êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò ïðè T = 55.

Çàáåëåæêà: Êîíñòðóèðàíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà (3.7) ñ òåãëî σ = 0 å óñëîâíî

óñòîé÷èâà ñ óñëîâèå τ = O(h2) çà ñòúïêèòå h è τ . Òîâà óñëîâèå âîäè äî ìíîãî ïðåñìÿ-

òàíèÿ, êîãàòî ñå òúðñè ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðè t = T , êîãàòî T >> 0. Çà äà ñå óñêîðè

èç÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ, â ñëåäâàùàòà ãëàâà å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà äèôåðåí÷íà

ñõåìà ñúñ òåãëî σ 6= 0, íàðå÷åíà Ôàêòîðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (ÔÄÑ). Òàçè ñõå-
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Òàáëèöà 3: Åíåðãèÿ EK
h , ãðåøêà ψE, ðåä íà ñõîäèìîñò κE è îòíîñèòåëíà ãðåø-

êà relEnergy íà åíåðãèÿòà ïðè T = 20 è p = 3.
h τ Energy EK

h Error ψE κE relEnergy
0.4 0.004 7.913589595452327 2.0 ∗ 10−12

0.2 0.002 7.923289369871691 2.8 ∗ 10−11

0.1 0.001 7.925745560006571 0.0129888215684 1.9815 1.5 ∗ 10−10

0.05 0.0005 7.926361563173010 0.0032784005550 1.9954 2.3 ∗ 10−9

0.025 0.00025 7.926515586611381 0.0008213778181 1.9998 1.6 ∗ 10−8

0.0125 0.000125 7.926553181308633 0.0002037574171 2.0346 1.3 ∗ 10−7

Ôèãóðà 3: Ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà
ñ òåãëî σ = 0 çà ÓÁØÐ ñ p = 2 ïðè t ∈ [0, T ], T = 55

ìà èìà ïî-ñëàáî èçèñêâàíå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h) ïî îòíîøåíèå íà ñòúïêèòå h è τ .

Îñâåí ïî-äîáðî èç÷èñëèòåëíî âðåìå íîâàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ òåãëî σ 6= 0 ïîêàçâà

ïî-äîáðè ðåçóëòàòè çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà.

3.3 Ôàêòîðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà

Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1)-(3.3) çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè

ðåä.

Çà àïðîêñèìàöèÿ íà óðàâíåíèåòî (3.1) å èçïîçâàíà ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà

ykt̄t,i −∆hy
k
i − β1∆hy

k
t̄t,i + β2∆2

hy
k
i − β3∆3

hy
k,σ
i + ∆hf1(yki ) = 0. (3.12)

Òóê ñ yk,σi å îçíà÷åíà àïðîêñèìàöèÿ ñ òåãëî σ íà u(xi, tk), çàäàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî

yk,σi ≡ σyk+1
i + (1− 2σ)yki + σyk−1

i = yki + στ2ykt̄t,i, σ ∈ [0; 1].
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Ñëåä çàìåñòâàíå íà yk,σi ñ èçðàçà yki + στ2ykt̄t,i â (3.12) å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî äèôåðåí÷-

íîòî óðàâíåíèå

(Id − β1∆h − στ2β3∆3
h)ykt̄t,i +

(
−∆h + β2∆2

h − β3∆3
h

)
yki = −∆hf1(yki ),

êúäåòî ñ Id å îçíà÷åí èäåíòèòåòúò.

Àïðîêñèìàöèÿòà f1(yki ) íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

f1(yki ) =
α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

.

Çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî yk+1 íà ñëåäâàùèÿ ñëîé ïî âðåìåòî ïðè σ 6= 0 å íóæíî

äà ñå ðåøè ñèñòåìà ñúñ ñåäåìäèàãîíàëíà ìàòðèöà ñ ãîëÿìî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò

îò ðåä O(h−6). Çà îïðîñòÿâàíå íà èç÷èñëåíèÿòà îïåðàòîðúò Id − β1∆h − στ2β3∆3
h,

äåéñòâàù âúðõó yt̄t, ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà îïåðàòîðèòå (Id − β1∆h) è(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
ñ ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ O(τ2), ò.å.

Id − β1∆h − β3στ
2∆3

h = (Id − β1∆h)

(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
+O(τ2).

Ïî òîçè íà÷èí å êîíñòðóèðàíà íîâà ñõåìa, íàðå÷åíàÔàêòîðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà

(ÔÄÑ):

(Id − β1∆h)

(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
ykt̄t,i +

(
−∆h + β2∆2

h − β3∆3
h

)
yki = −∆hf1(yki ). (3.13)

Íà÷àëíèòå è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà àïðîêñèìèðàíè ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïðè êîí-

ñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0, ò. å. ÷ðåç ñëåäíèòå ôîðìóëè

yk0 =0, ∆hy
k
0 = 0, ∆2

hy
k
0 = 0, ykN = 0, ∆hy

k
N = 0, ∆2

hy
k
N = 0.

y0
i =u0(xi),

y1
i =u0(xi) + τu1 (x) + 0.5τ2(Id − β1∆h)−1.

.∆h(u0 (xi)− β2∆hu0 (xi) + β3∆2
hu0 (xi)− f (u0 (xi))).

Çà ïî-äîáðà àëãîðèòìè÷íà ðåàëèçàöèÿ äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.13) å ïðåäñòàâåíà â

ñëåäíèÿ âèä:
(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= yki − β2∆hy

k
i + β3∆2

hy
k
i − f1

(
yki
)
,

(Id − β1∆h) ykt,i = ∆hw
k+ 1

2

i ,

(3.14)

êúäåòî w å ñïîìàãàòåëíà ìðåæîâà ôóíêöèÿ, à w
k+ 1

2

i = w(xi, tk + τ
2 ).

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ñõåìèòå (3.7) è (3.14) ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî îïåðàòîðúò,

äåéñòâàù âúðõó
w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
. Îòòóê êàòî ñå çàìåñòè σ = 0 â ñõåìà (3.14), ñå ïîëó÷àâà

äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.7).

Ñèñòåìà (3.14) èìà ïåòäèàãîíàëíà ìàòðèöà ñ ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò O(h−4) îòíîñ-

íî wk+ 1

2 . Çà äà ñå íàìåðè ðåøåíèåòî yk+1 íà ñèñòåìàòà å èçïîëçâàí ïðîñò èòåðàöèîíåí

ìåòîä yk+1,[s], s = 0, 1, ..., êîéòî çàïî÷âà ñúñ ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íà ïðåäèøíèÿ

ñëîé, ò. å. yk+1,[0] = yk. Íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî ïúðâî ñå ïðåñìÿòà äÿñíàòà ñòðàíà

íà ïúðâîòî óðàâíåíèå íà (3.14) è ñå îïðåäåëÿò ñòîéíîñòèòå íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ
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wk+ 1

2
,[s+1] íà ñëåäâàùèÿ ïîëóñëîé. Ñëåä òîâà, îò âòîðîòî óðàâíåíèå ñå ïîëó÷àâà ÷èñ-

ëåíîòî ðåøåíèå íà ñëåäâàùàòà èòåðàöèÿ yk+1,[s+1]. Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ïðèêëþ÷âà,

êîãàòî ðàçëèêàòà ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè ñòàíå ïî-ìàëêà îò ïðåäâàðè-

òåëíî çàäàäåí òîëåðàíñ tol, ò.å. |yk+1,[s+1] − yk+1,[s]| < tol. ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà

ïîëó÷åíè ïðè tol = 10−12.

Ìàòðèöèòå

(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
è (Id − β1∆h) íà (3.14) èìàò ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà- òå

ñà ñúîòâåòíî ïåòäèàãîíàëíè è òðèäèàãîíàëíè ìàòðèöè ñ ïðåîáëàäàâàù ãëàâåí äèàãî-

íàë. Ïî òàçè ïðè÷èíà çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà w
k+ 1

2

i è yk+1
i ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí

ìåòîä íà ïðîãîíêàòà.

Îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà ìàòðèöèòå

(
Id +

β3

β1
στ2∆2

h

)
è (Id − β1∆h) ñëåäâà, ÷å ðå-

øåíèåòî w
k+ 1

2

i è yk+1
i ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíî è ñ ïîìîùòà íà ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò.

Íåêà ñ A è B ñà îçíà÷åíè ñëåäíèòå îïåðàòîðè

A = −∆h è B = (Id + β1A)

(
Id +

β3

β1
στ2A2

)
,

äåôèíèðàíè â ïðîñòðàíñòâîòî H. Çà ïî-íàòàòú÷íèòå òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ å óäîáíî
ñõåìà (3.13) äà ñå çàïèøå â ñëåäíàòà îïåðàòîðíà ôîðìà:

Byt̄t +Ay + β2A
2y + β3A

3y = Af1(y). (3.15)

Çà äà ñå ïîëó÷àò óñëîâèÿòà çà óñòîé÷èâîñò, êîèòî òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò ñòúï-

êèòå h è τ , å ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà ëèíåàðèçèðàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

Byt̄t +
(
A+ β2A

2 + β3A
3
)
y = ϕ. (3.16)

Òåîðåìà 29. Íåêà ñúùåñòâóâà ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε, òàêîâà ÷å ñà èçïúëíåíè

ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

àêî σ ≥ max

{
1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

}
, òî τ2 ≤ 4β1

1 + ε
; (3.17)

àêî σ ∈
[

1 + ε

4
,
β1β2(1 + ε)

4β3

)
, òî τ2 ≤ min

{
4β1

1 + ε
, h2 4β2

1

β1(1 + ε)(h2 + 4β2)− 16σβ3

}
.

(3.18)

Òîãàâà ñõåìà (3.16) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè è äÿñíà ÷àñò ϕ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà îïåðàòîðúò A−1 å ïðèëîæåí êúì äâåòå ñòðàíè íà (3.16). Îò

[40] ñëåäâà, ÷å ñõåìàòà (3.13) ùå áúäå óñòîé÷èâà, àêî ñúùåñòâóâà ìàëêî ïîëîæèòåëíî

÷èñëî ε, òàêîâà ÷å äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

A−1 + β1Id +
β3

β1
στ2A+ β3στ

2A2 ≥ 1 + ε

4
τ2
(
Id + β2A+ β3A

2
)
. (3.19)

Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óäîâëåòâîðÿâàíåòî íà (3.19) ñà ñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà:

β3στ
2 ≥ 1 + ε

4
τ2β3, (3.20)

β1Id +
β3

β1
στ2A ≥ 1 + ε

4
τ2 (Id + β2A) . (3.21)
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Îò íåðàâåíñòâî (3.20) ïîëó÷àâàìå îãðàíè÷åíèå çà òåãëîòî σ ≥ 1 + ε

4
.

Íåðàâåíñòâî (3.21) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

τ2A

(
1 + ε

4
β2 −

β3

β1
σ

)
≤
(
β1 −

1 + ε

4
τ2

)
Id.

Çà èçðàçà â ñêîáèòå âëÿâî ñà âúçìîæíè ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

• Àêî
1 + ε

4
β2 −

β3

β1
σ ≤ 0, äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà äà áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâî

(3.21) å β1 −
1 + ε

4
τ2 > 0, ò.å. ñõåìàòà ùå áúäå óñòîé÷èâà ïðè τ2 ≤ 4β1

1 + ε
;

• Àêî
1 + ε

4
β2 −

β3

β1
σ > 0, òúé êàòî A = −∆h è ‖A‖ ≤

4

h2
ñå ïîëó÷àâà

4

h2
τ2

(
1 + ε

4
β2 −

β3

β1
σ

)
< β1 −

1 + ε

4
τ2

è îòòóê (
β1(1 + ε)(4β2 + h2)− 16β3σ

)
τ2 < 4β2

1h
2

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Tåîðåìà 29 å çàâúðøåíî.

Ñëåäñòâèå 3.1. Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî σ = 0.5 óñëîâèÿòà çà óñòîé÷èâîñò îò

Òåîðåìà 29 ñà:

• àêî
β1β2(1 + ε)

4β3
< 0.5, òî τ2 ≤ 4β1

1 + ε
;

• àêî
β1β2(1 + ε)

4β3
> 0.5, òî τ2 ≤ min

{
4β1

1 + ε
, h2 4β2

1

β1(1 + ε)(h2 + 4β2)− 8β3

}
.

Íåêà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk) íà ñõåìàòà (3.13) å äåôèíèðàíà ÷ðåç ñëåäíîòî

ðàâåíñòâî

Eh(yk) := Eh,L(yk)− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
, (3.22)

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò Eh,L(yk) íà åíåðãèÿòà Eh(yk) èìà âèäà

Eh,L
(
yk
)

:=
1

2

(
(−∆h)−

1

2 ykt , y
k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
+
τ2

2

(
β3σ

β1
− β2

4

)(
yktx̄, y

k
tx̄

]
+

+
τ2β3

2

(
σ − 1

4

)(
∆hy

k
t ,∆hy

k
t

)
+

1

8

((
Id − β2∆h + β3∆2

h

) (
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
.(3.23)

Ñëåä ïîëàãàíå σ = 0 â èçðàçà (3.22) ñå ïîëó÷àâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ (3.10). Â

ñëåäâàùàòà òåîðåìà å äîêàçàíî, ÷å ðåøåíèåòî íà ÔÄÑ çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ

(3.22) íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî.

Òåîðåìà 30. (Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà) Ôàêòîðèçèðàíàòà

äèôåðåí÷íà ñõåìà (3.13) å êîíñåðâàòèâíà, ò.å ðåøåíèåòî �è óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Eh(yk) = Eh(y0),

êúäåòî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Eh(yk) ñå îïðåäåëÿ îò ôîðìóëà (3.22).
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Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà äèñêðåòíèÿ

çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà (âèæ Òåîðåìà 28) íà êîíñåðâàòèâíàòà äèôåðåí÷íà

ñõåìà ñ òåãëî σ = 0. Ñúùåñòâåíàòà ðàçëèêà å â äåôèíèöèÿòà íà îïåðàòîðà, äåéñòâàù

âúðõó yt̄t, êîéòî âêëþ÷âà äîïúëíèòåëíèÿ ÷ëåí β3A
3.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ (3.22) å àïðîêñèìàöèÿ íà åíåðãèÿòà (2.28) íà íåïðåêúñíàòàòà

çàäà÷à ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò è äèñêðåòíèÿ çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà îòãîâàðÿ

íà íåïðåêúñíàòèÿ çàêîí (2.29).

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å óñëîâèÿòà çà óñòîé÷èâîñò îò Òåîðåìà 29 ãàðàíòèðàò,

÷å èçðàçúò Eh,L, çàäàäåí ñ (3.23), å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåí è ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà

êàòî åíåðãåòè÷íà íîðìà.

Íåêà ñ uk ñà îçíà÷åíè ñòîéíîñòèòå íà òî÷íîòî ðåøåíèå, a ñ yk ñòîéíîñòèòå íà

ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà k−òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî.

Òåîðåìà 31. (Ñõîäèìîñò íà ìåòîäà) Íåêà u(x, t) ∈ C8,4(R× [0, T ]) è äèñêðåòíî-

òî ðåøåíèå yk íà ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà (3.13) å îãðàíè÷åíî. Íåêà å óäîâëåòâîðåíî

óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò (3.17)-(3.18). Òîãàâà çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòúïêè

τ äèñêðåòíîòî ðåøåíèå yk êëîíè êúì òî÷íîòî ðåøåíèå uk ïðè h → 0, τ → 0 è çà

ãðåøêàòà zk = uk − yk å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà

β1‖zKt ‖2 + ‖zK+1‖2 + β2‖zK+1
x̄ ‖2 + β3‖zK+1

x̄x ‖2 ≤ C(h2 + τ2)2, (3.24)

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Äîêàçàòåëñòâî. Çà ïðîñòîòà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿ ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò

f(u) = αu2. Äîêàçàòåëñòâîòî â îáùèÿ ñëó÷àé f(u) = αup ñå èçâúðøâà ïî ïîäîáåí

íà÷èí.

Òóê ñ Ci ñà îçíà÷åíè êîíñòàíòè, íåçàâèñåùè îò ñòúïêèòå h è τ .

Íåêà ãðåøêàòà íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå å îçíà÷åíà ñ zk = yk − uk è yk = uk + zk å

çàìåñòåíî â (3.15). Òîãàâà ãðåøêàòà zk óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå:

Bzkt̄t +Azk + β2A
2zk + β3A

3zk = Aψk1 + ψk2 , (3.25)

êúäåòîB = (Id+β1A)
(
Id + β3

β1
στ2A2

)
, ψk1 =

F
(
yk+1

)
− F

(
yk−1

)
yk+1 − yk−1

−
F
(
uk+1

)
− F

(
uk−1

)
uk+1 − uk−1

è ψk2 = −Bukt̄t −Au
k − β2A

2uk − β3A
3uk +Af1(uk).

×ðåç ðàçâèâàíå â ðåä íà Òåéëúð ëåñíî ñå ïîêàçâà, ÷å ψk2 = O(h2 + τ2).

Íåêà uk è yk, k = 1, ...,K ñà îãðàíè÷åíè îòãîðå îò êîíñòàíòà m . Òîãàâà çà

ψk1 =
α

3

[
(yk+1)2 + yk+1yk−1 + (yk−1)2 − (uk+1)2 − uk+1uk−1 − (uk−1)2

]
å â ñèëà îöåíêàòà

|ψk1 | < C1(|zk+1|+ |zk−1|), (3.26)

êúäåòî C1 = C1(α,m) å êîíñòàíòà.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà îïåðàòîðà A−1 êúì (3.25) è çàìåñòâàíå íà zk è zkt̄t ñ èçðàçèòå

zk =
zk+1 + zk−1

2
− τ2

2
zkt̄t, zkt̄t =

zkt − zkt̄
τ

ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî(
A−1B − τ2

2
Id −

τ2β2

2
A− τ2β3

2
A2

)
zkt − zkt̄

τ
+

1

2
(zk+1 + zk−1) +

+
β2

2
A(zk+1 + zk−1) +

β3

2
A2(zk+1 + zk−1) = ψk1 +A−1ψk2 . (3.27)
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Ñëåä óìíîæàâàíå íà äâåòå ñòðàíè íà (3.27) ñêàëàðíî ñ
zk+1 − zk−1

2
=

τ(zkt + zkt̄ )

2
è

ñóìèðàíå ïî ÷àñòè (âèæ [40]), ñå ïîëó÷àâà

Eh,L(zk+1, zk) = Eh,L(zk, zk−1) +
τ

2
(ψk1 , z

k
t + zkt̄ ) +

τ

2
(A−1ψk2 , z

k
t + zkt̄ ), (3.28)

êúäåòî

Eh,L(zk+1, zk) =
1

2

(
A−1zkt , z

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
zkt , z

k
t

)
+
τ2

2

(
σ
β3

β1
− β2

4

)(
Azkt , z

k
t

)
+

+
τ2β3

2

(
σ − 1

4

)(
Azkt , Az

k
t

)
+

1

8

(
zk+1 + zk, zk+1 + zk

)
+

+
β2

8

(
A(zk+1 + zk), zk+1 + zk

)
+
β3

8

(
A(zk+1 + zk), A(zk+1 + zk)

)
.

Ñëåä ïðåðàáîòâàíå íà (3.28) è ïðèëàãàíå íà îöåíêà (3.26) ñå ïîëó÷àâà

Eh,L(zk+1, zk) <

< Eh,L(zk, zk−1) + 0.25τ‖zkt ‖2 + 0.25τ‖zkt̄ ‖
2 + 0.25τ‖A−1ψk2‖2 + 0.25τ‖ψk1‖2 <

< EL(zk, zk−1) + τ‖zkt ‖2 + τ‖zkt̄ ‖
2 + C2τ‖zk+1‖2 + C2τ‖zk−1‖2 + τ‖A−1ψk2‖2.

Ñåãà ñóìèðàìå ãîðíèòå íåðàâåíñòâà çà k = 1, 2, ...,K è ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà îöåíêà:

Eh,L(zK+1, zK) < Eh,L(z0, z1) + 2τ

K∑
k=1

‖zkt ‖2 + 2C2τ

K+1∑
k=1

‖zk‖2 + τ

K∑
k=1

‖A−1ψk2‖2. (3.29)

Ùå îöåíèì îòäîëó èçðàçà Eh,L(zK+1, zK).

Íåêà ïîëîæèì D̃ = (A−1 +β1Id)

(
Id +

β3

β1
στ2A2

)
è Ã = Id+β2A+β3A

2. Òúé êàòî

å â ñèëà óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò (3.17)-(3.18) ñëåäâà, ÷å D̃ ≥ 1 + ε

4
τ2Ã. Ñåãà ñëåä

ïðèëàãàíå íà Ëåìà 24 è îò ‖Y K‖ = Eh,L(zK+1, zK) ñå ïîëó÷àâà îöåíêàòà

Eh,L(zK+1, zK) ≥ Cε
[(
ÃzK+1, zK+1

)
+
(
D̃yKt , y

K
t

)]
,

êúäåòî Cε å êîíñòàíòà, çàâèñåùà îò ε.

Òúé êàòî D̃ > β1Id è

(ÃzK+1, zK+1) = (zK+1, zK+1) + β2(AzK+1, zK+1) + β3(AzK+1, AzK+1),

îò íåðàâåíñòâî (3.29) ïîëó÷àâàìå

β1(zKt , z
K
t ) + (zK+1, zK+1) + β2(AzK+1, zK+1) + β3(AzK+1, AzK+1) <

< C3

(
Eh,L(z0, z1) + 2C2τ‖zK+1‖2 + 2τ‖zKt ‖2 + 2τ

∑K−1
k=1 ‖zkt ‖2+

+ 2C2τ
∑K

k=1 ‖zk‖2 + τ
∑K

k=1 ‖A−1ψk2‖2
)
.

Íåêà èçáåðåì äîñòàòú÷íî ìàëêà ñòúïêà τ , òàêà ÷å äà ñà èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî

íåðàâåíñòâàòà 2C3τ < β1 è 2C2C3τ < 1. Òîãàâà

β1(zKt , z
K
t ) + (zK+1, zK+1) + β2(AzK+1, zK+1) + β3(AzK+1, AzK+1) <

< C4

(
Eh,L(z0, z1) + 2τ

K−1∑
k=1

‖zkt ‖2 + 2C2τ

K∑
k=1

‖zk‖2 + τ

K∑
k=1

‖A−1ψk2‖2
)
. (3.30)
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Îò ëåìàòà íà Ãðîíóîë, ïðèëîæåíà êúì íåðàâåíñòâî (3.30), ñëåäâà îöåíêàòà

β1‖zKt ‖2 + ‖zK‖2 + β2‖zK+1
x̄ ‖2 + β3‖zK+1

x̄x ‖2 < C4

(
Eh,L(z0, z1) + τ

K∑
k=1

‖A−1ψk2‖2
)
.

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà àïðîêñèìèðàíè ñ ãðåøêà O(h2 + τ2) è ψk2 = O(h2 + τ2).

Îòòóê ñëåäâà îöåíêàòà

β1‖zKt ‖2 + ‖zK+1‖2 + β2‖zK+1
x̄ ‖2 + β3‖zK+1

x̄x ‖2 ≤ C(h2 + τ2)2,

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 31 å çàâúðøåíî.

Îöåíêàòà íà ãðåøêàòà zk, ïîëó÷åíà â Òåîðåìà 31, å â äèñêðåòíà W 2
2,h íîðìà. Çà äà

ïîëó÷èì îöåíêà çà ãðåøêàòà zk â ðàâíîìåðíà íîðìà ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà òåîðåìà

çà âëàãàíå îò [41]:

Òåîðåìà 32. Íåêà v(x) å ìðåæîâà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà âúðõó ïðîèçâîëíà ìðåæà ωh â

èíòåðâàëà [0, l]. Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

‖v‖2Ch
≤ ε‖vx̄‖20 +

(
1

ε
+

1

l

)
‖v‖20,

êúäåòî ε e ïðîèçâîëíà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà.

Â ãîðíàòà òåîðåìà ñ ‖v‖Ch
è ‖v‖0 ñà îçíà÷åíè íîðìèòå

‖v‖Ch
= max

x∈ωh

|v(x)|, ‖v‖0 = (v, v)1/2.

Ñëåäñòâèå 3.2. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 31. Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåä-

íèòå îöåíêè çà ãðåøêàòà zk = uk − yk â ðàâíîìåðíà íîðìà:

‖zk‖Ch
= max

i
|zki | ≤M1(h2 + τ2), ‖zkx̄‖Ch

= max
i
|zkx̄,i| ≤M2(h2 + τ2),

êúäåòî M1 è M2 ñà êîíñòàíòè, íåçàâèñåùè îò h è τ .

3.3.1 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ 6= 0

Â òîçè ðàçäåë ñà ïðåäñòàâåíè ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ñâúðçàíè ñ òî÷íîñòòà è ñõîäè-

ìîñòòà íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.13). Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà (3.1)-(3.3) ñ êâàäðàòè÷íà

è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (f(u) = αup, p = 2, 3). Òî÷íîñòòà è ñõîäèìîñòòà íà ñõåìà-

òà ñà îïðåäåëåíè ñ ïîìîùòà íà âëîæåíè ìðåæè. Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ å ïîëó÷åíà ïî

ôîðìóëà (3.22).

Ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííà âúëíà

Çàäà÷à 1. Íåêà ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå çà çàäà÷àòà (3.1)-(3.3) ñ êóáè÷íà

íåëèíåéíîñò p = 3 ñà β1 = 3, β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
, c =

3

5
è α =

1

3
. Ïðè òåçè ñòîé-

íîñòè íà ïàðàìåòðèòå ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à ïðèòåæàâà àíàëèòè÷íî ðåøåíèå, êîåòî

ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëà (2.3).

Ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò p = 2 è ïàðàìåòðè β1 = 1, β2 = 1 +
61

169
β1, β3 =

1

3
,

α =
1

2
è c =

√
61

169
, òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (3.1)-(3.3) ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëà

(2.4).
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Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) = ũ(x, 0; c),
∂u(x, 0)

∂t
=
∂ũ(x, 0; c)

∂t
.

Ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå çà Çàäà÷à 1 ñà ñúùèòå, êàêòî ïðè êîíñåðâàòèâíàòà

ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 îò Ðàçäåë 3.2.1.

Íåêà x ∈ [−160, 160] è t ∈ [0, T ], êúäåòî T = 20 è σ = 0.5.

Òàáëèöà 4: Ãðåøêà ψhτ è ðåä íà ñõîäèìîñò κ ïðè T = 20 çà Çàäà÷à 1 ñ p = 2
è p = 3.

p = 2 p = 3
Error ψhτ κ sec h τ Error ψhτ κ sec

0.01760248366 0 0.4 0.2 0.0437425644 0
0.00433794588 2.02070 1 0.2 0.1 0.0107101201 2.03006 1
0.00108363581 2.00113 5 0.1 0.05 0.0026643193 2.00714 4
0.00027073992 2.00090 19 0.05 0.025 0.0006652339 2.00183 13
0.00006767832 2.00014 118 0.025 0.0125 0.0001662653 2.00037 75

Â Òàáëèöà 4 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà ãðåøêàòà ψhτ è ðåäà íà ñõîäèìîñò k,

êîèòî ñà ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëèòå (2.34). ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å ïðèáëè-

æåíîòî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî ðåøåíèå, ñ òî÷íîñò 10−5 â ïîñëåäíèÿ ðåä

çà çàäà÷àòà ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò è òî÷íîñò 10−4 çà çàäà÷àòà ñ êóáè÷íà íåëèíåé-

íîñò. È â äâàòà ñëó÷àÿ å ïîëó÷åí âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå

êúì òî÷íîòî ðåøåíèå.

Â Òàáëèöà 5 è Òàáëèöà 6 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh â

êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå, ïðåñìåòíàòà ïî ôîðìóëà (3.22). Îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà

åíåðãèÿòà relEnergy â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå, å ïðåñìåòíàòà ïî ôîðìóëà (2.37) è

äîñòèãà 10−11 ïðè p = 2 è 10−12 ïðè p = 3.

Òàáëèöà 5: Åíåðãèÿ EK
h , ãðåøêà ψE, ðåä íà ñõîäèìîñò κE è îòíîñèòåëíà ãðåø-

êà relEnergy íà åíåðãèÿòà çà Çàäà÷à 1 ïðè T = 20 è p = 2.
h τ Energy EK

h Error ψE κE relEnergy
0.4 0.2 6.913633018461376 4.9 ∗ 10−11

0.2 0.1 6.920391132552632 5.6 ∗ 10−11

0.1 0.05 6.922089650556980 0.0090268284 1.99234 8.1 ∗ 10−11

0.05 0.025 6.922514843655145 0.0022656931 1.99809 7.8 ∗ 10−12

0.025 0.0125 6.922621176225277 0.0005669851 1.99953 1.5 ∗ 10−10

Òàáëèöà 6: Åíåðãèÿ EK
h , ãðåøêà ψE, ðåä íà ñõîäèìîñò κE è îòíîñèòåëíà ãðåø-

êà relEnergy íà åíåðãèÿòà çà Çàäà÷à 1 ïðè T = 20 è p = 3.
h τ Energy EK

h Error ψE κE relEnergy
0.4 0.2 7.899468345192322 2.8 ∗ 10−11

0.2 0.1 7.919737491857475 4.4 ∗ 10−11

0.1 0.05 7.924856229900426 0.0271173086 1.98543 2.4 ∗ 10−11

0.05 0.025 7.926139162759125 0.0068307638 1.99634 3.5 ∗ 10−11

0.025 0.0125 7.926460097546489 0.0017109356 1.99909 3.0 ∗ 10−10
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Ñðàâíåíèå íà ðåçóëòàòèòå îò êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 è

ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà:

Ïðè ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà, êàêòî è ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0

(Òàáëèöà 2 è Òàáëèöà 3) äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ EKh ñå ñõîäÿùà êúì òî÷íàòà ñ âòîðè

ðåä íà òî÷íîñò. Îñíîâíàòà ðàçëèêà â äâåòå ñõåìè å ïî îòíîøåíèå íà îòíîñèòåëíàòà

ãðåøêà relEnergy. È ïðè äâàòà ñëó÷àÿ íà íåëèíåéíîñò p = 2 è p = 3, îòíîñèòåëíàòà

ãðåøêà ïðè ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà å ïî-ìàëêà. Íàïðèìåð ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò

è ñòúïêà ïî ïðîñòðàíñòâîòî h = 0.025, îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà ïðè ñõåìàòà ñ òåãëî

σ = 0 e relEnergy = O
(
10−8

)
, a ïðè ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà å

relEnergy = O
(
10−10

)
.

Â Òàáëèöà 4 å ïîêàçàíî, ÷å âðåìåòî sec, íåîáõîäèìî çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî

ðåøåíèå íà ÔÄÑ ïðè ñòúïêè h = 0.025 è τ = 0.0125, è êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò (p =

2) e 118 ñåêóíäè. Ïðè ñúùèòå ñòúïêè è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3) èç÷èñëèòåëíîòî

âðåìå å ïî-ìàëêî� 75 ñåêóíäè.

Â Òàáëèöà 1 å ïîêàçàíî èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå

íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0. Ïðè h = 0.025 è τ = 0.00025, è êâàäðàòè÷íà

íåëèíåéíîñò p = 2 òî å 841 ñåêóíäè, à ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò p = 3 ñà íåîáõîäèìè

851 ñåêóíäè. Ñ äðóãè äóìè, ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò è êîíêðåòíèÿ èçáîð íà

ñòúïêèòå, ðåøåíèåòî íà ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà å íàìåðåíî ïðèáëèçèòåëíî çà 7 ïúòè

ïî-ìàëêî âðåìå, îòêîëêîòî ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0, à ïðè êóáè÷íà

íåëèíåéíîñò- ïðèáëèçèòåëíî 11 ïúòè ïî-ìàëêî âðåìå.

Èçâîä: Ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà ïîêàçâà ïî-äîáðè ñâîéñòâà ïî îòíîøåíèå íà çà-

ïàçâàíåòî íà åíåðãèÿòà âúâ âðåìåòî è ïî íåîáõîäèìîòî èç÷èñëèòåëíî âðåìå îò ñõåìàòà

ñ òåãëî σ = 0. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å ïî-ìàëêèÿ áðîé èç÷èñëåíèÿ äî ôèêñèðàí ïåðè-

îä T (óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò å τ = O(h) â ñðàâíåíèå ñ τ = O(h2)), ïðè êîåòî ñå

íàòðóïâàò ïî-ìàëêî ãðåøêè îò ïðåñìÿòàíèÿòà.

Çàäà÷à 2. Íåêà êîåôèöèåíòèòå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñà

β1 = 1, β2 = 2, β3 = 1, c = 0.9, α = 1 è å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿ ñ êóáè÷íà íåëèíåéíîñò p = 3.

Ïðè òîçè èçáîð íà êîåôèöèåíòèòå óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê èìà ñîëèòîííî ðåøåíèå,

çà êîåòî íÿìà òî÷íà ôîðìóëà. Çà äà ñå ïðåñìåòíå ÷èñëåíî ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà íå-

ëèíåéíîòî ÎÄÓ îò ÷åòâúðòè ðåä (2.2) å èçïîëçâàí èçâåñòíèÿ ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè

(âèæ [38, 39]). Ïðè íåãî å ïðèëîæåí èòåðàöèîíåí ìåòîä ñúñ ñòàáèëèçèðàù ìíîæèòåë

(ñòàáèëèçàòîð) çà äà ñå èç÷èñëè Äèñêðåòíîòî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå íà ñîëèòîí-

íîòî ðåøåíèå. Ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå å èçïîëçâàíî êàòî íà÷àëíî óñëîâèå çà

äèíàìè÷íàòà çàäà÷à (3.13).

Òàáëèöà 7: Ãðåøêà ψKh/4 íà ðåøåíèåòî, ðåä íà ñõîäèìîñò κ, åíåðãèÿ è îòíîñè-
òåëíà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà çà Çàäà÷à 2 ïðè T = 20 è p = 3.

h τ Error ψk
h/4 κ Energy EK

h relEnergy sec

0.4 0.2 1.898548610264492 3.9 ∗ 10−11 0
0.2 0.1 1.899049661001606 3.9 ∗ 10−11 1
0.1 0.05 0.0028848279 2.0102 1.899175037237036 7.7 ∗ 10−11 5
0.05 0.025 0.0007172283 2.0034 1.899206388768950 1.5 ∗ 10−10 23
0.025 0.0125 0.0001790016 2.0005 1.899214226520659 1.1 ∗ 10−10 176

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà ñ òåãëî σ = 0.5 ïðè x ∈ [−128, 128] è t ∈ [0, 20].

Ãðåøêàòà ψKh/4 è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå y
K âúðõó ïîñëåä-

íèÿ ñëîé ïî âðåìåòî ñà ïîëó÷åíè ïî ôîðìóëè (2.35) è ñà ïîêàçàíè â Òàáëèöà 7. Çà

îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà ψKh/4 è ðåäà íà ñõîäèìîñò å èçïîëçâàí ìåòîä íà Ðóíãå è
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Ôèãóðà 4: Ñîëèòîííî ðåøåíèå íà ÔÄÑ çà ÓÁØÐ ñ ÷èñëåíî íà÷àëíî óñëîâèå
ïðè σ = 0.5, p = 2 è T = 20

ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå yK âúðõó òðè âëîæåíè ìðåæè.

Íà Ôèãóðà 4 å ïîêàçàíî ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà Çàäà÷à 2 ñ êóáè÷íà íåëèíåéíîñò â

ìîìåíòà T = 20.

Çàäà÷à 3. Â òîçè ïðèìåð ñå òúðñè ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè

ðåä ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò p = 2. Íåêà β1 = 1, β2 = −1, β3 = 1, α = 1, c =

0.6 è x ∈ [−128, 128], T = 20. Íà÷àëíèòå äàííè îòíîâî ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ìåòîä íà

Ïåòâèàøâèëè. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å äèñïåðñíèÿò ïàðàìåòúð β2 å îòðèöàòåëåí

è ñîëèòîííîòî ðåøåíèå èìà îñöèëèðàùî ïîâåäåíèå ïðè |x| → ∞. Òàêèâà ðåøåíèÿ ñà

íàðå÷åíè ðåøåíèÿ îò âèäà íà Êàâàõàðà.

Ôèãóðà 5: Ðåøåíèå íà Êàâàõàðà (Çàäà÷à 3) ïðè p = 2, x ∈ [−128, 128] è T = 20
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Ôèãóðà 6: Îñöèëèðàùà îïàøêà íà ðåøåíèåòî íà Êàâàõàðà íà Çàäà÷à 3

Òàáëèöà 8: Ãðåøêà ψKh/4, ðåä íà ñõîäèìîñò κ, åíåðãèÿ EK
h è îòíîñèòåëíà ãðåøêà

íà åíåðãèÿòà relEnergy çà Çàäà÷à 3 ïðè p = 2 è T = 20.
h τ Error ψK

h/4 κ Energy EK
h relEnergy sec

0.4 0.2 0.357685678406126 1.9 ∗ 10−10 1
0.2 0.1 0.357692592084690 2.8 ∗ 10−10 1
0.1 0.05 0.0449743015 2.0255 0.357692987690998 2.6 ∗ 10−10 7
0.05 0.025 0.0110912076 2.0078 0.357693007148886 9.1 ∗ 10−9 24
0.025 0.0125 0.0027618616 2.0014 0.357693013198666 4.7 ∗ 10−9 176

Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 7 è Òàáëèöà 8 ïîêàçâàò, ÷å ÷èñëåíîòî

ðåøåíèå å áëèçêî äî òî÷íîòî ðåøåíèå ñ ìàêñèìàëíà ãðåøêà ≈ 10−4 çà Çàäà÷a 2 è ≈
10−3 çà Çàäà÷à 3. Ïðè âñè÷êè ðàçãëåäàíè ïðèìåðè ñå ïîëó÷àâà âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò

íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ò. å. ãðåøêàòà å O(h2+τ2). Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ ñå çàïàçâà

çà äúëãî âðåìå.

Íà Ôèãóðà 5 å ïîêàçàíî ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà Çàäà÷à 3 â ìîìåíòà îò âðåìå T = 20,

à îñöèëèðàùàòà ìó îïàøêà ñå âèæäà íà Ôèãóðà 6.

Âçàèìîäåéñòèå íà äâå âúëíè

Çàäà÷à 4. Ðàçãëåäàíî å âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå åäíà ñðåùó

äðóãà ñúñ ñêîðîñòè c1 è c2. Íåêà ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå ñà β1 = 2, β2 = 2,

β3 = 1, α = 2, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) =ũ(x+ 128, 0; c1) + ũ(x− 128, 0; c2),

∂u(x, 0)

∂t
=
∂

∂t
ũ(x+ 128, 0; c1) +

∂

∂t
ũ(x− 128, 0; c2).

Â òîçè ïðèìåð óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä íå ïðèòåæàâà òî÷íî âúëíîâî

ðåøåíèå, à ÷èñëåíîòî ðåøåíèå, êîåòî å èçïîëçâàíî êàòî íà÷àëíî óñëîâèå, å ïîëó÷åíî

ïî ñïîìåíàòèÿ ïî-ãîðå ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè (âèæ [38], [39]).
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Â Òàáëèöà 9 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè çà Çàäà÷à 4 ïðè x ∈ [−128, 128] è t = [0, T ],

T = 95. Äâåòå âúëíè ñå äâèæàò ñúñ ñêîðîñòè ñúîòâåòíî c1 = 0.95 è c2 = −0.95, à

äâèæåíèåòî èì å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 6.

Â Òàáëèöà 10 ïðè ñúùèÿ èçáîð íà êîåôèöèåíòèòå è ñúùèòå âðåìåâè è ïðîñòðàíñ-

òâåíè èíòåðâàëè, ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè îò âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, äâèæåùè

ñå ñúñ ñêîðîñòè c1 = 0.97 c2 = −0.97.

Òàáëèöà 9: Ãðåøêà ψKh/4, ðåä íà ñõîäèìîñò κ, åíåðãèÿ EK
h è îòíîñèòåëíà ãðåøêà

íà åíåðãèÿòà relEnergy çà Çàäà÷à 4 ïðè T = 95 è c1 = −c2 = 0.95.
h τ Error ψK

h/4 κ Energy EK
h relEnergy sec

0.4 0.04 0.911497000226452 7.8 ∗ 10−8 3
0.2 0.02 0.911400573893141 5.0 ∗ 10−9 7
0.1 0.01 0.0067122514 2.339036 0.911376328467195 7.9 ∗ 10−9 30
0.05 0.005 0.0012205010 2.967174 0.911370251797586 2.0 ∗ 10−9 151
0.025 0.025 0.0002773805 0.973462 0.911368723095981 9.1 ∗ 10−9 892

Ôèãóðà 7: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, ðåøåíèÿ íà ÔÄÑ, äâèæåùè ñå åäíà ñðåùó
äðóãà ñúñ ñêîðîñòè c1 = −c2 = 0.95 ïðè t ∈ [0, T ], T = 95

Òàáëèöà 10: Ãðåøêà ψKh/4, ðåä íà ñõîäèìîñò κ íà ðåøåíèåòî, åíåðãèÿ EK
h è

îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà relEnergy çà Çàäà÷à 4 ïðè T = 95 ñúñ
ñêîðîñòè c1 = 0.97 è c2 = −0.97.

h τ Error ψK
h/4 κ Energy EK

h relEnergy sec

0.4 0.04 0.613146949830697 1.0 ∗ 10−8 3
0.2 0.02 0.613075666234309 8.5 ∗ 10−10 7
0.1 0.01 0.0038127639 2.4538 0.613057778231275 4.7 ∗ 10−9 37
0.05 0.005 0.0006842480 2.5688 0.613053298613344 3.6 ∗ 10−10 173
0.025 0.025 0.0003274151 0.5000 0.613052173392717 9.9 ∗ 10−9 1005
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Ïðè äâàòà ðàçãëåäàíè ïðèìåðà íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâå âúëíè ñå ïîëó÷àâà

ãðåøêà ψKh/4 íà ðåøåíèåòî yK ñ åäèí è ñúùè ïîðÿäúê. Ñúùî òàêà îòíîñèòåëíàòà

ãðåøêà íà åíåðãèÿòà ïðè c1 = −c2 = 0.95 äîñòèãà òî÷íîñò 10−9, à ïðè c1 = −c2 = 0.97

òî÷íîñòòà å 10−10.

Ïðàâè âïå÷àòëåíèå, ÷å ïðè ðàçëè÷íè ñêîðîñòè å íåîáõîäèìî ðàçëè÷íî èç÷èñëèòåë-

íîòî âðåìå, êîåòî å ïîêàçàíî â êîëîíà sec â äâåòå òàáëèöè. Ñòîéíîñòèòå íà ÷èñëåíàòà

åíåðãèÿ EKh â Òàáëèöà 9 è Òàáëèöà 10 ïîêàçâàò çàâèñèìîñò íà åíåðãèÿòà íà âúëíàòà

îò ñêîðîñòòà è ïî-òî÷íî, ïî-ìàëêàòà ñêîðîñò íà âúëíàòà âîäè äî ïî-âèñîêè ñòîéíîñòè

íà åíåðãèÿòà.

Ôèãóðà 8: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, ðåøåíèÿ íà ÔÄÑ, äâèæåùè ñå åäíà ñðåùó
äðóãà ñúñ ñêîðîñòè c1 = 0.99 è c2 = −0.95 ïðè t ∈ [0, T ], T = 95

Çàáåëåæêà: Ïî âðåìå íà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïðè äâèæåíèåòî íà äâå âúëíè

å íàáëþäàâàíî ñëåäíîòî èíòåðåñíî ÿâëåíèå: Àêî åäíàòà îò äâåòå âúëíè èëè è äâåòå

âúëíè ñå äâèæàò ñ äîñòàòú÷íî ìàëêà ñêîðîñò, êîÿòî íàðè÷àìå êðèòè÷íà, ïðè ñðåùà-

òà èì íàñòúïâà òàêà íàðå÷åíîòî èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî. Çà Çàäà÷à 4 êðèòè÷íàòà

ñêîðîñò å |ci| ≤ 0.93 è èçáóõâàíåòî íàñòúïâà ïðè T = 75. Òîâà ÿâëåíèå å îïèñàíî â

[12].

Çàêëþ÷åíèå:

Â Ðàçäåë 3.2 è Ðàçäåë 3.3 å ïðîâåäåíî ïîäðîáíî èçñëåäâàíå íà êà÷åñòâàòà íà êîí-

ñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 è ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ 6= 0. Ìíîæåñò-

âîòî ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà äâåòå êîíñåðâàòèâíè ñõåìè ïîòâúðæäàâàò ïîëó÷åíèòå

òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî ñ âòîðè ðåä

è çà çàïàçâàíå íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ. Îñâåí òîâà äàâàò âúçìîæíîñò äà ñå íàïðàâè

ñðàâíåíèå íà ñõåìèòå, êàêòî ïî îòíîøåíèå íà èçáîðà íà ñòúïêè è âðåìåòî, íåîáõî-

äèìî çà ïðåñìÿòàíèÿòà, òàêà è ïî îòíîøåíèå íà ãðåøêèòå è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè

íà åíåðãèÿòà. Àíàëèçèðàéêè îòäåëíèòå áàçè çà ñðàâíåíèå ñòèãàìå äî çàêëþ÷åíèåòî,

÷å ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà å ìíîãî ïî-åôåêòèâíà îò êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî

σ = 0 ïî îòíîøåíèå íà èçïîëçâàíîòî èç÷èñëèòåëíî âðåìå è çàïàçâàíåòî íà åíåðãèÿòà

çà äúëúã ïåðèîä îò âðåìå.
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3.4 Êîíñåðâàòèâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà yðàâíåíèåòî íà

Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä, çàïàçâàùà äèñêðåòíàòà ìàñà

Â òîçè ðàçäåë å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà îùå åäíà êîíñåðâàòèâíà ñõåìà ñ âòî-

ðè ðåä íà òî÷íîñò. Ñõåìàòà å ïîñòðîåíà âúðõó 9-òî÷êîâ øàáëîí è å íåêîìïàêòíà.

Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà íîâàòà ñõåìà å, ÷å îñâåí äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ, ðåøåíèåòî �è

çàïàçâà òåîðåòè÷íî è ÷èñëåíî äèñêðåòíàòà ìàñà.

Â Ðàçäåë 2.2.1å ïîêàçàíî ïðåäñòàâÿíåòî íà óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê âúâ âèä íà

îáîáùåíè õàìèëòîíîâè ñèñòåìè. Âúç îñíîâà íà òîâà ïðåäñòàâÿíå âìåñòî çàäà÷àòà (3.1)-

(3.3) å ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíà çàäà÷à íà Êîøè:
∂u

∂t
=
∂v

∂x
∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+ β3

∂5u

∂x5
− α∂u

p

∂x

)
,

(3.31)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).

Áåçêðàéíàòà îáëàñò R å çàìåíåíà ñ êðàéíèÿ èíòåðâàë [−L1, L2], êúäåòî ÷èñëàòà

L1 è L2 ñà èçáðàíè äîñòàòú÷íî ãîëåìè òàêà, ÷å ðåøåíèåòî è ïðîèçâîäíèòå ìó äà ñà

ìíîãî ìàëêè èçâúí òîçè èíòåðâàë. Â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà [−L1, L2] ñà èçáðàíè ïå-

ðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è å âúâåäåíà ðàâíîìåðíà ìðåæà {xi, i = 0, 1, ..., N} ñúñ
ñòúïêà h. Íåêà ñ y(t) = (y1(t), ..., yN (t)) è w(t) = (w1(t), ..., wN (t)) ñà îçíà÷åíè àïðîê-

ñèìàöèèòå íà ðåøåíèåòî u(x, t) è v(x, t) íà ñèñòåìàòà (3.31) âúâ âúçëèòå íà ìðåæàòà,

ò. å. yi(t) ≈ u(xi, t) è wi(t) ≈ v(xi, t) ïðè i = 1, ..., N .

Ïðîèçâîäíèòå â (3.31) ñà çàìåíåíè ñ êðàéíè ðàçëèêè ñúñ ñòúïêà 2h, êîèòî èìàò

âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ. Ïî òîçè íà÷èí å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà ïîëó-äèñêðåòíà ñèñ-

òåìà îò ÎÄÓ çà íåèçâåñòíèòå êîìïîíåíòè íà âåêòîðèòå y(t) è w(t)
(Id − β1∆̂)

dwi(t)

dt
= yx̂,i − β2yx̂x̂x̂,i + β3yx̂x̂x̂x̂x̂,i −

α

p+ 1

(
(yi(t))

p+1 − (yi(t))
p+1

yi(t)− yi(t)

)
x̂

,

dyi(t)

dt
= wx̂,i,

(3.32)

êúäåòî yx̂,i = (yi+1 − yi−1)/(2h).

Çà äèñêðåòèçàöèÿòà íà ñèñòåìà (3.32), âúâ âðåìåâèÿ èíòåðâàë [0, T ] å âúâåäåíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà {tk = kτ | k = 0, ...,K, K = T/τ} ñúñ ñòúïêà τ .
Íåêà yk è wk+ 1

2 ñà àïðîêñèìàöèèòå íà ðåøåíèåòî y è w ñúîòâåòíî â ìîìåíòà îò

âðåìå tk è tk + τ/2. Ïîëó÷åíà å ñëåäíàòà äèñêðåòíà ñèñòåìà:

(Id − β1∆̂)w
k+1

2
i −wk− 1

2
i

τ = ykx̂,i − β2y
k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i−

− α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
=
w
k+ 1

2

i+1 − w
k+ 1

2

i−1

2h
.

(3.33)

Ñõåìàòà (3.33) àïðîêñèìèðà ñèñòåìà (3.31) ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).
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Ñëåä èçêëþ÷âàíå íà ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ w îò (3.33) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

íåÿâíî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå çà yki :

(Id − β1∆̂)ykt̄t,i =
(

∆̂− β2∆̂2 + β3∆̂3
)
yki −

α

p+ 1
∆̂

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
. (3.34)

Äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.34) å óñëîâíî óñòîé÷èâà ñ äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷è-

âîñò τ = O(h2), ôîðìóëèðàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 33. Ëèíåéíàòà ñõåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà (3.34) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè

äàííè è äÿñíà ÷àñò, àêî å â ñèëà

τ2 ≤ 4β1

(1 + ε)(h4 + β2h2 + β3)
h4,

çà íÿêîå ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε, íåçàâèñåùî îò h, τ è y.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò òåîðèÿòà çà óñòîé÷èâîñò íà òðèñëîéíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè â [40]

ñëåäâà, ÷å ñõåìàòà (3.34) ùå áúäå óñòîé÷èâà, àêî çà íÿêîå ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî

ε å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

Id − β1∆̂ ≥ 1 + ε

4
τ2
(
−∆̂h + β2∆̂2 − β3∆̂3

)
,

êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

(−∆̂)−1 + β1Id ≥
1 + ε

4
τ2
(
Id − β2∆̂ + β3∆̂2

)
. (3.35)

Òúé êàòî îïåòàòîðúò (−∆̂)−1 å ïîëîæèòåëåí, òî çà äà ñå óäîâëåòâîðè (3.35) e äîñòà-

òú÷íî äà å â ñèëà (
β1 −

1 + ε

4
τ2

)
Id ≥ −

1 + ε

4
τ2β2∆̂ +

1 + ε

4
τ2β3∆̂2.

Îò Id ≥
−∆̂

‖ − ∆̂‖
è ‖ − ∆̂‖(−∆̂) ≥ ∆̂2 ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

(
β1 −

1 + ε

4
τ2

)
(−∆̂)

‖ − ∆̂‖
≥ 1 + ε

4
β2τ

2(−∆̂) +
1 + ε

4
τ2β3|| − ∆̂||

(
−∆̂

)
,

β1 −
1 + ε

4
τ2 ≥ 1 + ε

4
τ2β2‖ − ∆̂‖+

1 + ε

4
τ2β3‖ − ∆̂‖2,

1 + ε

4
τ2
(

1 + β2‖ − ∆̂‖+ β3‖ − ∆̂‖2
)
≤ β1.

Òúé êàòî ‖ − ∆h‖ ≤
4

h2
è îïåðàòîðúò ∆̂ ñúâïàäà ñ îïåðàòîðà ∆h, èç÷èñëåí âúðõó

ìðåæà ñúñ ñòúïêà 2h, òî ‖ − ∆̂‖ ≤ 4

4h2
. Îòòóê

τ2

(
1 +

β2

h2
+
β3

h4

)
≤ 4β1

1 + ε
.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 33 å çàâúðøåíî.
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Íåêà äåôèíèðàìå äèñêðåòåí xàìèëòîíèàí Hh

(
yk, wk+ 1

2

)
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Hh

(
yk, wk+ 1

2

)
:= Hh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
− α

2(p+ 1)

((
yk+1

)p+1
+
(
yk
)p+1

, 1

)
, (3.36)

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò Hh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
íà Hh

(
yk, wk+ 1

2

)
e çàäàäåíà ñ èçðàçà

Hh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
:=

1

2

(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
w
k+ 1

2

x̂ , w
k+ 1

2

x̂

)
−

− τ2β2

8

(
∆̂wk+ 1

2 , ∆̂wk+ 1

2

)
− τ2β3

8

(
∆̂w

k+ 1

2

x̂ , ∆̂w
k+ 1

2

x̂

)
+

+
1

8

((
Id − β2∆̂ + β3∆̂2

)(
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
.

Äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí Hh

(
yk, wk+ 1

2

)
àïðîêñèìèðà íåïðåêúñíàòèÿ õàìèëòî-

íèàí H(u, v), äåôèíèðàí ñ (2.25), ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).

Ðåøåíèåòî íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.34) óäîâëåòâîðÿâà äèñêðåòíèÿ çàêîí çà çà-

ïàçâàíå íà åíåðãèÿòà, êîéòî å ôîðìóëèðàí â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 34. (Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà) Ñõåìàòà (3.34) å

êîíñåðâàòèâíà, ò.å. íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Hh(yk, wk+ 1

2 ) = Hh(y0, w
1

2 ),

êúäåòî Hh(yk, wk+ 1

2 ) ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëà (3.36).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 34 ñå èçïîëçâà ñúùèÿ ìåòîä, êàêòî

ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 28. Çà ðàçëèêà îò êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0

è ôàêòîðèçèðàíàòà ñõåìà, òóê ñ A å îçíà÷åí îïåðàòîðà Ay = −∆̂y = −yx̂x̂, äåéñòâàù
â ïðîñòðàíñòâîòî îò ïåðèîäè÷íè äèñêðåòíè ôóíêöèè. Îïåðàòîðúò A e ñèìåòðè÷åí

è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåí, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà îáðàòíèÿò îïåðàòîð A−1. Ñëåä

ïðèëàãàíå íà A−1 êúì (3.34) å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî óðàâíåíèå

(A−1 + β1Id)y
k
t̄t + (Id + β2A+ β3A

2)yk − α

p+ 1

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1

yk+1 − yk−1

)
= 0.

Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å óìíîæåíî ñêàëàðíî ñ τ
ykt + ykt̄

2
=
yk+1 − yk−1

2
, à ñëåä òîâà ykt̄t

è yk ñà çàìåñòåíè ïî ôîðìóëèòå

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
, yk =

yk+1 + yk−1

2
−
τ(ykt − ykt̄ )

2
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî

Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
= Eh,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
, (3.37)

êúäåòî ñ Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
å îçíà÷åí

Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
=

1

2

(
A−1ykt , y

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− τ2β2

8

(
yktx̂, y

k
tx̂

)
−

− τ2β3

8

(
Aykt , Ay

k
t

)
+

1

8

(
yk+1 + yk, yk+1 + yk

)
−

− β2

8

(
yk+1
x̂ + ykx̂, y

k+1
x̂ + ykx̂

)
+

β3

8

(
yk+1
x̂x̂ + ykx̂x̂, y

k+1
x̂x̂ + ykx̂x̂

)
,
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à íåëèíåéíèÿ ÷ëåí ñå çàïèñâà âúâ âèäà(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
=
(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
+
(
(yk)p+1 − (yk)p+1, 1

)
=

=
(
(yk+1)p+1 − (yk)p+1, 1

)
−
(
(yk)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
.

Îò (3.37) ñëåäâà

Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk)p+1, 1

)
=

Eh,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
− α

2(p+ 1)

(
(yk)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
,

ò. å. ïîëó÷åí å äèñêðåòíèÿò çàêîí çà çàïàçâàìå íà åíåðãèÿòà, çàïèñàí â òåðìèíèòå íà

ôóíêöèÿòà y.

Ñåãà ùå ïðåîáðàçóâàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå â òåðìèíèòå íà y è íà äèñêðåòíàòà

íîâîâúâåäåíà ôóíêöèÿ w. Çà öåëòà íåêà A−1ykt := gk . Òîãàâà ykt = Agk = −gkx̂x̂ è(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
gk, Agk

)
=
(
gk,−gkx̂x̂

)
=
(
gkx̂, g

k
x̂

)
.

Îñâåí òîâà îò (3.33) èìàìå, ÷å ykt,i = w
k+ 1

2

x̂,i è ïîëó÷àâàìå −gkx̂x̂ = w
k+ 1

2

x̂ , à îòòóê

−gkx̂ = wk+ 1

2 è
(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
. Çàìåñòâàéêè â Eh,L èçðàçà

(
A−1ykt , y

k
t

)
ñ(

wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
, ïîëó÷àâàìå Hh,L(yk, wk+ 1

2 ) è äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 34 å çàâúð-

øåíî.

Íåêà äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) å äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Ih(tk) =

N∑
i=1

hyki . (3.38)

Äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) àïðîêñèìèðà íåïðåêúñíàòàòà ìàñà I(u(x, t)), çàäàäåíà ñ (1.9),

ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò.

Òåîðåìà 35 (Çàïàçâàíå íà äèñêðåòíàòà ìàñà). Ðåøåíèåòî íà êîíñåðâàòèâíà-

òà ñõåìà (3.33) çàïàçâà äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k =

1, 2, ...,K å â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Ih(tk) = Ih(t0),

êúäåòî Ih(tk) å äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëà (3.38).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïåðèîäè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, íàëîæåíè âúðõó äèñêðåòíèòå

ôóíêöèè y è w è îò âòîðîòî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå íà ñõåìà (3.33) ïîñëåäîâàòåëíî ñå

ïîëó÷àâà

Ih(tk+1)− Ih(tk)

τ
=

N∑
i=1

h
yk+1
i − yki

τ
=

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i = 0.

Îòòóê Ih(tk+1) = Ih(tk) = · · · = Ih(t0).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 35 å çàâúðøåíî.
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Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å êàêòî ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 è ôàêòî-

ðèçèðàíàòà ñõåìà, àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí çàâèñè îò ðåøåíèåòî yk+1 íà

ñëåäâàùèÿ ñëîé ïî âðåìåòî. Ïî òàçè ïðè÷èíà çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà

(3.33) å èçïîëçâàí èòåðàöèîíåí ìåòîä. Íà÷àëíèòå ñòîéíîñòè yk+1,[0] ñà ñòîéíîñòèòå íà

ðåøåíèåòî íà ïðåäèøíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, ò.å. yk+1,[0] = yk. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ ïúðâî

ñå ïðåñìÿòàò ñòîéíîñòèòå íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí

f
(
y
k+1,[s+1]
i

)
=

α

p+ 1


(
y
k+1,[s]
i

)p+1
−
(
yk−1
i

)p+1

y
k+1,[s]
i − yk−1

i


x̂

.

Ïîëó÷åíèòå ñòîéíîñòè ñå çàìåñòâàò â ñëåäíàòà ñèñòåìà

(Id− β1∆̂)w
k+ 1

2
,[s+1]

i = (Id− β1∆̂)w
k− 1

2

i + τ
(
ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i − f

(
yk+1,[s+1]

))
(3.39)

è ñå èç÷èñëÿâà äÿñíàòà ñòàíà íà (3.39) çà i = 1, ..., N .

Òúé êàòî ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà (3.39) èìà ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà, çà íàìèðàíå

íà ðåøåíèåòî wk+ 1

2
,[s+1] ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñëåäíèÿ ïîäõîä:

• Ñèñòåìàòà (3.39) ñå ðàçäåëÿ íà äâå íîâè ñèñòåìè. Åäíàòà ñèñòåìà å ñúñòàâåíà îò

óðàâíåíèÿòà çà ÷åòíèòå âúçëè, à äðóãàòà- îò óðàâíåíèÿòà çà íå÷åòíèòå âúçëè.

• Çà îïðåäåëÿíå íà ðåøåíèÿòà íà äâåòå ñèñòåìè å ïðèëîæåí ìåòîäà íà öèêëè÷íàòà

ïðîãîíêà.

Ñëåä òîâà îò óðàâíåíèåòî y
k+1,[s+1]
i = yki + τ

w
k+ 1

2
,[s+1]

i+1 − wk+ 1

2
,[s+1]

i−1

2h
ñå ïîëó÷àâà ðå-

øåíèåòî yk+1,[s+1] íà ñëåäâàùàòà èòåðàöèÿ. Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ïðèêëþ÷âà, êîãà-

òî ðàçëèêàòà ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè ñòàíå ïî-ìàëêà îò ïðåäâàðèòåëíî

çàäàäåí òîëåðàíñ tol, ò.å. |yk+1,[s+1] − yk+1,[s]| < tol. ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè, êîèòî ñà

ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùàòà ãëàâà, ñà ïîëó÷åíè ïðè tol = 10−12.

3.4.1 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà äèñê-
ðåòíàòà ìàñà

Â òàçè ãëàâà ïðåäñòàâÿìå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà (3.33), êî-

ÿòî çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ è äèñêðåòíàòà ìàñà. ×èñëåíîòî ðåøåíèå íà ñõåìàòà

å èçñëåäâàíî ïðè êâàäðàòè÷íà è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 2 è p = 3).

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 2) è ñëåäíèòå ñòîéíîñòè

íà êîåôèöèåíòèòå

β1 = 1, β2 = 1 +
61

169
β1, β3 =

1

3
, α =

1

2
è c =

√
61

169
.

Ïðè òîçè èçáîð íà êîåôèöèåíòèòå îò [18] ñëåäâà, ÷å íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à èìà àíà-

ëèòè÷íî ðåøåíèå (2.3), à òî÷íàòà åíåðãèÿ H, èç÷èñëåíà ïî ôîðìóëà (2.25), ïðèåìà

ñòîéíîñò H ≈ 6.92265662500127.

Ïðè çàäà÷àòà ñ êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3) è êîåôèöèåíòè

β1 = 3, β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
, c =

3

5
è α =

1

3
,

óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä èìà àíàëèòè÷íî ðåøåíèå (2.4) è òî÷íà åíåðãèÿ

H ≈ 7.92656709701685.
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Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å êîåôèöèåíòèòå è ïðè äâàòà ñëó÷àÿ íà íåëèíåéíîñò

ñà èçáðàíè êàêòî ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 è ïðè ôàêòîðèçèðàíàòà

ñõåìà. Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå ñðàâíÿò ðåçóòàòèòå îò òðèòå ñõåìè.

Íåêà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà ñà

y(x, 0) = ũ(x, 0; c), w
(
x,
τ

2

)
= −cũ

(
x,
τ

2
; c
)
.

Ñõîäèìîñòòà è òî÷íîñòòà ñà ÷èñëåíî èçñëåäâàíè ïðè x ∈ [−120, 120] ïîñðåäñòâîì

âëîæåíè ìðåæè. Ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà ìåæäó òî÷íîòî ðåøåíèå è èç÷èñëåíîòî ðåøå-

íèå â ðàâíîìåðíà íîðìà å ïîêàçàíà â êîëîíà Error ψhτ . ×èñëåíèÿò ðåä íà ñõîäèìîñò

íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî å ïðåñìåòíàò ïî ôîðìóëà (2.34) è å ïîêàçàí â

êîëîíà κ.

Òàáëèöà 11: Ãðåøêà ψhτ è ðåä íà ñõîäèìîñò κ ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà,
çàïàçâàùà ìàñàòà çà T = 20 ñ p = 2 è p = 3 .

p = 3 p = 2
Error ψhτ κ sec h τ Error ψhτ κ sec

0.3689399009 5 0.4 0.004 0.1463316774 5
0.0884783026 2.0600 16 0.2 0.002 0.0347951612 2.0723 16
0.0217652307 2.0233 58 0.1 0.001 0.0085797827 2.0199 56
0.0054201987 2.0056 249 0.05 0.0005 0.0021374324 2.0051 236
0.0013535713 2.0016 1030 0.025 0.00025 0.0005338842 2.0013 917
0.0003381075 2.0012 2608 0.0125 0.000125 0.0001334125 2.0006 2385

Îò ðåçóëòàòèòå, ïóáëèêóâàíè â Òàáëèöà 11 ñå âèæäà, ÷å ïðè äâàòà âèäà íåëè-

íåéíîñò, ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðèáëèæàâà òî÷íîòî ñ ãðåøêà ψhτ = O(10−4) ïðè íàé-

äðåáíàòà ìðåæà h = 0.0125 è τ = 0.000125, è ìåòîäúò å ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò íà

÷èñëåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Òàáëèöà 12: Äèñêðåòíà ìàñà IKh â êðàéíèÿ ìîìåíò è îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà
ìàñàòà relMass ïðè T = 20.

p = 3 p = 2
mass IKh relMass h τ mass IKh relMass

8.48528137423858 2 ∗ 10−15 0.4 0.004 10.34674224586719 1 ∗ 10−16

8.48528137423860 3 ∗ 10−15 0.2 0.002 10.34674224586719 7 ∗ 10−16

8.48528137423857 3 ∗ 10−15 0.1 0.001 10.34674224586716 2 ∗ 10−15

8.48528137423862 3 ∗ 10−15 0.05 0.0005 10.34674224586718 2 ∗ 10−15

8.48528137423856 2 ∗ 10−15 0.025 0.00025 10.34674224586720 3 ∗ 10−15

8.48528137423861 9 ∗ 10−15 0.0125 0.000125 10.34674224586716 4 ∗ 10−16

Â Tàáëèöa 12 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà äèñêðåòíàòà ìàñà IKh â êðàéíèÿ ìîìåíò

îò âðåìå, ïðåñìåòíàòà ïî ôîðìóëà (3.38). Ñòîéíîñòèòå íà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà

ìàñàòà relMass ïîêàçâàò, ÷å ïðè äâàòà âèäà íåëèíåéíîñò ðåøåíèåòî íà ðàçãëåæäàíàòà

çàäà÷à çàïàçâà äèñêðåòíàòà ìàñà ñ âèñîêà òî÷íîñò. Ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò (p =

2) îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà äîñòèãà òî÷íîñò 10−16, à ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò

(p = 3) òî÷íîñòòà å 10−15.

Ðåçóëòàòèòå çà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ HK
h â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå, êàêòî è

ãðåøêàòà, è ðåäà íà ñõîäèìîñò íà HK
h ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 13 è Òàáëèöà 14.
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Òàáëèöà 13: Äèñêðåòíà åíåðãèÿ HK
h , ãðåøêè è ðåä íà ñõîäèìîñò κE íà äèñê-

ðåòíàòà åíåðãèÿ ïðè T = 20 è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3).
h τ Energy HK

h relEnergy |HK
h −H| κE

0.4 0.004 7.832337818894812 1.0 ∗ 10−9 0.0942292781
0.2 0.002 7.902430337525830 6.6 ∗ 10−10 0.0241367595 1.964943
0.1 0.001 7.920495264900505 1.4 ∗ 10−10 0.0060718321 1.991028
0.05 0.0005 7.925046760902601 2.8 ∗ 10−10 0.0015203361 1.997742
0.025 0.00025 7.926186759255580 1.3 ∗ 10−8 0.0003803378 1.999037
0.0125 0.000125 7.926471572590061 5.8 ∗ 10−8 0.0000955244 1.993340

Â ïîñëåäíàòà êîëîíà κE â äâåòå òàáëèöè ñå âèæäà, ÷å äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ HK
h â

êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå ñå ñõîæäà êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ H ïðèáëèçèòåëíî ñ âòîðè

ðåä íà ñõîäèìîñò.

Òàáëèöà 14: Äèñêðåòíà åíåðãèÿ HK
h , ãðåøêè è ðåä íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåò-

íàòà åíåðãèÿ ïðè T = 20 è êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 2).
h τ Energy HK

h relEnergy |HK
h −H| κE

0.4 0.004 6.897306186571161 3.5 ∗ 10−9 0.0253504384
0.2 0.002 6.916229835633470 2.4 ∗ 10−10 0.0064267894 1.9798
0.1 0.001 6.921044238334686 6.3 ∗ 10−11 0.0016123867 1.9949
0.05 0.0005 6.922253166942417 5.9 ∗ 10−10 0.0004034581 1.9987
0.025 0.00025 6.922555701180909 5.5 ∗ 10−9 0.0001009238 1.9992
0.0125 0.000125 6.922631141641089 3.8 ∗ 10−8 0.0000254834 1.9856

Ñðàâíåíèå íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà äèñêðåòíàòà ìàñà ñ

êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0:

Ïðè ñðàâíÿâàíå íà ðåçóëòàòèòå çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìàñàòà îò

Òàáëèöà 11 ñ òåçè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ñ òåãëî σ = 0 îò Òàáëèöà 1 ïðàâè âïå÷àò-

ëåíèå, ÷å âñåêè èçáîð íà ñòúïêèòå h è τ èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå ïðè ñõåìàòà, çàïàçâàùà

ìàñàòà e ïî-ãîëÿìî, íàïðèìåð ïðè h = 0.0125 è τ = 0.000125 ñà íåîáõîäèìè 2608 ñå-

êóíäè ïðè p = 3. Ïðè ñúùèÿ èçáîð íà ñòúïêèòå è íåëèíåéíîñòòà, íàìèðàíåòî íà

ðåøåíèåòî ñõåìàòà ñ òåãëî σ = 0 îòíåìà åäâà 2099 ñåêóíäè.

Äðóãà ðàçëèêà ñå íàáëþäàâà â êîëîíà Error ψh ïðè êðàäâàòè÷íà íåëèíåéíîñò

p = 2. Íàïðèìåð ïðè ñòúïêè τ = 0.000125 è h = 0.0125 ãðåøêàòà ïðè ñõåìà ñúñ σ = 0

å ψh = 3.5 ∗ 10−5, a ïðè ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìàñàòà ψh = 1.3 ∗ 10−4.

3.5 Ñèìïëåêòè÷íà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò

øåñòè ðåä

Â òàçè ÷àñò å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà ñèìïëåêòè÷íà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà óðàâ-

íåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä. Ðåøåíèåòî �è çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíàòà ìàñà è

ïðèáëèçèòåëíî ñ ãðåøêà O(h2 + τ2) äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí.

Ïîäîáíî íà Ðàçäåë 3.4 òóê å èçïîëçâàíî ïðåäñòàâÿíåòî íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê

îò øåñòè ðåä âúâ âèä íà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà è å ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà
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çàäà÷à íà Êîøè:
∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+ β3

∂5u

∂x5
− α∂u

p

∂x

)
,

∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

(3.40)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).

Äèñêðåòíàòà çàäà÷à ñå ðàçãëåæäà â äîñòàòú÷íî ãîëÿì èíòåðâàë [−L1, L2], òàêà ÷å

ðåøåíèåòî è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè äà ñà ìíîãî áëèçêè äî íóëàòà èçâúí òîçè èíòåð-

âàë. Çà ïðîñòîòà ñà èçáèðàíè ïåðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Â [−L1, L2] å âúâåäåíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà {xi = −L1 + ih, i = 0, 1, ..., N} ñúñ ñòúïêà h = (L1 + L2)/N . Ñ

y(t) = (y1(t), ..., yN (t)) è w(t) = (w1(t), ..., wN (t)) ñà îçíà÷åíè àïðîêñèìàöèèòå íà ðå-

øåíèåòî u(x, t) è v(x, t) íà ñèñòåìàòà (3.40) âúâ âúçëèòå íà ìðåæàòà, ò.å. yi(t) ≈ u(xi, t)

è wi(t) ≈ v(xi, t) ïðè i = 1, ..., N .

Ñëåä çàìåñòâàíå íà ïðîèçâîäíèòå â ñèñòåìà (3.40) ñ êðàéíè ðàçëèêè ñúñ ñòúïêà 2h,

êîèòî èìàò âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà ïîëó-äèñêðåòíà ñèñòåìà

ÎÄÓ 
dwi(t)

dt
= (Id − β1∆̂)−1

(
yx̂,i − β2yx̂x̂x̂,i + β3yx̂x̂x̂x̂x̂,i − α (ypi )x̂

)
dyi(t)

dt
= wx̂,i,

(3.41)

êúäåòî yx̂,i = (yi+1 − yi−1)/(2h).

Íîâàòà ñèñòåìà (3.41) å ñúùî îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ñ ðàçäåëÿù ñå õà-

ìèëòîíèàí Hh(y(t), w(t)) è ìàòðèöà Jh, äåôèíèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Hh(y(t), w(t)) =
1

2

N∑
i=1

(
w2
i + y2

i + β1w
2
x̂,i + β2y

2
x̂,i + β3y

2
x̂x̂,i −

2α

p+ 1
(yi)

p+1

)
,

Jh =

 0
(
Id − β1∆̂

)−1
∂x̂(

Id − β1∆̂
)−1

∂x̂ 0

 . (3.42)

Âúâ âðåìåâèÿ èíòåðâàë [0, T ] ñå âúâåæäà ðàâíîìåðíà ìðåæà {tk = kτ | k = 0, ...,K,

K = T/τ} ñúñ ñòúïêà τ ïî âðåìåòî.
Íåêà ñ yki è w

k+ 1

2

i ñà îçíà÷åíè àïðîêñèìàöèèòå íà ðåøåíèåòî yi è wi ñúîòâåòíî â

ìîìåíòà îò âðåìå tk è tk + τ/2. Ñëåä ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà Ùüîðìåð-Âåðëå (åêâè-

âàëåíòíî ìåòîäà leap-frog) êúì (3.41) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà íàïúëíî äèñêðåòíà ñõåìà
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + β3y

k
x̂x̂x̂x̂x̂,i − α

(
yki+1

)p − (yki−1

)p
2h

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(3.43)

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð äèðåêòíî ñå ïîêàçâà, ÷å ñõåìàòà (3.43) àïðîêñèìèðà

ñèñòåìà (3.40) ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).
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Èçêëþ÷âàíåòî íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ w îò (3.43) âîäè äî ñëåäíîòî íåêîìïàêòíî

äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå çà yki :

(Id − β1∆̂)ykt̄t,i = ∆̂yki − β2∆̂2yki + β3∆̂3yki − α∆̂
(
yki

)p
.

Çà óäîáñòâî ïðè òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ, ñëåä ïîëàãàíå Ay = −∆̂y = −yx̂x̂ ñõåìà
(3.43) ñå çàïèñâà â ñëåäíèÿ êàíîíè÷åí âèä:

(Id + β1A)ykt̄t,i +
(
A+ β2A

2yki + β3A
3
)
yki = αA

(
yki

)p
. (3.44)

Ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (3.43) å ñúñ ñúùàòà ëèíåéíà ÷àñò êàòî êîíñåðâàòèâíàòà

ñõåìà (3.33). Ïî òàçè ïðè÷èíà çà äâåòå ñõåìè ïîëó÷àâàìå åäíî è ñúùî äîñòàòú÷íî

óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò.

Òåîðåìà 36. Ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (3.44) å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè è äÿñíà

÷àñò, àêî å â ñèëà óñëîâèåòî

τ2 ≤ 4β1

(1 + ε)(h4 + β2h2 + β3)
h4,

çà íÿêîå ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε, íåçàâèñèìî îò h, τ è y.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å ñúâïàäà ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 33.

Âàæíî ñâîéñòâî íà ðàçãëåæäàíèÿ ÷èñëåí ìåòîä å ôîðìóëèðàíî â ñëåäíàòà òåîðå-

ìà:

Òåîðåìà 37. Ñõåìàòà (3.43) å ñèìïëåêòè÷íà, ò.å. òÿ çàïàçâà äèñêðåòíàòà ñèìï-

ëåêòè÷íà ñòðóêòóðà ωk = dzk ∧ Jhdzk−1, zk = (uk, wk−
1

2 ) íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî

ωk = ωk−1 = · · · = ω0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñèñòåìàòà (3.41) e ðàçäåëÿùa ñå õàìèëòîíîâa ñèñòåìa. Êîãàòî å ïðè-

ëîæåí êúì òàêèâà ñèñòåìè ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå å åêâèâàëåíòåí íà Ëîáàòî

IIIa-IIIb è íà ñèìïëåêòè÷íèÿ ðàçäåëåí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà.

Ìàòðèöàòà Jh, çàäàäåíà ñ (3.42), å ïðîèçâåäåíèå íà ñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà ñ ïîñòî-

ÿííè êîåôèöèåíòè (Id − β1∆̂)−1 è íà ìàòðèöàòà

[
0 ∂x̂

∂x̂ 0

]
=

1

2h

[
0 S

S 0

]
, êúäåòî

S = (Sij)d×d å òàêàâà, ÷å Si,i+1 = −Si+1,i = 1 è Si,j = 0 çà |i − j| 6= 1. Ñëåäîâàòåëíî

Jh óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà çà Ïîàñîíîâà ñêîáêà îò [24], êîÿòî ñå äåôèíèðà ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí {F,G} = ∇F TJh∇G.
Îò [43] ñëåäâà, ÷å òàêà ïîëó÷åíèòå ñõåìè ñà Poisson integrators.

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëèòå îòíîâî å äåôèíèðàí äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí îò Ðàçäåë

3.4:

Hk
h(yk, wk+ 1

2 ) := Hk
h,L(yk, wk+ 1

2 )− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
, (3.45)

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò Hh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
íà Hh

(
yk, wk+ 1

2

)
ñe çàäàâà ñ èçðàçà

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
:=

1

2

(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
w
k+ 1

2

x̂ , w
k+ 1

2

x̂

)
−

− τ2β2

8

(
∆̂wk+ 1

2 , ∆̂wk+ 1

2

)
− τ2β3

8

(
∆̂w

k+ 1

2

x̂ , ∆̂w
k+ 1

2

x̂

)
+

+
1

8

(
(Id − β2∆̂ + β3∆̂2)(yk+1 + yk), yk+1 + yk

)
. (3.46)
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Òåîðåìà 38. Ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (3.43) óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî k, k = 1, 2, ...,K ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
= Hk−1

h,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
+
α

2

((
yk
)p
, yk+1 − yk−1

)
, (3.47)

êúäåòî Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (3.46).

Îñâåí òîâà, òî çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(τ2) äèñêðåòíèÿ õà-

ìèëòîíèàí H0
h

(
y0, w

1

2

)
, ò.å.∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ τ2TC, (3.48)

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Äîêàçàòåëñòâî. Îïåðàòîðúò Ay = −∆̂y e ñèìåòðè÷åí è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåí.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà A−1 êúì (3.44) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå(
A−1 + β1Id

)
ykt̄t +

(
Id + β2A+ β3A

2
)
yk = α(yk)p.

Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å óìíîæåíî ñêàëàðíî ñ τ
ykt + ykt̄

2
=
yk+1 − yk−1

2
è ykt̄t è y

k ñà

çàìåñòåíè ïî ñëåäíèòå ôîðìóëè

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
, yk =

yk+1 + yk−1

2
−
τ(ykt − ykt̄ )

2
.

Ñëåä ïðåîáðàçóâàíå íà èçðàçèòå ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî

Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
= Eh,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
+
α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
,

êúäåòî ñ Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
å ïîëîæåíî

Eh,L

(
yk, wk+ 1

2

)
=

1

2

(
A−1ykt , y

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− τ2β2

8

(
yktx̂, y

k
tx̂

)
−

−τ
2β3

8

(
Aykt , Ay

k
t

)
+

1

8

(
yk+1 + yk, yk+1 + yk

)
−

−β2

8

(
yk+1
x̂ + ykx̂, y

k+1
x̂ + ykx̂

)
+
β3

8

(
yk+1
x̂x̂ + ykx̂x̂, y

k+1
x̂x̂ + ykx̂x̂

)
.

Íåêà A−1ykt := gk è ykt = Agk = −gkx̂x̂. Òîãàâà(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
gk,−gkx̂x̂

)
=
(
gkx̂, g

k
x̂

)
.

Îò ykt = w
k+ 1

2

x̂ ñëåäâà, ÷å−gkx̂x̂ = w
k+ 1

2

x̂ , à îòòóê−gkx̂ = wk+ 1

2 è
(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
.

Ïî òîçè íà÷èí çàìåñòâàìå
(
A−1ykt , y

k
t

)
ñ
(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
è äîêàçàòåëñòâîòî íà (3.47) å

çàâúðøåíî.

Çà äà ñå äîêàæå (3.48) e íåîáõîäèìî äà ñå îöåíè îòãîðå ðàçëèêàòà Rk

Rk = Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
−Hk−1

h

(
yk−1, wk−

1

2

)
. (3.49)
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Îò (3.45) è (3.47) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

Rk =Hk
h,L −

α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
−Hk−1

h,L +
α

2(p+ 1)

(
(yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1

)
=

=Hk−1
h,L +

α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
−Hk−1

h,L −
α

2(p+ 1)

(
yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
=

=
α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
− α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1

yk+1 − yk−1
, yk+1 − yk−1

)
.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà ñâîéñòâàòà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå èçðàçúò Rk ñå çàïèñâà â

ñëåäíèÿ âèä

Rk =
α

2(p+ 1)

(
yk+1 − yk−1, (p+ 1)(yk)p − (yk+1)p − (yk+1)p−1yk−1 − ...− (yk−1)p

)
.

(3.50)

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð îêîëî yk â èçðàçà

(p+ 1)(yk)p − (yk+1)p − (yk+1)p−1yk−1 − ...− (yk−1)p.

ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà

|(p+ 1)(yk)p − (yk+1)p − (yk+1)p−1yk−1 − ...− (yk−1)p| ≤ C1τ
2. (3.51)

Îòòóê ñëåä ïðèëàãàíå íà íåðàâåíñòâîòî (3.51) â (3.50) ïîëó÷àâàìå

|Rk| ≤ C2
α

2(p+ 1)
τ3,

êúäåòî êîíñòàíòèòå C1 è C2 çàâèñÿò îò maxk(|yk|, |ykt |, |ykt̄t|) ïðè k = 1, ...,K.

È òàêà ãðåøêàòà Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
− Hk−1

h

(
yk−1, wk−

1

2

)
ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè

ñòîéíîñòè íà õàìèëòîíèàíà å îöåíåíà îòãîðå îò O(τ3).

Ñëåä ñóìèðàìå íà (3.49) ïðè k = 1, ...,K ñå ïîëó÷àâà ðàçëèêàòà

HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)
=

K∑
k=1

Rk,

∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ K∑
k=1

|Rk| < KCτ3.

Îò Kτ3 = Tτ2 ñëåäâà îêîí÷àòåëíàòà îöåíêà∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ CTτ2.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 38 å çàâúðøåíî.

Îò Òåîðåìà 38 ÿñíî ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà íå çàïàçâà

òî÷íî, íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî, äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí (3.45). Òîâà ïîòâúðæäàâà

äîáðå èçâåñòíèÿ ðåçóëòàò (âèæ [25]), ÷å ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå â îáùèÿ ñëó÷àé

íå çàïàçâà êâàäðàòè÷íèòå ïúðâè èíòåãðàëè.

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëèòå äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Ih(tk) =

N∑
i=1

hyki . (3.52)
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Òåîðåìà 39. (Çàïàçâàíå íà äèñêðåòíàòà ìàñà) Ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (3.44)

çàïàçâà äèñêðåòíàòà ìàñà Ih(tk) âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K å â ñèëà

ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Ih(tk) = Ih(t0).

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà

Òåîðåìà 35.

Ðàçãëåäàíà å ðàçëèêàòà

Ih(tk+1)− Ih(tk)

τ
=

N∑
i=1

h
yk+1
i − yki

τ
.

Îò âòîðîòî óðàâíåíèå
yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.43) è ãðàíè÷íèòå

óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà, ñå ïîëó÷àâà

Ih(tk+1)− Ih(tk)

τ
=

N∑
i=1

h
yk+1
i − yki

τ
=

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i = 0.

Îòòóê Ih(tk+1) = Ih(tk) = ... = Ih(t0). Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 39 å çàâúðøåíî.

3.5.1 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà
Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä

Â òàçè ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (3.41).

Òî÷íîñòòà è ñõîäèìîñòòà ñà èçñëåäâàíè ïîñðåäñòâîì âëîæåíè ìðåæè. Ðàçãëåäàíè ñà

ñëó÷àèòå íà êâàäðàòè÷íà è êóáè÷íà íåëèíåéíîñò. ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ñà ïðîâå-

äåíè âúðõó äâå çàäà÷è: ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííî ðåøåíèå è âçàèìîäåéñòâèå íà

äâà ñîëèòîíà.

Çàäà÷à 1. Ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííà âúëíà:

Íåêà β1 = 1, β2 = 1 +
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β1, β3 =

1

3
, α =

1

2
è c =

√
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. Ïðè òåçè ñòîéíîñòè íà

ïàðàìåòðèòå, ñëåäâàéêè [18], íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à èìà àíàëèòè÷íî ðåøåíèå (2.3).

Òî÷íàòà åíåðãèÿ H å èç÷èñëåíà ïî ôîðìóëà (2.25) è ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò å H ≈
6.92265662500127.

Ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3) íåêà β1 = 3, β2 = 1 +
9

25
β1, β3 =

1

4
, c =

3

5
è

α =
1

3
, Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä èìà òî÷íî ðåøåíèå âúâ âèäà

(2.4) è òî÷íàòà åíåðãèÿ å H ≈ 7.92656709701685.

Ïàðàìåòðèòå, òî÷íèòå ðåøåíèÿ è ñòîéíîñòèòå íà òî÷íàòà åíåðãèÿ çà äâàòà ñëó-

÷àÿ íà íåëèíåéíîñò ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà ñà ñúùèòå, êàêòî ïðè ðàçãëåäàíèòå

êîíñåðâàòèâíè ñõåìè.

Íåêà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à ñà

y(x, 0) = ũ(x, 0; c), w
(
x,
τ

2

)
= −cũ

(
x,
τ

2
; c
)
.

Çàäà÷àòà å ðàçãëåäàíà ïðè x ∈ [−120, 120], T = 20.

Â Òàáëèöà 15 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè çà ãðåøêàòà ψhτ è ÷èñëåíèÿ ðåä íà ñõîäèìîñò

κ, ïðåñìåòíàò ïî ôîðìóëè (2.34). Îò ðåçóëòàòèòå ñå âèæäà, ÷å ïðè äâàòà âèäà íåëè-

íåéíîñò, ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðèáëèæàâà òî÷íîòî ñ ãðåøêà O(10−4) ïðè íàé-äðåáíàòà

ìðåæà h = 0.0125 è τ = 0.000125 è ìåòîäúò å ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò.
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Òàáëèöà 15: Ãðåøêà ψhτ è ðåä íà ñõîäèìîñò κ çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà
(Çàäà÷à 1) ïðè T = 20.

p = 3 p = 2
Error ψhτ κ sec h τ Error ψhτ κ sec

0.3689673273 1 0.4 0.004 0.1463413839 1
0.0884850386 2.0600 4 0.2 0.002 0.0347974279 2.0723 4
0.0217668932 2.0233 17 0.1 0.001 0.0085803416 2.0199 17
0.0054206110 2.0056 64 0.05 0.0005 0.0021375716 2.0051 62
0.0013536742 2.0016 261 0.025 0.00025 0.0005339190 2.0013 252
0.0003381332 2.0012 1005 0.0125 0.000125 0.0001334211 2.0006 994

Òàáëèöà 16: Äèñêðåòíà ìàñà IKh â êðàéíèÿ ìîìåíò è îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà
ìàñàòà relMass çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 1) ïðè T = 20.

p = 3 p = 2
mass IKh relMass h τ mass IKh relMass

8.48528137423860 2 ∗ 10−16 0.4 0.004 10.34674224586720 5 ∗ 10−16

8.48528137423860 3 ∗ 10−15 0.2 0.002 10.34674224586719 7 ∗ 10−16

8.48528137423858 2 ∗ 10−15 0.1 0.001 10.34674224586719 1 ∗ 10−15

8.48528137423858 2 ∗ 10−15 0.05 0.0005 10.34674224586723 3 ∗ 10−15

8.48528137423856 1 ∗ 10−15 0.025 0.00025 10.34674224586714 3 ∗ 10−15

8.48528137423858 7 ∗ 10−15 0.0125 0.000125 10.34674224586710 6 ∗ 10−15

Äèêðåòíàòà ìàñà IMh â êðàéíèÿ ìîìåíò T = Kτ , ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëà (3.52),

å ïîêàçàíà â Òàáëèöà 16. Ðåçóëòàòèòå çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà relMass

ïîêàçâàò, ÷å äèñêðåòíàòà ìàñà ñå çàïàçâà ñ ìíîãî äîáðà òî÷íîñò. Ïðè äâàòà âèäà

íåëèíåéíîñò- êâàäðàòè÷íà è êóáè÷íà, îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà äîñòèãà ïîðÿ-

äúê 10−16.

Òàáëèöà 17: Äèñêðåòíà åíåðãèÿ HK
h , ãðåøêè è ðåä íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíà-

òà åíåðãèÿ çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 1) ïðè êóáè÷íà íåëèíåé-
íîñò (p = 3) è T = 20.

h τ Energy HK
h relEnergy |HK

h −H| κE
0.4 0.004 7.832336499041642 1.8 ∗ 10−7 0.0942305980
0.2 0.002 7.902430278592994 8.1 ∗ 10−9 0.0241368184 1.9650
0.1 0.001 7.920495261367458 5.9 ∗ 10−10 0.0060718356 1.9910
0.05 0.0005 7.925046760682399 3.1 ∗ 10−10 0.0015203363 1.9977
0.025 0.00025 7.926186759222194 1.3 ∗ 10−8 0.0003803378 1.9990
0.0125 0.000125 7.926471572809858 5.8 ∗ 10−8 0.0000955242 1.9933

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ HK
h , èç÷èñëåíà â ïîñëåäíèÿ ìîìåíò T = Kτ ïî ôîðìóëà

(3.36), å ïîêàçàíà â Energy HM
h íà Òàáëèöà 17 è Òàáëèöà 18. Ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà

ìåæäó òî÷íàòà åíåðãèÿ H è äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ å äàäåíà â êîëîíà |HK
h −H|, äîêàòî

ðåäúò íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ êúì òî÷íàòà å ïðåäñòàâåí â ïîñëåäíàòà

êîëîíà κE .

Èçñëåäâàíà å ãðåøêàòà íà äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0 è

êðàéíèÿ ìîìåíò t = T . Ðåçóëòàòèòå â Òàáëèöà 17 è Òàáëèöà 18 ïîêàçâàò, ÷å äèñê-

ðåòíàòà åíåðãèÿ ñå çàïàçâà ñ ãðåøêà O(10−7)−O(10−10) âúïðåêè, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà
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ñõåìà íå çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk
h . Îñâåí òîâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ

êëîíè êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).

Òàáëèöà 18: Äèñêðåòíà åíåðãèÿ HK
h , ãðåøêè è ðåä íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåò-

íàòà åíåðãèÿ çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 1) ïðè êâàäðàòè÷íà íå-
ëèíåéíîñò (p = 2) è T = 20.

h τ Energy HK
h relEnergy |HK

h −H| κE
0.4 0.004 6.897305934106303 4.0 ∗ 10−8 0.0253506909
0.2 0.002 6.916229820971417 2.4 ∗ 10−9 0.0064268040 1.9799
0.1 0.001 6.921044237433179 1.9 ∗ 10−10 0.0016123876 1.9949
0.05 0.0005 6.922253166885215 6.0 ∗ 10−10 0.0004034581 1.9987
0.025 0.00025 6.922555701141143 5.5 ∗ 10−9 0.0001009239 1.9992
0.0125 0.000125 6.922631141655073 3.8 ∗ 10−8 0.0000254833 1.9856

Íà Ôèãóðà 9 å ïîêàçàíà ðàçëèêàòà Hk
h − H0

h ìåæäó äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk
h íà

k-òèÿ ñëîé è äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ H0
h íà íóëåâèÿ ñëîé ïî âðåìåòî çà ñèìïëåêòè÷íàòà

ñõåìà. Ðàçãëåäàëè ñìå ñëó÷àÿ íà êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò ïðè x ∈ [−120, 120], T = 20

ñúñ ñòúïêè h = 0.0125 è τ = 0.000125. Èçìåíåíèåòî íà ãðàôèêàòà ïîêàçâà, ÷å çàïàç-

âàíåòî íà íà÷àëíàòà äèñêðåòíà åíåðãèÿ çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà âðåìåâèÿ èíòåðâàë,

ò.å. ïîòâúðæäàâà îöåíêà (3.48) íà Òåîðåìà 38.

Ôèãóðà 9: Ðàçëèêà Hk
h−H0

h ìåæäó åíåðãèÿòà íà âñåêè ñëîé è íà÷àëíàòà åíåðãèÿ
ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà ÓÁØÐ çà T = 20
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Ñðàâíåíèå íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà ñúñ ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìàñàòà:

Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà ñà ñðàâíåíè ñ ðåçóëòàòèòå îò

Ðàçäåë 3.4.1 çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìàñàòà. Ïðè äâåòå ñõåìè, çà âñåêè

èçáîð íà ñòúïêèòå h è τ , ãðåøêàòà ìåæäó òî÷íîòî è ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å îò åäèí

è ñúùè ïîðÿäúê. Îñâåí òîâà ðåäúò íà ñõîäèìîñò ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà å åäíàêúâ,

ñ òîçè íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìàñàòà.

Ïîëó÷åíè ñà èäåíòè÷íè ðåçóëòàòè ïî îòíîøåíèå íà çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíàòà

ìàñà è äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ïðè äâåòå ðàçãëåæäàíè ñõåìè å â ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà èç-

÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìàñàòà

àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíîñòòà çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî �è íà ñëåäâà-

ùèÿ ñëîé ïî âðåìåòî. Òîâà íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà èòåðàöèîíåí ìåòîä, à îòòàì âúç-

íèêâà íåîáõîäèìîñòòà îò ïîâå÷å âðåìå çà ïðåñìÿòàíå íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå. Íàïðèìåð

ïðè ñòúïêè h = 0.025 è τ = 0.00025 èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå ïðè êóáè÷íà íåëèíåéíîñò

å 261 ñåêóíäè çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà è 1030 ñåêóíäè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà.

Çàäà÷à 2. Âçàèìîäåéñòâèå íà äâà ñîëèòîíà:

Â òîçè ïðèìåð å ðàçãëåäàíî âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå åäíà

ñðåùó äðóãà ñúñ ñêîðîñòè c1 = 0.95 è c2 = −0.95. Íåêà ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå

ñà β1 = 2, β2 = 2, β3 = 1, α = 2, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) =ũ(x+ 128, 0; c1) + ũ(x− 128, 0; c2),

∂u(x, 0)

∂t
=
∂

∂t
ũ(x+ 128, 0; c1) +

∂

∂t
ũ(x− 128, 0; c2).

Ïðè òîçè èçáîð íà ïàðàìåòðèòå ÓÁØÐ íå ïðèòåæàâà òî÷íî ðåøåíèå. Çà äà áúäå

ïîëó÷åíà ÷èñëåíî ñîëèòîííàòà âúëíà ũc1 , êîÿòî å èçïîëçâàíà êàòî íà÷àëíî óñëîâèå

â (3.40), (3.5), å ðåøåíî ñúîòâåòíîòî íåëèíåéíî ÎÄÓ îò ÷åòâúðòè ðåä ïî èçâåñòíèÿ

ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè, âèæ [39] è [38]. Ïðè òîçè ìåòîä å èçïîëçâàíà èòåðàöèîííà ïðî-

öåäóðà ñúñ ñòàáèëèçèðàù ìíîæèòåë, çà äà ñå ïðåñìåòíå äèñêðåòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ

íà Ôóðèå.

Ôèãóðà 10: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè c1 = −c2 = 0.95,
ïîëó÷åíè ÷ðåç ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà ÓÁØÐ ïðè t ∈ [0, T ], T = 95

Ðåçóëòàòèòå îò Òàáëèöà 19 ñà ïîëó÷åíè â ñëó÷àé íà êóáè÷íà íåëèíåéíîñò (p = 3),

ïðè x ∈ [−160, 160] è T = 50. Îò òåçè ðåçóëòàòè ñå âèæäà, ÷å ãðåøêàòà ψKh/4 íà

ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 2 å O(h2 + τ2).
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Ïðè ñúùèÿ èçáîð íà ñòúïêèòå òî÷íîñòòà å O(10−4) è ñå ïîëó÷àâà âòîðè ðåä íà

ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Òàáëèöà 19: Ãðåøêà ψKh/4, ðåä íà ñõîäèìîñò κ íà ðåøåíèåòî, åíåðãèÿ EK
h îò-

íîñèòåëíà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà relEnergy çà Çàäà÷à 4 ïðè T = 95.
h τ Error ψK

h/4 κ Energy EK
h relEnergy sec

0.4 0.004 0.9104188997086 1.2 ∗ 10−7 7
0.2 0.002 0.9111294343719 2.8 ∗ 10−8 17
0.1 0.001 0.03325668 2.0533 0.9113084341963 5.7 ∗ 10−9 67
0.05 0.0005 0.00806807 2.0223 0.9113532638716 7.3 ∗ 10−9 295
0.025 0.00025 0.00198869 2.0165 0.9113644447036 4.6 ∗ 10−8 1137
0.0125 0.000125 0.00049087 2.0222 0.9113668016217 5.4 ∗ 10−7 4610

Â êîëîíà relEnergy íà Òàáëèöà 19 å ïðåäñòàâåíà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåð-

ãèÿòà, ò. å. òî÷íîñòòà, ñ êîÿòî ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

Ïðè çàäà÷àòà çà âçàèìîäåéñòâèå íà äâå âúëíè ìàêñèìàëíàòà òî÷íîñò ïðè çàïàçâàíåòî

íà åíåðãèÿòà å 10−9, à ïðè Çàäà÷à 1 (âèæ Òàáëèöà 17) çàïàçâàíåòî íà åíåðãèÿòà ïðè

ñúùèÿ èçáîð íà ñòúïêèòå å 10−10.

Íà Ôèãóðà 10 å ïîêàçàíî ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà òåçè âúëíè äî âðåìå T = 95.

Ïðè íàé-äðåáíàòà ìðåæà h = 0.0125 è τ = 0.000125, è âðåìåâè èíòåðâàë [0, 95] çà

ïðåñìÿòàíå íà ðåøåíèåòî ñà èçïîëçâàíè 760000 ñëîÿ ïî âðåìåòî.

68



4 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâ-

íåíèå

Â òàçè ãëàâà ñà ðàçðàáîòåíè åôåêòèâíè ÷èñëåíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ðåøåíè-

åòî íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå. Òðè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñà êîíñòðóèðàíè ñëåä

ïðåäñòàâÿíå íà ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå âúâ âèä íà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà.

Â Ðàçäåë 4.2.2 e èçñëåäâàíà ñèìïëåêòè÷íà äèôåðåí÷íà ñõåìà, êîÿòî çàïàçâà ñèìï-

ëåêòè÷íîñòòà íà ïîòîêà íà äèñêðåòíî íèâî. Îñòàíàëèòå äâå ñõåìè ñà êîíñåðâàòèâíè,

ïî-òî÷íî â Ðàçäåë 4.2.4 e èçñëåäâàíà ñõåìà, êîÿòî çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíèÿ ìîìåíò,

à â Ðàçäåë 4.2.6 ñõåìà, çàïàçâàùà òî÷íî äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí (åíåðãèÿòà).

Äîêàçàíî å, ÷å òðèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè çàïàçâàò òî÷íî äèñêðåòíàòà ìàñà.

Ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà è ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çàïàçâàò äèñêðåòíàòà åíåð-

ãèÿ ïðèáëèæåíî ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).

×èñëåíèòå ðåçóëòàòè íà ðàçãëåäàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè, ïðåäñòàâåíè âúâ âèä íà

òàáëèöè è ãðàôèêè, ïîòâúðæäàâàò ïîëó÷åíèòå òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè å ïóáëèêóâàíî â ñïèñàíèå ñ èìïàêò ôàêòîð

[34].

4.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà

Ðàçãëåäàíà å ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå (ÄÄÓ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ ∆f(u), (4.1)

÷èåòî òúðñåíî ðåøåíèå u = u(x, t) å äåôèíèðàíî ïðè x ∈ R è t ∈ [0, T ], ñ íà÷àëíè

óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x). (4.2)

Íåêà

u0 ∈W 1
2 (R), u1 ∈ L2(R), (−∆)−

1

2u1 ∈ L2(R). (4.3)

Òóê β1 > 0 è β2 > 0 ñà äèñïåðñíè ïàðàìåòðè, íåëèíåéíèÿò ÷ëåí èìà âèäà f(u) =

αup, êúäåòî p ≥ 2, p ∈ N, à α å ïàðàìåòúð íà àìïëèòóäàòà. Âñè÷êè êîåôèöèåíòè â

óðàâíåíèåòî (4.1) ñà êîíñòàíòè.

Òî÷íîòî ðåøåíèå íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå (4.1) âúâ âèä íà áÿãàùà âúëíà

ũ(x, t; c) = φ(x− ct) ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà

ũ(x, t; c) =

(c2 − 1)(p+ 1)

2α
sech2

1− p
2

√
c2 − 1

β1c2 − β2
(x− ct)

 1

p−1

, (4.4)

êúäåòî ñ c å îçíà÷åíà ñêîðîñòòà íà âúëíàòà.

Â Ãëàâà 2.2.1 óðàâíåíèåòî (4.1) å ïðåäñòàâåíî â ñëåäíàòà îáîáùåíà õàìèëòîíîâà

ôîðìà: 
∂u

∂t
∂v

∂t

 = J


δH

δu
δH

δv

 ,
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ñ ïîìîùòà íà ñïîìàãàòåëíà ôóíêöèÿ v, äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî
∂v

∂x
=
∂u

∂t
. Òóê

ñ J å îçíà÷åí àíòèñèìåòðè÷íèÿò îïåðàòîð

J =

 0 (Id − β1∆)−1 ∂

∂x

(Id − β1∆)−1 ∂

∂x
0

 ,
Id å èäåíòèòåòúò, à õàìèëòîíèàíúò H = H(u(x, t), v(x, t)), äåôèíèðàí ÷ðåç èçðàçà

H(u(x, t), v(x, t)) =
1

2

∫
R

(
v2 + β1

(
∂v

∂x

)2

+ u2 + β2

(
∂u

∂x

)2

+ 2α
up+1

p+ 1

)
dx, (4.5)

ïðåäñòàâëÿâà ïúëíàòà åíåðãèÿ íà ñèñòåìàòà, çàïèñàíà â òåðìèíèòå íà u è v.

Ïî òîçè íà÷èí âìåñòî Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå (4.1) ñå ðàçãëåæäà ñëåäíàòà

åêâèâàëåíòíà ñèñòåìà:
∂v

∂t
= (Id − β1∆)−1

(
∂u

∂x
− β2

∂3u

∂x3
+
∂f(u)

∂x

)
∂u

∂t
=
∂v

∂x
,

(4.6)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), êúäåòî
∂v0(x)

∂x
= u1(x).

4.2 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå

Òåîðåòè÷íèÿò àíàëèç íà ñîëèòîííîòî ðåøåíèå (4.4) íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâ-

íåíèå ïîêàçâà, ÷å òîâà ðåøåíèå êëîíè êúì íóëà åêñïîíåíöèàëíî ïðè |x| → ±∞. Âúâ

âðúçêà ñ òîâà è ïîðàäè àñèìïòîòè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñà èçáðàíè äîñòàòú÷íî ãî-

ëåìè ÷èñëà L1 è L2, òàêèâà ÷å ðåøåíèåòî è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè ñà ìíîãî áëèçêè äî

íóëàòà èçâúí èíòåðâàëà [−L1, L2].

Çà ïðîñòîòà ñå ïðåäïîëàãà, ÷å äèñêðåòíîòî ðåøåíèå íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâ-

íåíèå óäîâëåòâîðÿâà ïåðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Â èíòåðâàëà [−L1, L2] å âúâåäåíà ðàâíîìåðíà ìðåæà {xi = −L1+ih, i = 0, 1, ..., N}
ñúñ ñòúïêà h. Íåêà ñ y(t) = (y1(t), ..., yN (t)) è w(t) = (w1(t), ..., wN (t)) ñà îçíà÷åíè àï-

ðîêñèìàöèèòå íà ðåøåíèåòî u(x, t) è v(x, t) íà ñèñòåìàòà (4.6) âúâ âúçëèòå íà ìðåæàòà,

ò. å. yi(t) ≈ u(xi, t) è wi(t) ≈ v(xi, t) ïðè i = 1, ..., N .

Çàìåñòâàíåòî íà ïðîèçâîäíèòå â îáîáùåíàòà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà (4.6) ñ êðàéíè

ðàçëèêè, ñúñ ñòúïêà 2h, êîèòî èìàò âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ âîäè äî ñëåäíàòà

ïîëó-äèñêðåòíà ñèñòåìà îò ÎÄÓ çà íåèçâåñòíèòå êîìïîíåíòè íà âåêòîðèòå y(t) è w(t)
dwi(t)

dt
= (Id − β1∆̂)−1 (yx̂,i − β2yx̂x̂x̂,i + f(y)x̂,i)

dyi(t)

dt
= wx̂,i.

(4.7)

Ñèñòåìàòà (4.7) ñúùî å îáîáùåíà õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ñ ðàçäåëÿù ñå õàìèëòîíèàí

Hh(y(t), w(t)) è ìàòðèöà Jh, äåôèíèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Hh(y(t), w(t)) =
1

2

N∑
i=1

(
w2
i + β1w

2
x̂,i + y2

i + β2y
2
x̂,i +

2α

p+ 1
yp+1
i

)
,
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Jh =

 0
(
Id − β1∆̂

)−1
∂x̂(

Id − β1∆̂
)−1

∂x̂ 0

 .
Ìàòðèöàòà Jh óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà çà Ïîàñîíîâà ñêîáêà îò [24], òúé êàòî å

ïðîèçâåäåíèå íà ñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè
(
Id − β1∆̂

)−1
è íà

ìàòðèöàòà

[
0 ∂x̂

∂x̂ 0

]
=

1

2h

[
0 S

S 0

]
, êúäåòî S = (Sij)d×d å òàêàâà, ÷å Si,i+1 =

−Si+1,i = 1 è Si,j = 0 çà |i − j| 6= 1. Ñëåäîâàòåëíî ñ ïîìîùòà íà ìàòðèöàòà Jh ñå

äåôèíèðà Ïîàñîíîâà ñêîáêà {F,G} = ∇F TJh∇G.
Ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåòî {tk = kτ, k = 1, ...,K} ñúñ ñòúïêà τ = T/K, êúì

ñèñòåìà (4.7) å ïðèëîæåí ìåòîäà íà St�ormer-Verlet (èçâåñòåí îùå êàòî leap-frog ìåòîä)

è å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà äèñêðåòíà ñèñòåìà
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + f(yk)x̂,i,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i ,

(4.8)

êúäåòî ykx̂,i =
yki+1 − yki−1

2h
, à yki è w

k+ 1

2

i ñà àïðîêñèìàöèè íà yi è wi ñúîòâåòíî â ìîìåíòà

îò âðåìå tk è tk + τ/2.

Èçïîëçâàíè ñà ñëåäíèòå òðè ðàçëè÷íè àïðîêñèìàöèè íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí f(yki ):

f(yki ) = f1(yki ) := α(yki )p,

f(yki ) = f2(yki ) :=
α

p+ 1

(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

,

f(yki ) = f3(yki ) :=
α

p+ 1

(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

.

Òîâà âîäè äî êîíñòðóèðàíåòî íà òðè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ ðàçëè÷íè ñâîéñòâà. Çà äà

ñå èçñëåäâàò ñâîéñòâàòà íà ñõåìèòå å íóæíî äà ñå äåôèíèðàò äèñêðåòíè èíâàðèàíè:

ìîìåíò, åíåðãèÿ è ìàñà.

Íåêà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò Mk
h = Mk

h (yk, wk−
1

2 ) å äåôèíèðàí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
:=

N∑
i=1

h
(
yki w

k− 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

x̂,i

)
. (4.9)

Ìîìåíòúò Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
àïðîêñèìèðà òî÷íèÿ ìîìåíò (1.10) ñ ãðåøêà O

(
h2 + τ2

)
.

Çà óäîáñòâî äèñêðåòíèÿò ìîìåíò Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
=
(
yk,
(
Id − β1∆̂

)
wk−

1

2

)
.

Íåêà ñ Hk
h = Hk

h

(
yk, wk+ 1

2

)
å îçíà÷åí äèñêðåòåí õàìèëòîíèàí, äåôèíèðàí ñ

èçðàçà

Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
:= Hk

h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
+

α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
, (4.10)
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êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò íà Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
íà Hk

h

(
yk, wk+ 1

2

)
ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

Hk
h,L =

1

2

∥∥∥wk+ 1

2

∥∥∥2
+

(
β1

2
− τ2

8

)∥∥∥wk+ 1

2

x̂

∥∥∥2

− β2τ
2

8

∥∥∥wk+1/2
x̂x̂

∥∥∥2
+

1

8

∥∥∥yk+1 + yk
∥∥∥2

+

+
β2

8

∥∥∥yk+1
x̂ + ykx̂

∥∥∥2
. (4.11)

Äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí Hk
h àïðîêñèìèðà íåïðåêúñíàòèÿò õàìèëòîíèàí H(u, v),

äåôèíèðàí ÷ðåç ôîðìóëà (2.23), ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).

Íåêà ñ Ih (tk) å îçíà÷åíà äèñêðåòíàòà ìàñà, êîÿòî ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

Ih (tk) =

N∑
i=1

hyki . (4.12)

4.2.1 Îáùè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð âúâ âúçëèòå (xi, tk) ñå ïîêàçâà, ÷å òðèòå ðàçãëåæäà-

íè ñõåìè àïðîêñèìèðàò Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñ ëîêàëíà ãðåøêà O(h2 + τ2).

Ñõåìèòå (4.8) ñà êîíñòðóèðàíè âúðõó ñåäåì òî÷êîâ øàáëîí è ïîðàäè òîâà ñà íå-

êîìïàêòíè. Îñâåí òîâà òå èìàò åäíàêâà ëèíåéíà ÷àñò. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïðèòåæàâàò

åäíî è ñúùî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò, ôîðìóëèðàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 40. Ëèíåéíàòà ñõåìà, îòãîâàðÿùà íà (4.8), å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè

è äÿñíà ÷àñò, àêî ñòúïêèòå τ è h óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî

τ < h

√
4β1

(1 + ε)(β2 + h2)
, (4.13)

êúäåòî ε å ïîäõîäÿùî ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ñëåäâà îò òåîðèÿòà çà óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷-

íè ñõåìè îò [40]. Ëèíåéíàòà ñõåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà (4.16), å óñòîé÷èâà, àêî å â ñèëà

îïåðàòîðíîòî íåðàâåíñòâî

Id + β1(−∆̂) >
1 + ε

4

(
−∆̂ + β2∆̂2

)
.

Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà äà å èçïúëíåíî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å äà å â ñèëà íåðàâåíñòâî

(4.13).

Òåîðåìà 41. Ñõåìèòå (4.8), ñ âñÿêà îò àïðîêñèìàöèèòå f1

(
yki
)
, f2

(
yki
)
è f3

(
yki
)

íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, çàïàçâàò äèñêðåòíàòà ìàñà âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî k =

1, 2, ...,K å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Ih(tk) = Ih(t0),

êúäåòî Ih(tk) ñå äåôèíèðà ñ (4.12).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïåðèîäè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ çà äèñêðåòíèòå ôóíêöèè y è w,

è îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

Ih(tk+1)− Ih(tk)

τ
=

N∑
i=1

h
yk+1
i − yki

τ
=

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i = 0.

Îòòóê Ih(tk+1) = Ih(tk) = ... = Ih(t0) è Òåîðåìà 41 å äîêàçàíà.
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4.2.2 Ñèìïëåêòè÷íà ñõåìà çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå

Â òîçè ðàçäåë å ðàçãëåäàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (4.8) ñ àïðîêñèìàöèÿ f1

(
yki
)
íà

íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, ò. å. ñõåìàòà
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + α

((
yki
)p)

x̂
,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.14)

Ñëåä åëèìèíèðàíå íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ w îò (4.14) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî òðèñ-

ëîéío äèôåðåí÷ío óðàâíåíèå çà ôóíêöèÿòà yki :

(Id − β1∆̂)ykt̄t,i − ∆̂yki + β2∆̂2yki − α∆̂(yki )p = 0. (4.15)

Çà óäîáñòâî ïðè òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ íåêà ñ A å îçíà÷åí îïåðàòîðúò A = −∆̂,

äåôèíèðàí â ïðîñòðàíñòâîòî îò ìðåæîâè ôóíêöèè ñ ïåðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è

óðàâíåíèåòî (4.15) å çàïèñàíî â ñëåäíàòà êàíîíè÷íà ôîðìà:

(Id + β1A)ykt̄t +Ayk + β2A
2yk + αA(yk)p = 0. (4.16)

Òåîðåìà 42. Äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (4.14) å ñèìïëåêòè÷íà îòíîñíî ωk = dzk∧Jhdzk−1,

zk = (uk, wk−
1

2 ), ò.å. íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî ñõåìàòà çàïàçâà äèñêðåòíàòà ñèìï-

ëåêòè÷íà ñòðóêòóðà

ωK = ωK−1 = ... = ω1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñèñòåìàòà (4.7) e ðàçäåëÿùa ñå õàìèëòîíîâa ñèñòåìa. Êîãàòî å ïðè-

ëîæåí êúì òàêèâà ñèñòåìè ìåòîäúò íà Ùüîðìåð-Âåðëå å åêâèâàëåíòåí íà Ëîáàòî

IIIa-IIIb è íà ñèìïëåêòè÷íèÿ ðàçäåëåí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà.

Ìàòðèöàòà Jh, çàäàäåíà ñ (3.42), å ïðîèçâåäåíèå íà ñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà ñ ïîñòî-

ÿííè êîåôèöèåíòè (Id − β1∆̂)−1 è íà ìàòðèöàòà

[
0 ∂x̂

∂x̂ 0

]
=

1

2h

[
0 S

S 0

]
, êúäåòî

S = (Sij)d×d å òàêàâà, ÷å Si,i+1 = −Si+1,i = 1 è Si,j = 0 çà |i − j| 6= 1. Îò [24] ñëåäâà,

÷å ñ ïîìîùòà íà ìàòðèöàòà Jh ñå äåôèíèðà Ïîàñîíîâà ñêîáêà {F,G} = ∇F TJh∇G.
Òàêà ïîëó÷åíèòå ñõåìè ñà ñèìïëåêòè÷íè (âèæ [43]), ò.å. çàïàçâàò ñèìïëåêòè÷íîñò-

òà íà äèñêðåòíî íèâî.

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçñëåäâàíî çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò Mk
h îò

ñèìëåêòè÷íàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà.

Òåîðåìà 43. Ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (4.14) óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K − 1 ñëåäíîòî äèñêðåòíî ðàâåíñòâî

Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
= −τα

N∑
i=1

hykx̂,i(y
k
i )p, (4.17)

êúäåòî äèñêðåòíèÿò ìîìåíò Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (4.9).

Îñâåí òîâà e â ñèëà îöåíêàòà∣∣∣MK
h

(
yK , wK−

1

2

)
−M1

h

(
y1, w

1

2

)∣∣∣ ≤ Ch2T, (4.18)

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ Rk å îçíà÷åíà ðàçëèêàòà

Rk := Mk+1
h −Mk

h =

N∑
i=1

h
[(
yk+1
i w

k+ 1

2

i + β1y
k+1
x̂,i w

k+ 1

2

x̂,i

)
−
(
yki w

k− 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

x̂,i

)]
.

Ñëåä äîáàâÿíå è èçâàæäàíå íà èçðàçà
∑N

i=1 h
(
yki w

k+ 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k+ 1

2

x̂,i

)
êúì Rk ïîñëå-

äîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

Rk =

N∑
i=1

h(yk+1
i w

k+ 1

2

i − yki w
k+ 1

2

i + β1y
k+1
x̂,i w

k+ 1

2

x̂,i − β1y
k
x̂,iw

k+ 1

2

x̂,i + yki w
k+ 1

2

i − yki w
k− 1

2

i +

+β1y
k
x̂,iw

k+ 1

2

x̂,i − β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

x̂,i ) = τ

N∑
i=1

h
(
ykt,iw

k+ 1

2

i + β1y
k
tx̂,iw

k+ 1

2

x̂,i + yki w
k− 1

2

t,i + β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

tx̂,i

)
.

Íåêà ykt,i ñå çàìåñòè ñ w
k+ 1

2

x̂,i . Òîãàâà

Rk = τ

N∑
i=1

h
(
w
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i + β1w
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i + yki w
k− 1

2

t,i − β1y
k
i w

k− 1

2

x̂x̂t,i

)
=

= τ

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i + τ

N∑
i=1

hβ1w
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i + τ

N∑
i=1

hyki

(
Id − β1∆̂

)
w
k− 1

2

t,i =

= τ

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i + τ

N∑
i=1

hβ1w
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i + τ

N∑
i=1

hyki

(
ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i + α((yki )p)x̂

)
=

= τ

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i + τ

N∑
i=1

hβ1w
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i + τ

N∑
i=1

hyki y
k
x̂,i −

−β2τ

N∑
i=1

hyki y
k
x̂x̂x̂,i + ατ

N∑
i=1

hyki ((yki )p)x̂.

Âñè÷êè ÷ëåíîâå áåç ïîñëåäíèÿ ñå àíóëèðàò çàðàäè ïåðèîäè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëî-

âèÿ. Çà äà ñå äîêàæå (4.17) íåëèíåéíèÿò ÷ëåí ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Rk = ατ

N∑
i=1

hyk
(

(yki )p
)
x̂

= −ατ
N∑
i=1

hykx̂,i(y
k
i )p.

Îòòóê

Mk+1
h (yk+1, wk+ 1

2 )−Mk
h (yk, wk−

1

2 ) = −ατ
N∑
i=1

hykx̂,i(y
k
i )p, (4.19)

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî íà (4.17) å çàâúðøåíî.

Çà äà ñå ïîëó÷è îöåíêà (4.18) êúì äÿñíàòà ÷àñò íà (4.19) ñå äîáàâÿ ÷ëåíúò

τ

N∑
i=1

hykx̂,i
α

p+ 1

(
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

= 0

è ñå îöåíÿâà èçðàçúò Rk:

Rk = Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
= τ

N∑
i=1

hykx̂,iS
k
i , (4.20)
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êúäåòî

Ski : =
α

p+ 1

(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

− α(yki )p

=
α

p+ 1

(
(yki+1)p + (yki+1)p−1yki−1 + ...+ (yki−1)p − (p+ 1)(yki )p

)
.

Îò ðàçâèòèåòî â ðåä íà Òåéëúð îêîëî yki ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà∣∣∣Ski ∣∣∣ ≤ h2 α

p+ 1
C1,i, (4.21)

êúäåòî êîíñòàíòèòå C1,i çàâèñÿò îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà u è íåéíèòå ïúðâà è

âòîðà ïðîèçâîäíà, ò.å. C1,i = C1,i

(
maxξ∈(xi−1,xi+1)

∣∣u(ξ, tk)
∣∣ , ∣∣∣∂u(ξ,tk)

∂x

∣∣∣ , ∣∣∣∂2u(ξ,tk)
∂x2

∣∣∣). Ñëåä
çàìåñòâàíå íà îöåíêa (4.21) â (4.20) ñå ïîëó÷àâà

|Rk| ≤ τh2 α

p+ 1

N∑
i=1

h|ykx̂,i|C1,i ≤ τh2 α

p+ 1
C2. (4.22)

Íàêðàÿ ñå ñóìèðàò èçðàçèòå (4.20) çà k = 1, 2, ...,K − 1

MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 ) =

K−1∑
k=1

Rk

è ñå ïðèëàãà îöåíêà (4.22). Òîãàâà

∣∣∣MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ K−1∑

k=1

|Rk| ≤
K−1∑
k=1

τh2 α

p+ 1
C3 ≤ Kτh2 α

p+ 1
C4 ≤ h2TC,

êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà îöåíêà (4.18) è íà Òåîðåìà 43.

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçñëåäâàíî çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí (4.10)

îò ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà.

Òåîðåìà 44. Ðåøåíèåòî íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà (4.14) óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
= Hk−1

h,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
− α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
, (4.23)

êúäåòî Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (4.11).

Îñâåí òîâà, ðåøåíèåòî çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(τ2) äèñêðåò-

íèÿ õàìèëòîíèàí H0
h

(
y0, w

1

2

)
, äåôèíèðàí ñ (4.10), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK

h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ τ2TC, (4.24)

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Äîêàçàòåëñòâî. Îïåðàòîðúò A−1 å ïðèëîæåí êúì äâåòå ñòðàíè íà (4.16) è ïîëó÷å-

íîòî óðàâíåíèå

(A−1 + β1Id)y
k
t̄t + (Id + β2A) yk + α(yk)p = 0
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å óìíîæåíî ñêàëàðíî ñ
yk+1 − yk−1

2
=
τ(ykt + ykt̄ )

2
.

Íåêà ykt̄t è y
k ñà çàìåíåíè ñúîòâåòíî ñ èçðàçèòå

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
è yk =

yk+1 + yk−1

2
− τ

2

(
ykt − ykt̄

)
.

Òîãàâà

1

2

([
A−1 + β1Id −

τ2

4
Id −

β2τ
2A

4

]
ykt , y

k
t

)
+

1

8
(yk+1 + yk, yk+1 + yk)+

+
β2

8
(A(yk+1 + yk), yk+1 + yk) =

1

2

([
A−1 + β1Id −

τ2

4
Id −

β2τ
2A

4

]
yk−1
t , yk−1

t

)
+

+
1

8
(yk + yk−1, yk + yk−1) +

β2

8
(A(yk + yk−1), yk + yk−1)− α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
.

Ñëåä ïðåðàáîòâàíå íà èçðàçèòå â ãîðíîòî óðàâíåíèå è çàìåñòâàíå íà ykt,i ñ w
k+ 1

2

x̂ ñå

ïîëó÷àâà

1

2

(
A−1ykt , y

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
w
k+ 1

2

x̂ , w
k+ 1

2

x̂

)
− β2τ

2

8
(Aw

k+ 1

2

x̂ , w
k+ 1

2

x̂ )+

+
1

8
(yk+1 + yk, yk+1 + yk) +

β2

8
(A
(
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk) = (4.25)

=
1

2

(
A−1yk−1

t , yk−1
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
w
k− 1

2

x̂ , w
k− 1

2

x̂

)
− β2τ

2

8
(Aw

k− 1

2

x̂ , w
k− 1

2

x̂ )+

+
1

8
(yk + yk−1, yk + yk−1) +

β2

8
(A
(
yk + yk−1

)
, yk + yk−1)− α

2
((yk)p, yk+1 − yk−1).

Ñëåä ïîëàãàíå gk := A−1ykt è ïðèëàãàíå íà îïåðàòîðà A ïîëó÷àâàìå ykt = Agk =

−gkx̂x̂ è (
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
gk, Agk

)
=
(
gk,−gkx̂x̂

)
=
(
gkx̂, g

k
x̂

)
.

Òúé êàòî ykt = w
k+ 1

2

x̂ ñëåäâà, ÷å −gkx̂x̂ = w
k+ 1

2

x̂ , à îòòóê −gkx̂ = wk+ 1

2 è
(
A−1ykt , y

k
t

)
=(

wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
. Ïî òîçè íà÷èí

(
A−1ykt , y

k
t

)
ñå çàìåñòâà ñ

(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
â (4.25) è äî-

êàçàòåëñòâîòî íà (4.23) å çàâúðøåíî.

Çà äà ñå äîêàæå îöåíêà (4.24) å íåîáõîäèìî äà ñå îöåíè îòãîðå ðàçëèêàòà Rk:

Rk := Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
−Hk−1

h

(
yk−1, wk−

1

2

)
(4.26)

Îò (4.23) ñëåäâà, ÷å Rk ñå ïðåäñòàâÿ â ñëåäíèÿ âèä

Rk =Hk
h,L +

α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
−Hk−1

h,L −
α

2(p+ 1)

(
(yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1

)
=

=Hk−1
h,L −

α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)
−Hk−1

h,L +
α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
=

=
α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1

yk+1 − yk−1
, yk+1 − yk−1

)
− α

2

(
(yk)p, yk+1 − yk−1

)

Rk =
α

2(p+ 1)

(
yk+1 − yk−1, (yk+1)p + (yk+1)p−1yk−1 + ...+ (yk−1)p − (p+ 1)(yk)p

)
.

(4.27)
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×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð îêîëî yk â èçðàçà

(yk+1)p + (yk+1)p−1yk−1 + ...+ (yk−1)p − (p+ 1)(yk)p

ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà∣∣∣(yk+1)p + (yk+1)p−1yk−1 + ...+ (yk−1)p − (p+ 1)(yk)p
∣∣∣ ≤ C1τ

2. (4.28)

Îòòóê êàòî ñå ïðèëîæè íåðàâåíñòâîòî (4.28) â (4.27) ñå ïîëó÷àâà

|Rk| ≤ C2
α

2(p+ 1)
τ3,

êúäåòî êîíñòàíòèòå C1 è C2 çàâèñÿò îò maxk(|yk|, |ykt |, |ykt̄t|) ïðè k = 1, ...,K.

Íåêà (4.26) ñå ñóìèðà ïðè k = 1, ...,K. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ðàçëèêàòà

HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)
=

K∑
k=1

Rk,

∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ K∑
k=1

|Rk| < KCτ3.

Îò Kτ3 = Tτ2 ñëåäâà îêîí÷àòåëíàòà îöåíêà∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ CTτ2.

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 44 å çàâúðøåíî.

4.2.3 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà Äâîéíî äèñ-
ïåðñíîòî óðàâíåíèå

Â òîçè ðàçäåë ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè è ñà èçñëåäâàíè ÷èñëåíî ñâîéñòâàòà íà

ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå. Çà îïðåäåëÿíå íà òî÷íîñòòà

è ñõîäèìîñòòà, êàêòî è çà èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò è äèñê-

ðåòíàòà åíåðãèÿ ñà èçïîëçâàíè âëîæåíè ìðåæè.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk
h å îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëà (4.10), a äèñêðåòíèÿ ìîìåíò

Mk
h ÷ðåç èçðàçà (4.9). Ïðè âñè÷êè èç÷èñëåíèÿ äèñêðåòíàòà ìàñà Ikh å ïðåñìåòíàòà îò

(4.12).

×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè â ñëó÷àé íà êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò, ò.å. f(u) =

αu2.

Ïðåäëîæåíèòå ñõåìè ñà èçñëåäâàíè âúðõó äâå òèïè÷íè çàäà÷è çà Äâîéíî äèñïåð-

ñíîòî óðàâíåíèå:

Çàäà÷à 1. Ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííà âúëíà:

Íåêà ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå çà çàäà÷à (4.1)-(4.2) ñà α = 3, β1 = 1.5,

β2 = 0.5, c = 2, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) = ũ(x, 0; c), v
(
x,
τ

2

)
= −cũ

(
x,
τ

2
; c
)
.

Òóê ũ(x, t; c) å òî÷íîòî ðåøåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëà (4.4).

Ïðè òåçè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå òî÷íàòà åíåðãèÿH, ïðåñìåòíàòà ïî ôîðìóëà

(4.5), ïðèåìà ñòîéíîñòH = 32.9392829860694. Òî÷íèÿò ìîìåíò åM = −18.9068530144255.

Çàäà÷àòà å ðàçãëåäàíà ïðè x ∈ [−100, 100] è T = 20.
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Òàáëèöà 20: Ãðåøêà ψhτ , ðåä íà ñõîäèìîñò κ è åíåðãèÿ HK
h ïðè ñèìïëåêòè÷-

íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 1) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.
h = τ Error ψhτ κ HK

h |H−HK
h | κE sec

0.2 0.01400684 32.8831331874396 0.05614980 0
0.1 0.00345161 2.0208 32.9250248651775 0.01425812 1.9775 0
0.05 0.00086053 2.0040 32.9357050000242 0.00357799 1.9946 1
0.025 0.00021497 2.0011 32.9383876524840 0.00089533 1.9987 2
0.0125 0.00005374 2.0002 32.9390590683403 0.00022392 1.9995 9
0.00625 0.00001343 2.0008 32.9392267219635 0.00005626 1.9927 53

Â Òàáëèöà 20 ñà ïðåäñòàâåíè äàííè çà ãðåøêàòà ψhτ è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ, êîèòî

ñà ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëè (2.34). Îò ðåçóëòàòèòå â êîëîíà Error ψhτ ñå âèæäà,

÷å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî ñ ãðåøêà O(10−5) ïðè ñòúïêè

h = 0.00625 è τ = 0.00625, è ìåòîäúò å ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî

ðåøåíèå êúì òî÷íîòî. Ñòîéíîñòèòå â êîëîíà κE ïîêàçâàò, ÷å äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ

HK
h â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå T = Kτ ñå ñõîæäà êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ H ñ ãðåøêà

ψE = O(h2 + τ2).

Â êîëîíà sec å ïîêàçàíî âðåìåòî â ñåêóíäè, íåîáõîäèìî çà ïîëó÷àâàíå íà ïðèáëè-

æåíîòî ðåøåíèå.

Íà Ôèãóðà 11 å ïðåäñòàâåíà ðàçëèêàòà Hk
h −H0

h ìåæäó äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk
h

íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî è äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ H0
h â íà÷àëíèÿ ìîìåíò ïðè T = 20

è h = τ = 0.00625. Îò ãðàôèêàòà ñå âèæäà, ÷å çàïàçâàíåòî íà íà÷àëíàòà åíåðãèÿ îò

ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà âðåìåâèÿ èíòåðâàë T . Òîâà å â ïúëíî

ñúîòâåòñòâèå ñ íàëè÷èåòî íà ìíîæèòåëÿ T â îöåíêà (4.24).

Òàáëèöà 21: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ìàñàòà IKh è ìîìåíòà MK
h ïðè ñèìïëåê-

òè÷íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 1) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.
h = τ IKh relMass MK

h |M−MK
h | κM

0.2 8.12403840463597 8.7 ∗ 10−16 -18.83692650 0.06992651
0.1 8.12403840463596 2.2 ∗ 10−16 -18.88936152 0.01749150 1.9992
0.05 8.12403840463596 2.2 ∗ 10−16 -18.90247949 0.00437352 1.9998
0.025 8.12403840463593 3.1 ∗ 10−15 -18.90575959 0.00109342 1.9999
0.0125 8.12403840463594 6.8 ∗ 10−15 -18.90657964 0.00027337 1.9999
0.00625 8.12403840463588 3.5 ∗ 10−15 -18.90678453 0.00006848 1.9970

Â Òàáëèöà 21 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè çà äèñêðåòíàòà ìàñà IKh è äèñêðåòíèÿ ìîìåíò

MK
h íà ïîñëåäíèÿ ñëîé K = T/τ ïî âðåìåòî. Ñòîéíîñòèòå çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà

íà ìàñàòà relMass ïîòâúðæäàâàò, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíà-

òà ìàñà (relMass äîñòèãà òî÷íîñò 10−16). Â êîëîíà |M −MK
h | å ïîêàçàíà ðàçëèêàòà

ìåæäó òî÷íèÿ ìîìåíò M è äèñêðåòíèÿ ìîìåíò MK
h . Ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà äèñ-

êðåòíèÿò ìîìåíò MK
h êëîíè êúì òî÷íèÿ ìîìåíò M ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò (âèæ

êîëîíà κM ).
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Ôèãóðà 11: Ðàçëèêà Hk
h − H0

h ìåæäó åíåðãèÿòà íà âñåêè ñëîé è íà÷àëíàòà
åíåðãèÿ ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà ÄÄÓ (Çàäà÷à 1)

Íà Ôèãóðà 12 ñå âèæäà ðàçëèêàMk
h−M1

h íà äèñêðåòíèÿ ìîìåíòM
k
h íà âñåêè ñëîé

ïî âðåìåòî è äèñêðåòíèÿ ìîìåíò M1
h â íà÷àëîòî, ïðè T = 20 è h = τ = 0.00625. Îò

òàçè ãðàôèêà è îò îöåíêà (4.18) ìîæåì äà ñå çàêëþ÷è, ÷å òî÷íîñòòà, ñ êîÿòî ñå çàïàçâà

äèñêðåòíèÿ ìîìåíò çàâèñè îò äúëæèíàòà íà âðåìåâèÿ èíòåðâàë T íà ðàçãëåæäàíàòà

çàäà÷à.

Çàäà÷à 2. Âçàèìîäåéñòâèå íà äâà ñîëèòîíà:

Â òîçè ïðèìåð e èçñëåäâàíî âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå â ïðîòè-

âîïîëîæíè ïîñîêè ñ ðàçëè÷íè ñêîðîñòè c1 = 1.1 è c2 = −1.3. Íåêà α = 3, β1 = 1.5 è

β2 = 0.5, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà (4.1)-(4.2) ñà

u(x, 0) =ũ(x+ 30, 0; c1) + ũ(x− 40, 0; c2)

v
(
x,
τ

2

)
=− c1ũ

(
x+ 30,

τ

2
; c1

)
− c2ũ

(
x− 40,

τ

2
; c2

)
.

×èñëåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà ñå òúðñè ïðè x ∈ [−160, 160] è T = 50.

Òúé êàòî ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à íå ïðèòåæàâà òî÷íî ðåøåíèå, çà ïðåñìÿòàíå íà

ãðåøêàòà ψKh/4 è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ e èçïîëçâàí ìåòîä íà Ðóíãå.

Â Òàáëèöà 22 è Òàáëèöà 23 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè, ïîäîáíè íà ðåçóëòàòèòå îò

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî ñ ãðåøêà O(10−4)

ïðè íàé-äðåáíàòà ìðåæà. Îò ñòîéíîñòèòå â êîëîíà κ ñå âèæäà, ÷å ìåòîäúò å ñ âòîðè

ðåä íà ñõîäèìîñò íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ HK
h è äèñêðåòíèÿ ìîìåíò MK

h ñúùî ñå ñõîæäàò ñ âòîðè ðåä

íà ñõîäèìîñò êúì òî÷íèòå åíåðãèÿ H è ìîìåíò M (âèæ êîëîíè κE è κM ).
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Ôèãóðà 12: ÐàçëèêàMk
h−M1

h ìåæäó ìîìåíòà íà âñåêè ñëîé è íà÷àëíèÿ ìîìåíò
ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà çà ÄÄÓ (Çàäà÷à 1)

Îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà relEnergy, íà ìàñàòà relMass è íà ìîìåíòà

relMom ñà ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëè (2.37). Òî÷íîñòòà, ñ êîÿòî ñå çàïàçâà äèñêðåòíàòà

ìàñà Ih å ìíîãî âèñîêà 10−15.

Òàáëèöà 22: Ãðåøêà ψKh/4, ðåä íà ñõîäèìîñò κ è åíåðãèÿ HK
h ïðè ñèìïëåêòè÷-

íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 2) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 50.
h = τ Error ψK

h/4 κ HK
h κE relEnergy sec

0.2 1.028966637880823 7.9 ∗ 10−6 0
0.1 0.00721666 1.029644287436932 2.0 ∗ 10−6 1
0.05 0.00180639 1.9997 1.029814248721495 1.9953 5.0 ∗ 10−7 2
0.025 0.00045173 1.9993 1.029856773907699 1.9988 1.2 ∗ 10−7 9
0.0125 0.00011298 1.9995 1.029867405148359 2.0000 2.9 ∗ 10−8 62

Ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè, êîèòî ñà

ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè â Òåîðåìà 43 è Òåîðåìà 44.

Íà Ôèãóðà 13 å ïîêàçàíî âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, êîèòî ñà ðåøåíèå íà

Çàäà÷à 2. Âúëíèòå ñå äâèæàò åäíà ñðåùó äðóãà ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.1 è c2 = −1.3

ïðè T = 50 . Ñëåä ñðåùàòà èì âñÿêà âúëíà ïðîäúëæàâà äâèæåíèåòî ñè, êàòî çàïàçâà

ïúðâîíà÷àëíàòà ñè ôîðìà.
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Òàáëèöà 23: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ìàñàòà IKh è ìîìåíòà MK
h ïðè ñèìïëåê-

òè÷íàòà ñõåìà (Çàäà÷à 2) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 50.
h = τ IKh relMass MK

h κM relMom
0.2 3.420936232278131 3.5 ∗ 10−15 0.695144059576 2.5 ∗ 10−5

0.1 3.420936232278141 5.4 ∗ 10−15 0.695700486927 5.8 ∗ 10−6

0.05 3.420936232278123 3.8 ∗ 10−15 0.695840217799 1.9935 1.4 ∗ 10−6

0.025 3.420936232278125 1.8 ∗ 10−15 0.695875190588 1.9983 3.5 ∗ 10−7

0.0125 3.420936232278099 9.0 ∗ 10−15 0.695883934919 1.9998 8.6 ∗ 10−8

Ôèãóðà 13: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.1 è
c2 = −1.3, ïîëó÷åíè ÷ðåç ñèìïëåêòè÷íà ñõåìà çà ÄÄÓ (Çàäà÷à 2)

Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 2 âúâ âðåìåâèÿ

èíòåðâàë [0, 50] ïðè τ = 0.0125 ñà èçïîëçâàíè 4000 ñëîÿ ïî âðåìåòî. Íà âñåêè ñëîé å

ðåøåíà ñèñòåìà ñúñ íåîñîáåíà ìàòðèöà ñ ðàçìåðè 16001× 16001.

4.2.4 Äèôåðåí÷íà ñõåìà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî
óðàâíåíèå

Â òîçè ðàçäåë å ðàçãëåäàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (4.8) ñ àïðîêñèìàöèÿ f2

(
yki
)
íà

íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, ò. å. ñëåäíàòà ñõåìà:
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

((
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂,i

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.29)

Ñëåä èçêëþ÷âàíå íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ w, ñèñòåìàòà (4.29) ñå çàïèñâà êàòî åê-
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âèâàëåíòío äèôåðåí÷ío óðàâíåíèå, ñúäúðæàùî ñàìî äèñêðåòíàòà ôóíêöèÿ yki :

(Id − β1∆̂)ykt̄t,i − ∆̂yki + β2∆̂2yki −
α

p+ 1
∆̂

((
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

)
= 0. (4.30)

Çà òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ å óäîáíî äà ñå ïîëîæè Ay = −∆̂y è ñõåìà (4.30) äà

ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ âèä:

(Id + β1A) ykt̄t,i +Ayki + β2A
2yki +

α

p+ 1
A

((
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

)
= 0. (4.31)

Òåîðåìà 45. (Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà ìîìåíòà) Ðåøåíèåòî íà

ñõåìà (4.29) çàïàçâà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò M1
h

(
y1, w

1

2

)
âúâ âðåìåòî, ò.å. çà âñÿêî

k = 1, 2, ...,K å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
= M1

h

(
y1, w

1

2

)
,

êúäåòî Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
ñå äåôèíèðà ñ (4.9).

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåäàíà å ðàçëèêàòà Rk :=
Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
τ

,

ò.å.

Rk =
1

τ

N∑
i=1

h
(
yk+1
i

(
Id − β1∆̂

)
w
k+ 1

2

i − yki
(
Id − β1∆̂

)
w
k− 1

2

i

)
.

Ñëåä äîáàâÿíåòî è èçâàæäàíåòî íà ÷ëåíà
1

τ
yki

(
Id − β1∆̂

)
w
k+ 1

2

i ñå ïîëó÷àâà

Rk =

N∑
i=1

h
(
ykt,i

(
Id − β1∆̂

)
w
k+ 1

2

i + yki

(
Id − β1∆̂h

)
w
k− 1

2

t,i

)
=

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i

(
Id − β1∆̂

)
w
k+ 1

2

i +

+

N∑
i=1

hyki

ykx̂,i − β2y
k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂,i

 =

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i −

− β1

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i +

N∑
i=1

hyki y
k
x̂,i − β2

N∑
i=1

hyki y
k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

N∑
i=1

hyki

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂

Âñè÷êè ÷ëåíîâå â ãîðíèÿ èçðàç ñà ðàâíè íà íóëà çàðàäè ïåðèîäè÷íîñòòà íà äèñêðåò-

íèòå ôóíêöèè. Ïîñëåäíèÿò ÷ëåí ñúùî ñå àíóëèðà ïîðàäè ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

α

p+ 1

N∑
i=1

hyki

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

)
x̂,i

= − α

p+ 1

N∑
i=1

h(yki )x̂

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

)
=

=
−α

2(p+ 1)

N∑
i=1

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

)
= 0

Îòòóê Rk = 0 ñëåäâà, ÷å Mk
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
= Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K,

êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

82



Ïîðàäè Òåîðåìà 45 ñõåìà (4.29) å íàðå÷åíà äèôåðåí÷íà ñõåìà, çàïàçâàùà ìî-

ìåíòà.

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëèòå äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí å äåôèíèðàí îòíîâî ÷ðåç èç-

ðàçà

Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
:= Hk

h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
+

α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1

)
,

êúäåòî ëèíåéíàòà ÷àñò íà Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
=

1

2

∥∥∥wk+ 1

2

∥∥∥2
+

(
β1

2
− τ2

8

)∥∥∥wk+ 1

2

x̂

∥∥∥2

− β2τ
2

8

∥∥∥wk+1/2
x̂x̂

∥∥∥2
+

+
1

8

∥∥∥yk+1 + yk
∥∥∥2

+
β2

8

∥∥∥yk+1
x̂ + ykx̂

∥∥∥2
.

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçñëåäâàíî çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ õàìèëòîíèàí Hk
h îò

äèôåðå÷íàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìîìåíòà.

Òåîðåìà 46. Ðåøåíèåòî íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà, çàïàçâàùà ìîìåíòà (4.29) óäîâ-

ëåòâîðÿâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
= Hk−1

h,L

(
yk−1, wk−

1

2

)
−

− α

2(p+ 1)

N∑
i=1

h

(
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

(
yk+1
i − yk−1

i

)
, (4.32)

êúäåòî Hk
h,L

(
yk, wk+ 1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (4.11).

Îñâåí òîâà, ðåøåíèåòî çàïàçâà ïðèáëèçèòåëíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(h2 +τ2) äèñ-

êðåòíèÿò õàìèëòîíèàí H0
h

(
y0, w

1

2

)
, äåôèíèðàí ñ (4.10), ò.å. â ñèëà å îöåíêàòà∣∣∣HK

h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ (h2 + τ2
)
TC, (4.33)

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .

Äîêàçàòåëñòâî. Îïåðàòîðúò A−1 å ïðèëîæåí êúì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèå (4.31) è

ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å óìíîæåíî ñêàëàðíî ñ
yk+1 − yk−1

2
=
τ
(
ykt + ykt̄

)
2

. Â ðåçóëòàò

íà òîâà ñå ïîëó÷àâà

τ

2

((
A−1 + β1Id

)
ykt̄t, y

k
t + ykt̄

)
+

1

2

(
(Id + β2A) yk, yk+1 − yk−1

)
+

+
α

2(p+ 1)

N∑
i=1

h

(
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

(
yk+1
i − yk−1

i

)
= 0. (4.34)

Â ãîðíîòî óðàâíåíèå ykt̄t è y
k ñå çàìåñòâàò ñúñ ñëåäíèòå èçðàçè

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
è yk =

yk+1 + yk−1

2
− τ

2

(
ykt − ykt̄

)
,
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è ñëåä ïðåîáðàçóâàíå íà ÷ëåíîâåòå óðàâíåíèå (4.34) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

1

2

(
A−1ykt , y

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− β2τ

2

8

(
Aykt , y

k
t

)
+

1

8

(
yk+1 + yk, yk+1 + yk

)
+

+
β2

8

(
A
(
yk+1 + yk

)
, yk+1 + yk

)
=

1

2

(
A−1yk−1

t , yk−1
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
yk−1
t , yk−1

t

)
−

−β2τ
2

8

(
Ayk−1

t , yk−1
t

)
+

1

8

(
yk + yk−1, yk + yk−1

)
+
β2

8

(
A
(
yk + yk−1

)
, yk + yk−1

)
−

− α

2(p+ 1)

N∑
i=1

h

(
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

(
yk+1
i − yk−1

i

)
. (4.35)

Óðàâíåíèå (4.35) å åêâèâàëåíòíî íà (4.32), íî å çàïèñàíî ñàìî â òåðìèíèòå íà

ôóíêöèÿòà y. Çà äà ïîëó÷èì (4.32) çàìåñòâàìå ykt = w
k+ 1

2

x̂ â (4.35). Îñâåí òîâà íåêà

ïîëîæèì gk := A−1ykt . Òîãàâà y
k
t = Agk = −gkx̂x̂ è(

A−1ykt , y
k
t

)
=
(
gk, Agk

)
=
(
gk,−gkx̂x̂

)
=
(
gkx̂, g

k
x̂

)
.

Ïîëó÷àâàìå −gkx̂x̂ = w
k+ 1

2

x̂ , à îòòóê −gkx̂ = wk+ 1

2 è
(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
. Ïî

òîçè íà÷èí çàìåñòâàìå
(
A−1ykt , y

k
t

)
ñ
(
wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
è äîêàçàòåëñòâîòî íà (4.32) å çà-

âúðøåíî.

Çà äà ñå äîêàæå îöåíêà (4.33) å íåîáõîäèìî äà ñå îöåíè îòãîðå ðàçëèêàòà Rk:

Rk := Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
−Hk−1

h

(
yk−1, wk−

1

2

)
(4.36)

Çà ïðîñòîòà íåêà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿ ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò, ò.å. p = 2. Òîãàâà

Rk =Hk
h,L +

α

6

(
(yk+1)3 + (yk)3, 1

)
−Hk−1

h,L −
α

6

(
(yk)3 + (yk−1)3, 1

)
=

=− α

6

N∑
i=1

h

(
yki+1

)3 − (yki−1

)3
yki+1 − yki−1

(yk+1
i − yk−1

i ) +
α

6
((yk+1)3 − (yk−1)3, 1) =

=
α

6

N∑
i=1

h(yk+1
i − yk−1

i )
(

(yi
k+1)2 + yi

k+1yi
k−1 + (yi

k−1)2 − (yki+1)2 − yki+1y
k
i−1 − (yki−1)2

)
.

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð îêîëî yki â èçðàçà

Ski :=
(
yi
k+1
)2

+ yi
k+1yi

k−1 +
(
yi
k−1
)2
−
(
yki+1

)2
− yki+1y

k
i−1 −

(
yki−1

)2

ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà

|Ski | ≤ C1

(
h2 + τ2

)
,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

|Rk| ≤ C2τ
(
h2 + τ2

)
. (4.37)

Òóê ñ Ci, i = 1, 2 ñà îçíà÷åíè êîíñòàíòè, íåçàâèñåùè îò ñòúïêèòå h è τ .

Ñëåä ñóìèðàíå íà (4.36) çà k = 1 äî K è ïðèëàãàíå íà îöåíêà (4.37) ñå ïîëó÷àâà∣∣∣HK
h

(
yK , wK+ 1

2

)
−H0

h

(
y0, w

1

2

)∣∣∣ ≤ K∑
k=1

|Rk| ≤ C2Kτ
(
h2 + τ2

)
≤
(
h2 + τ2

)
CT.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà îöåíêà (4.33) è íà Òåîðåìà 46 å çàâúðøåíî.
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4.2.5 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çà Äâîéíî
äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå

Â òîçè ðàçäåë ñà èçñëåäâàíè ÷èñëåíî ñâîéñòâàòà íà ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà

çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå. Ãðåøêàòà è ðåäúò íà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà ñà îïðå-

äåëåíè ñ ïîìîùòà íà âëîæåíè ìðåæè. Ñúùî òàêà ñà óñòàíîâåíè ãðåøêàòà è ðåäúò íà

ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ è äèñêðåòíèÿ ìîìåíò.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ Hk
h å ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëà (4.10), äèñêðåòíèÿ ìîìåíò Mk

h å

ïðåñìåòíàò ÷ðåç èçðàçà (4.9), à äèñêðåòíàòà ìàñà Ikh å èç÷èñëåíà îò (4.12).

Ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà å èçñëåäâàíà âúðõó äâå îñíîâíè çàäà÷è çà ÄÄÓ: ðàç-

ïðîñòðàíåíèå íà åäèíè÷íà âúëíà è âçàèìîäåéñòâèå íà äâå âúëíè.

Çàäà÷à 1. Ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñîëèòîííà âúëíà:

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷à (4.1)-(4.2) ñ êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò f(u) = αu2 è êîåôèöè-

åíòè α = 3, β1 = 1.5, β2 = 0.5 è c = 2.

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) = ũ(x, 0; c), v
(
x,
τ

2

)
= −cũ

(
x,
τ

2
; c
)
,

êúäåòî ñ ũ(x, t; c) å îçíà÷åíî òî÷íîòî ðåøåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëà (4.4). Ïðè òåçè

ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå òî÷íàòà åíåðãèÿ å H = 32.9392829860694, à òî÷íèÿ ìî-

ìåíò ïðèåìà ñòîéíîñò M = −18.9068530144255.

×èñëåíîòî ðåøåíèå ñå òúðñè ïðè x ∈ [−100, 100] è T = 20.

Òàáëèöà 24: Ãðåøêà ψhτ , ðåä íà ñõîäèìîñò κ è åíåðãèÿ HK
h ïðè ñõåìàòà,

çàïàçâàùà ìîìåíòà (Çàäà÷à 1) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.
h = τ Error ψhτ κ HK

h |H−HK
h | κE sec

0.2 0.03198895 32.880793458985160 0.05848953 0
0.1 0.00801111 1.9975 32.924880590908501 0.01440240 2.0219 0
0.05 0.00200544 1.9981 32.935696013284783 0.00358697 2.0054 1
0.025 0.00050162 1.9993 32.938387091284618 0.00089589 2.0014 2
0.0125 0.00012544 1.9996 32.939059033269331 0.00022395 2.0001 9
0.00625 0.00003137 1.9995 32.939226719759240 0.00005627 1.9929 56

Â Òàáëèöà 24 ñà ïðåäñòàâåíè äàííè çà ãðåøêàòà ψhτ è ðåäà íà ñõîäèìîñò κ íà ðåøå-

íèåòî, ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëè (2.34). Îò ðåçóëòàòèòå â êîëîíà Error ψhτ ñå âèæäà,

÷å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî ðåøåíèå ñ ãðåøêà O(10−5) â

ïîñëåäíèÿò ðåä íà òàáëèöàòà è ìåòîäúò å ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Ñúùî òàêà å óñòà-

íîâåíî, ÷å äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ HK
h â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå T = Kτ ñå ñõîæäà

êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ H ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).

Íà Ôèãóðà 14 å ïîêàçàíà ðàçëèêàòà Hk
h −H0

h íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ H
k
h íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî è íà÷àëíàòà äèñêðåòíà åíåðãèÿ H0
h ïðè ñòúïêè h = τ = 0.00625 è

T = 20. Ãðàôèêàòà íà ðàçëèêàòà Hk
h − H0

h ïîêàçâà, ÷å çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíàòà

åíåðãèÿ çàâèñè îò âðåìåòî T è ïîòâúðæäàâà âàëèäíîñòòà íà îöåíêà (4.33).

Â Òàáëèöà 25 ñà ïðåäñòàâåíè äàííè, ñâúðçàíè ñ äèñêðåòíàòà ìàñà IKh è äèñêðåòíèÿ

ìîìåíòMK
h íà K−òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî. Ñòîéíîñòèòå â êîëîíà κM ïîêàçâàò âòîðè ðåä

íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò MK
h íà ïîñëåäíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî êúì òî÷íèÿ

ìîìåíòM . Îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà relMass äîñòèãà ñòîéíîñòè 10−15 è 10−16,

ò.å. ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíàòà ìàñà.
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Ôèãóðà 14: Ðàçëèêà Hk
h−H0

h íà åíåðãèÿòà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî è íà÷àëíàòà
åíåðãèÿ ïðè ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çà ÄÄÓ (Çàäà÷à 1)

Òàáëèöà 25: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ìàñàòà IKh è ìîìåíòà MK
h ïðè ñõåìàòà,

çàïàçâàùà ìîìåíòà (Çàäà÷à 1) çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.
h = τ IKh relMass MK

h |M−MK
h | κM

0.2 8.12403840463597 8.7 ∗ 10−16 -18.8372364943 0.06961652
0.1 8.12403840463599 2.8 ∗ 10−16 -18.8893808695 0.01747214 1.9944
0.05 8.12403840463598 2.0 ∗ 10−15 -18.9024806987 0.00437232 1.9986
0.025 8.12403840463594 3.1 ∗ 10−15 -18.9057596670 0.00109335 1.9996
0.0125 8.12403840463592 3.5 ∗ 10−15 -18.9065796447 0.00027337 1.9998
0.00625 8.12403840463587 4.8 ∗ 10−15 -18.9067845302 0.00006848 1.9970

Çàäà÷à 2. Âçàèìîäåéñòâèå íà äâà ñîëèòîíà.

Â òîçè ïðèìåð å ðàçãëåäàíî âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè, äâèæåùè ñå â åäíà

è ñúùà ïîñîêà ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.7 è c2 = 1.1. ×èñëåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà ñå

òúðñè ïðè x ∈ [−120, 200], t ∈ [0, 80].

Íåêà êîåôèöèåíòèòå ñà α = 3, β1 = 1.5 è β2 = 0.5, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) =ũ(x+ 30, 0; c1) + ũ(x− 40, 0; c2)

v
(
x,
τ

2

)
=− c1ũ

(
x+ 30,

τ

2
; c1

)
− c2ũ

(
x− 40,

τ

2
; c2

)
.

86



Ôèãóðà 15: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.7 è
c2 = 1.1, ïîëó÷åíè ÷ðåç ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çà ÄÄÓ

Ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 2 å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 15.

Çà îïðåäåëÿíå íà ãðåøêàòà è ðåäà íà ñõîäèìîñò å èçïîëçâàíà âëîæåíà ìðåæà è

ìåòîä íà Ðóíãå.

Ïðè ñòúïêè h = 0.0125 è τ = 0.0125 ãðåøêàòà å ψKh/4 = 0.00349427, à ðåäúò íà

ñõîäèìîñò κ íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî å κ = 1.999083. Îòíîñèòåëíàòà

ãðåøêà íà ìîìåíòà å relMom = O(10−9). Oòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà åíåðãèÿòà äîñòèãà

ñúùàòà òî÷íîñò relEnergy = O(10−9), à îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà å relMass =

2.5 ∗ 10−11. Ïî-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà, â ñðàâíåíèå

ñúñ ñòîéíîñòèòå íà relMass â Òàáëèöà 27, å ñëåäñòâèå îò áëèçîñòòà íà âúëíàòà äî

ãðàíèöàòà íà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë.

Çàäà÷à 3. Âçàèìîäåéñòâèå íà äâå ñîëèòîííè âúëíè.

Â òîçè ïðèìåð îòíîâî å èçñëåäâàíî âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå âúëíè. Çà ðàçëèêà

îò Çàäà÷à 2 âúëíèòå ñå äâèæàò â ïðîòèâîïîëîæíè ïîñîêè ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.1 è

c2 = −1.3 .

Íåêà α = 3, β1 = 1.5 è β2 = 0.5, à íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà (4.1)-(4.2) ñà

u(x, 0) =ũ(x+ 30, 0; c1) + ũ(x− 40, 0; c2)

v
(
x,
τ

2

)
=− c1ũ

(
x+ 30,

τ

2
; c1

)
− c2ũ

(
x− 40,

τ

2
; c2

)
.

Ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 3 ñå òúðñè ïðè x ∈ [−160, 160] è T = 50.

Ðåçóëòàòèòå îò Òàáëèöà 26 ïîêàçâàò, ÷å ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðèáëèæàâà òî÷íîòî

ðåøåíèå ñ ãðåøêà O(10−4) ïðè ñòúïêè h = 0.0125 è τ = 0.0125. Îñâåí òîâà ìåòîäúò å

ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò.

Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿHK
h ñå ñõîæäà êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ ñ ãðåøêà ψE = O(h2+τ2).

Çàïàçâàíåòî íà íà÷àëíàòà åíåðãèÿ å ïîêàçàíî â êîëîíà relEnergy è äîñòèãà òî÷íîñò

äî 10−8.

Íà Ôèãóðà 16 å ïîêàçàíî ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 3 ïðè T = 0, T = 30 è T = 55.
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Ôèãóðà 16: Âçàèìîäåéñòâèå íà âúëíè, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñòè c1 = 1.1 è
c2 = −1.3, ïîëó÷åíè ÷ðåç íà ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà çà ÄÄÓ

Ñòîéíîñòèòå íà äèñêðåòíàòà ìàñà IKh íà K-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, K = T/τ , ñà ïîêà-

çàíè â Òàáëèöà 27. Ðåçóëòàòèòå çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà íà ìàñàòà relMass ïîòâúðæ-

äàâàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè îò Òåîðåìà 41, ÷å ñõåìàòà çàïàçâàùà ìîìåíòà, çàïàçâà

òî÷íî äèñêðåòíàòà ìàñà.

Â Òàáëèöà 27 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè çà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò MK
h . Îò ñòîéíîñòèòå
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Òàáëèöà 26: Ãðåøêà ψKh/4 íà ðåøåíèåòî, ðåä íà ñõîäèìîñò κ è åíåðãèÿ HK
h çà

ñõåìàòà, çàïàçâàùà ìîìåíòà (Çàäà÷à 3) ïðè p = 2 è T = 50.
h = τ Error ψK

h/4 κ HK
h κE relEnergy sec

0.2 1.028906426148772 7.9 ∗ 10−6 0
0.1 1.029632848430297 2.0 ∗ 10−6 1
0.05 0.00732004 1.9815 1.029811622332355 2.0227 5.0 ∗ 10−7 2
0.025 0.00184795 1.9946 1.029856132303249 2.0059 1.2 ∗ 10−7 8
0.0125 0.00046330 1.9986 1.029867245726586 2.0018 2.9 ∗ 10−8 62

Òàáëèöà 27: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ìàñàòà IKh è ìîìåíòà MK
h ïðè ñõåìàòà,

çàïàçâàùà ìîìåíòà (Çàäà÷à 3) çà p = 2 è T = 50.
h = τ IKh relMass MK

h κM relMom
0.2 3.420936232278138 1.4 ∗ 10−15 0.695126476289 3.4 ∗ 10−15

0.1 3.420936232278154 9.3 ∗ 10−15 0.695696432805 8.1 ∗ 10−13

0.05 3.420936232278125 3.2 ∗ 10−15 0.695839226804 1.9969 3.5 ∗ 10−11

0.025 3.420936232278110 2.7 ∗ 10−15 0.695874944395 1.9992 9.0 ∗ 10−11

0.0125 3.420936232278104 7.7 ∗ 10−15 0.695883873486 2.0000 2.3 ∗ 10−9

â êîëîíà κM ÿñíî ëè÷è, ÷å äèñêðåòíèÿò ìîìåíò MK
h íà ïîñëåäíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî,

ñå ñõîæäà êúì òî÷íèÿ ìîìåíò ñ ãðåøêà O(h2 + τ2). Ñúùî òàêà ðåøåíèåòî íà ñõåìàòà

çàïàçâà íà÷àëíèÿ ìîìåíò M1
h ñ ìíîãî âèñîêà òî÷íîñò äî 10−15 (âèæ êîëîíà relMom).

4.2.6 Êîíñåðâàòèâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâ-
íåíèå

Â òîçè ðàçäåë å ðàçãëåäàíà äèôåðåí÷íà ñõåìà (4.8) ñ àïðîêñèìàöèÿ f3

(
yki
)
íà

íåëèíåéíèÿ ÷ëåí, ò.å. ñõåìàòà
(Id − β1∆̂)

w
k+ 1

2

i − wk−
1

2

i

τ
= ykx̂,i − β2y

k
x̂x̂x̂,i +

α

p+ 1

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

,

yk+1
i − yki

τ
= w

k+ 1

2

x̂,i .

(4.38)

Ñëåä èçêëþ÷âàíå íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ w è ïîëàãàíå Ay = −∆̂y, ñõåìà (4.38) ñå

ïðåäñòàâÿ â ñëåäíèÿ âèä

(Id + β1A) ykt̄t +Ayk + β2A
2yk +

α

p+ 1
A

((
yk+1

)p+1 −
(
yk−1

)p+1

yk+1 − yk−1

)
= 0. (4.39)

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ôîðìóëèðàíî è äîêàçàíî âàæíî ñâîéñòâî íà ðàçãëåæäà-

íàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà (4.38).

Òåîðåìà 47 (Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà). Ðåøåíèåòî íà äè-

ôåðåí÷íàòà ñõåìà (4.38) óäîâëåòâîðÿâà çà âñÿêî k = 1, 2, ...,K ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
= H0

h

(
y0, w

1

2

)
,

êúäåòî äèñêðåòíèÿò õàìèëòîíèàí Hk
h

(
yk, wk+ 1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (4.10).
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåä ïðèëàãàíå íà îïåðàòîðúò A−1 êúì (4.39) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

óðàâíåíèå(
A−1 + β1Id

)
ykt̄t + (Id + β2A) yk +

α

p+ 1

((
yk+1

)p+1 −
(
yk−1

)p+1

yk+1 − yk−1

)
= 0.

Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å óìíîæåíî ñêàëàðíî ñ τ
ykt + ykt̄

2
=
yk+1 − yk−1

2
è ykt̄t è y

k

ñà çàìåñòåíè ñúñ ñëåäíèòå èçðàçè

ykt̄t =
ykt − ykt̄

τ
, yk =

yk+1 + yk−1

2
−
τ
(
ykt − ykt̄

)
2

.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî

Eh,L(yk) +
α

2(p+ 1)

(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
= Eh,L(yk−1), (4.40)

êúäåòî

Eh,L(yk) :=
1

2

(
A−1ykt , y

k
t

)
+

(
β1

2
− τ2

8

)(
ykt , y

k
t

)
− τ2β2

8

(
Aykt , y

k
t

)
− τ2β3

8

(
Aykt , Ay

k
t

)
+

+
1

8

(
yk+1 + yk, yk+1 + yk

)
− β2

8

(
yk+1
x̂ + ykx̂, y

k+1
x̂ + ykx̂

)
.

Íåëèíåéíèÿò ÷ëåí ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà(
(yk+1)p+1 − (yk−1)p+1, 1

)
=
(

(yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1
)
−
(

(yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1
)
.

Ñëåä çàìåñòâàíå íà ãîðíèÿ èçðàç â óðàâíåíèå 4.40 ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå

Eh,L(yk) +
α

2(p+ 1)
((yk+1)p+1 + (yk)p+1, 1) = Eh,L(yk−1) +

α

2(p+ 1)
((yk)p+1 + (yk−1)p+1, 1),

ò.å. äèñêðåòíèÿò çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà, çàïèñàí â òåðìèíèòå íà ðåøåíèåòî

y.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà A êúì A−1ykt := gk ñå ïîëó÷àâà ykt = Agk = −gkx̂x̂ è(
A−1ykt , y

k
t

)
=
(
gk, Agk

)
=
(
gk,−gkx̂x̂

)
=
(
gkx̂, g

k
x̂

)
.

Îò ykt = w
k+ 1

2

x̂ , ñëåäâà ÷å −gkx̂x̂ = w
k+ 1

2

x̂ è −gkx̂ = wk+ 1

2 . Ñëåäîâàòåëíî
(
A−1ykt , y

k
t

)
=(

wk+ 1

2 , wk+ 1

2

)
. Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 47 å çàâúðøåíî.

È òàêà ðåøåíèåòî íà ñõåìà (4.38) çàïàçâà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ (õàìèëòîíèàíà)

íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñõåìà (4.38) å íàðå÷åíà êîíñåðâàòèâíà

äèôåðåí÷íà ñõåìà.

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçñëåäâàíî çàïàçâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ ìîìåíò Mk
h îò

êîíñåðâàòèâíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà.

Òåîðåìà 48. Ðåøåíèåòî íà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà (4.38) óäîâëåòâîðÿâà íà âñåêè

ñëîé ïî âðåìåòî k = 1, 2, ...,K − 1 ñëåäíîòî äèñêðåòíî ðàâåíñòâî

Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
= −τ α

p+ 1

N∑
i=1

hykx̂,i
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

, (4.41)

êúäåòî äèñêðåòíèÿò ìîìåíò Mk
h

(
yk, wk−

1

2

)
å äåôèíèðàí ñ (4.9).

Îñâåí òîâà e â ñèëà îöåíêàòà∣∣∣MK
h

(
yK , wK−

1

2

)
−M1

h

(
y1, w

1

2

)∣∣∣ ≤ C(h2 + τ2)T,

ñ êîíñòàíòà C, íåçàâèñåùà îò h è τ .
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ Rk å îçíà÷åíà ðàçëèêàòà

Rk := Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
, (4.42)

Rk =

N∑
i=1

h
[(
yk+1
i w

k+ 1

2

i + β1y
k+1
x̂,i w

k+ 1

2

x̂,i

)
−
(
yki w

k− 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k− 1

2

x̂,i

)]
.

Ïîäîáíî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 43 ñëåä äîáàâÿíå è èçâàæäàíå íà èçðàçà∑N
i=1 h

(
yki w

k+ 1

2

i + β1y
k
x̂,iw

k+ 1

2

x̂,i

)
è ïðåðàáîòâàíå íà ÷ëåíîâåòå ñå ïîëó÷àâà

Rk = τ

N∑
i=1

hw
k+ 1

2

x̂,i w
k+ 1

2

i + τ

N∑
i=1

hβ1w
k+ 1

2

x̂x̂,i w
k+ 1

2

x̂,i + τ

N∑
i=1

hyki y
k
x̂,i − β2τ

N∑
i=1

hyki y
k
x̂x̂x̂,i +

+
α

p+ 1
τ

N∑
i=1

hyki

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

.

Âñè÷êè ÷ëåíîâå áåç ïîñëåäíèÿ ñå àíóëèðàò çàðàäè ïåðèîäè÷íèòå ãðàíè÷íè óñëî-

âèÿ. Çà äà ñå ïîëó÷è ðàâåíñòâî (4.41) íåëèíåéíèÿ ÷ëåí ñå ïðåðàáîòâà ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí

Rk =
α

p+ 1
τ

N∑
i=1

hyk

(
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
x̂

= − α

p+ 1
τ

N∑
i=1

hykx̂,i
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

.

Ñëåäîâàòåëíî

Mk+1
h (yk+1, wk+ 1

2 )−Mk
h (yk, wk−

1

2 ) = − α

p+ 1
τ

N∑
i=1

hykx̂,i
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

, (4.43)

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî íà (4.41) å çàâúðøåíî.

Çà äà ñå ïîëó÷è îöåíêà (48) êúì äÿñíàòà ÷àñò íà (4.43) ñå äîáàâÿ ÷ëåíúò

τ

N∑
i=1

hykx̂,i
α

p+ 1

(
yki+1

)p+1 −
(
yki−1

)p+1

yki+1 − yki−1

= 0

è ñå îöåíÿâà èçðàçúò

Rk = Mk+1
h

(
yk+1, wk+ 1

2

)
−Mk

h

(
yk, wk−

1

2

)
= τ

N∑
i=1

hykx̂,iS
k
i , (4.44)

êúäåòî

Ski :=
α

p+ 1

(
(yki+1)p+1 − (yki−1)p+1

yki+1 − yki−1

−
(yk+1
i )p+1 − (yk−1

i )p+1

yk+1
i − yk−1

i

)
=

=
α

p+ 1

(
(yki+1)p + (yki+1)p−1yki−1 + ...+ (yki−1)p − (yk+1

i )p − (yk+1
i )p−1yk−1

i − ...− (yk−1
i )p

)
.

×ðåç ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð îêîëî yki ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà∣∣∣Ski ∣∣∣ ≤ (h2 + τ2
) α

p+ 1
C1,i, (4.45)
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êúäåòî êîíñòàíòèòå C1,i íå çàâèñÿò îò ñòúïêèòå h è τ , a çàâèñÿò îò ñòîéíîñòèòå íà

ôóíêöèèòå y è íåéíèòå ïúðâè è âòîðè ïðîèçâîäíè. Îöåíêa (4.45) å çàìåñòåíà â (4.44)

è å ïîëó÷åíà îöåíêàòà

|Rk| ≤ τ(h2 + τ2)
α

p+ 1

N∑
i=1

h|ykx̂,i|C1,i ≤ τ(h2 + τ2)C2. (4.46)

Ñëåä ñóìèðàíå íà (4.42) çà k = 1, 2, ...,K − 1

MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 ) =

K−1∑
k=1

Rk

è ïðèëàãàíå íà (4.46) ñå ïîëó÷àâà

∣∣∣MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ K−1∑

k=1

|Rk| ≤
K−1∑
k=1

τ(h2 + τ2)C2 ≤ Kτ(h2 + τ2)C.

Îò Kτ = T ñëåäâà îêîí÷àòåëíàòà îöåíêà∣∣∣MK
h (yK , wK−

1

2 )−M1
h(y1, w

1

2 )
∣∣∣ ≤ (h2 + τ2)TC,

êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 43.

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëè-

íåéíèÿ ÷ëåí çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî yk+1 íà ñëåäâàùèÿ ñëîé ïî âðåìåòî.

Ïî òàçè ïðè÷èíà ñå íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà ïðîñò èòåðàöèîíåí ìåòîä yk+1,[s], s =

0, 1, .., êîéòî çàïî÷âà ñúñ ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íà ïðåäèøíèÿ ñëîé, ò.å. yk+1,[0] =

yk. Èòåðàöèèòå ïðîäúëæàâàò äîêàòî ðàçëèêàòà ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè

ñòàíå ïî-ìàëêà îò ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí òîëåðàíñ tol. ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè, ïðåä-

ñòàâåíè â Ãëàâà 4.2.7, ñà ïîëó÷åíè ïðè tol = 10−12.

4.2.7 ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà çà Äâîéíî äèñ-
ïåðñíîòî óðàâíåíèå

Â òîçè ðàçäåë ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè è ñà èçñëåäâàíè ÷èñëåíî ñâîéñòâàòà íà

êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà çà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå. Tî÷íîñòòà è ñõîäèìîñòòà

íà ðåøåíèåòî è íà äèñêðåòíèòå èíâàðèàíòè ñà îïðåäåëåíè ÷ðåç âëîæåíè ìðåæè.

Ñ HK
h å îçíà÷åíà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ íà K-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, îïðåäåëåíà ïî

ôîðìóëà (4.10). Äèñêðåòíèÿò ìîìåíò MK
h å èç÷èñëåí îò (4.9), à äèñêðåòíàòà ìàñà IKh

å ïðåñìåòíàòà îò (4.12).

×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè ïðè êâàäðàòè÷íà íåëèíåéíîñò, ò.å. f(u) = αu2.

Íåêà êîåôèöèåíòèòå íà çàäà÷àòà ñà α = 3, β1 = 1.5, β2 = 0.5 è c = 2, à íà÷àëíèòå

óñëîâèÿ ñà

u(x, 0) = ũ(x, 0; c), v
(
x,
τ

2

)
= −cũ

(
x,
τ

2
; c
)
.

Òóê ñ ũ(x, t; c) å îçíà÷åíî òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, çàäàäåíî ñ ôîðìóëà (4.4).

Ïðè òåçè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå òî÷íàòà åíåðãèÿ H è òî÷íèÿò ìîìåíò M

ïðèåìàò ñòîéíîñòè ñúîòâåòíî H = 32.9392829860694 è M = −18.9068530144255.

Çàäà÷àòà å ðàçãëåäàíà ïðè x ∈ [−100, 100] è T = 20.

Êîåôèöèåíòèòå, íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è èç÷èñëèòåëíèÿ èíòåðâàë ñà èçáðàíè ïî ñú-

ùèÿ íà÷èí, êàêòî ïðè Çàäà÷à 1 íà ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà è Çàäà÷à 1 íà ñõåìàòà,
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çàïàçâàùà ìîìåíòà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñà ïîëó÷åíè åäíè è ñúùè ñòîéíîñòè çà òî÷íà-

òà åíåðãèÿ è òî÷íèÿ ìîìåíò. Òîçè èçáîð ïîçâîëÿâà äà ñå íàïðàâè ñðàâíåíèå ìåæäó

êà÷åñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà òðèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè çà ÄÄÓ.

Òàáëèöà 28: Ãðåøêà ψhτ , ðåä íà ñõîäèìîñò κ è åíåðãèÿ HK
h ïðè êîíñåðâàòèâ-

íàòà ñõåìà çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.
h = τ Error ψhτ κ HK

h |H−HK
h | κE sec

0.1 0.04139573 32.924977278451394 0.01430571 2
0.05 0.01051845 1.9765 32.935702049596919 0.00358094 1.9982 5
0.025 0.00264067 1.9939 32.938387468450657 0.00089552 1.9995 15
0.0125 0.00066092 1.9983 32.939059056844364 0.00022393 1.9996 48
0.00625 0.00016529 1.9994 32.939226721237254 0.00005626 1.9927 220

Â Òàáëèöà 28 ñà ïðåäñòàâåíè äàííè çà ãðåøêàòà è ðåäà íà ñõîäèìîñò, êîèòî ñà

ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëè (2.34). Îò ðåçóëòàòèòå â êîëîíà Error ψhτ ñå âèæäà, ÷å

ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å ìíîãî áëèçêî äî òî÷íîòî ñ ãðåøêà O(10−4) ïðè ñòúïêè h =

τ = 0.00625 è ìåòîäúò å ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Óñòàíîâåíî å, ÷å äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ

HK
h â êðàéíèÿ ìîìåíò îò âðåìå T = Kτ ñå ñõîæäà êúì òî÷íàòà åíåðãèÿ ñ ãðåøêà

O(h2 + τ2).

Òàáëèöà 29: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà ìàñàòà IKh è ìîìåíòà MK
h ïðè êîíñåðâà-

òèâíàòà ñõåìà çà ÄÄÓ ñ p = 2 è T = 20.

h = τ IKh relMass MK
h |M−MK

h | κM
0.1 8.124038404635964 2.2 ∗ 10−16 -18.8900185691 0.01683445
0.05 8.124038404635966 2.2 ∗ 10−16 -18.9025215194 0.00433150 1.9585
0.025 8.124038404635938 1.7 ∗ 10−15 -18.9057622338 0.00109078 1.9895
0.0125 8.124038404635911 2.8 ∗ 10−15 -18.9065798054 0.00027321 1.9973
0.00625 8.124038404635877 3.5 ∗ 10−15 -18.9067845403 0.00006847 1.9964

Îò ðåçóëòàòèòå â Òàáëèöà 29 ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà, çà-

ïàçâà äèñêðåòíàòà ìàñà Ih ñ ìíîãî âèñîêà òî÷íîñò (âèæ êîëîíà relMass). Îñâåí òîâà

äèñêðåòíèÿò ìîìåíò MK
h êëîíè êúì òî÷íèÿ ìîìåíò M ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò.

Ñðàâíåíèå íà òðèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè çà ÄÄÓ:

Ïðè òðèòå ðàçãëåäàíè ñõåìè ñà èçáðàíè åäíè è ñúùè ïàðàìåòðè, èíòåðâàë, ñòúïêè

è íà÷àëíè óñëîâèÿ çà Çàäà÷à 1. Íåêà ñðàâíèì ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè ïðè íàé-äðåáíàòà

ìðåæà h = τ = 0.00625. Ïî îòíîøåíèå íà åíåðãèÿòà, ìàñàòà è ìîìåíòà ãðåøêèòå íà

ñõîäèìîñò è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè ñà îò åäèí è ñúù ïîðÿäúê.

Îñíîâíèòå ðàçëèêè ñà ïî îòíîøåíèå íà âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíåòî íà

÷èñëåíîòî ðåøåíèå, ãðåøêàòà è ðåäà íà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà. Èç÷èñëèòåëíîòî âðåìå

ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà å 220 ñåêóíäè, à ïðè ñèìïëåêòè÷íàòà ñõåìà è ñõåìàòà,

çàïàçâàùà ìîìåíòà å ñúîòâåòíî 53 ñåêóíäè è 56 ñåêóíäè, ò.å. ïðèáëèçèòåëíî ÷åòèðè

ïúòè ïî-ìàëêî. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà çà ðàçëèêà îò äðóãèòå äâå

ñõåìè å èçïîëçâà èòåðàöèîíåí ìåòîä. Ïðè êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ðàçëèêàòà ìåæäó

òî÷íîòî è ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å ψhτ = O(10−4), à ïðè îñòàíàëèòå äâå ñõåìè ψhτ =

O(10−5).
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4.3 Óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñ β3 → 0

Ðàçãëåäàíè ñà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå (ÄÄÓ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ ∆f(u) (4.47)

è óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä (ÓÁØÐ)

∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
− β2∆2u+ β3∆3u−∆f(u). (4.48)

Îñíîâíèòå ðàçëèêè â äâåòå óðàâíåíèÿ ñà äîïúëíèòåëíèÿ ÷ëåí β3∆3u â ÓÁØÐ è

çíàêà ïðåä íåëèíåéíîñòòà. Îòòóê åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò äàëè ðåøåíèåòî íà

óðàâíåíèåòî (4.48) ùå êëîíè êúì ðåøåíèåòî íà (4.47), êîãàòî β3 → 0. È òàêà íåêà

âñè÷êè îñòàíàëè ïàðàìåòðè ñà ôèêñèðàíè è íà β3 ñå çàäàâàò ïðîèçâîëíè, êëîíÿùè

êúì íóëà ñòîéíîñòè. Òúé êàòî íÿìà ôîðìóëà, ïî êîÿòî äà ñå ïîëó÷è ðåøåíèåòî íà

ÓÁØÐ ïðè ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, íà÷àëíèòå äàííè ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç

ìåòîä íà Ïåòâèàøâèëè.

Äèñêðåòíàòà çàäà÷à å ðàçãëåäàíà â êðàéíèÿ èíòåðâàë [−L1, L2], êúäåòî å âúâåäåíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà {xi, i = 0, ..., N} ñúñ ñòúïêà h, à τ å ñòúïêàòà ïî âðåìåòî. Ñ

yKi å îçíà÷åíî ðåøåíèåòî íà ÓÁØÐ íà ïîñëåäíèÿ ñëîé K = T/τ ïî âðåìåòî. Íåêà

ũi, i = 0, ...N ñà ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íà ÄÄÓ âúâ âúçëèòå íà ìðåæàòà {xi},
ïîëó÷åíè ïî ôîðìóëàòà (4.4) ïðè t = T.

Íåêà ñ ψh å îçíà÷åíà ðàçëèêàòà ψh = maxi|yKi − ũi|, i = 0, ..., N .

Ïðèìåð 1. Ðàçãëåäàíî å óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä ñ êóáè÷íà íåëè-

íåéíîñò p = 3 è ïàðàìåòðè β1 = 1, β2 = 1, α = 1, c = 0.9.

Íåêà x ∈ [−128, 128], T = 20 è ñòúïêèòå h = 0.05 è τ = 0.025 ñà ôèêñèðàíè.

β3 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 ... 10−15

ψh 1.0 ∗ 10−1 2.5 ∗ 10−2 3.1 ∗ 10−3 6.8 ∗ 10−4 9.6 ∗ 10−4 ... 9.9 ∗ 10−4

Ïðè ñòîéíîñòè íà β3 ïî-ìàëêè îò 10−5 ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà ψh e O(10−4).

Ïðèìåð 2. Íåêà ñåãà ñòúïêèòå ñà h = 0.025 è τ = 0.0125.

β3 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 ... 10−15

ψh 1.1 ∗ 10−1 2.4 ∗ 10−2 3.1 ∗ 10−3 3.4 ∗ 10−4 2.4 ∗ 10−4 ... 2.4 ∗ 10−4

Íà Ôèãóðà 17 å ïîêàçàíà ãðàôèêàòà íà ðàçëèêàòà ψh ìåæäó ÷èñëåíîòî ðåøåíèå

yK íà ÓÁØÐ è òî÷íîòî ðåøåíèå íà ÄÄÓ çà Ïðèìåð 2.

Ïðèìåð 3. Ïðè ñòúïêè h = 0.0125 è τ = 0.00625 , è β3 = 10−15 ãðåøêàòà å

ψh = 6.1 ∗ 10−5.

Îò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ìîæå äà ñå íàïðàâè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å êîãàòî β3 → 0

÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä êëîíè êúì òî÷íîòî

ðåøåíèå íà Äâîéíî äèñïåðñíîòî óðàâíåíèå ñ ãðåøêà O(h2 + τ2).
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Ôèãóðà 17: Ðàçëèêà ψh ìåæäó ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà ÓÁØÐ è òî÷íîòî ðåøåíèå
íà ÄÄÓ çà Ïðèìåð 2
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5 Áëàãîäàðíîñò è ïîñâåùåíèå

Ñúðäå÷íî áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë

ïðîô. ä-ð Íàòàëèÿ Êîëüêîâñêà çà âðåìåòî,

êîåòî ìè îòäåëè, êàòî ïðåâúðíà âñÿêà ñïîäåëåíà

ìèíóòà â ïîâîä äà ðàçøèðÿ è îáîãàòÿ ïîçíàíèÿòà ñè!
Áåçêðàéíî ñúì �è áëàãîäàðíà çà òúðïåíèåòî,

ïðåöèçíîñòòà, ïîäêðåïàòà è ðàçáèðàíåòî, êîèòî ñà
èçêëþ÷èòåëåí äàð â íàøèÿ çàáúðçàí æèâîò!

Èçêàçâàì áëàãîäàðíîñò êúì Íàöèîíàëíà ïðîãðàìà ½Ìëàäè ó÷åíè è ïîñòäîêòîðàíòè�

2018-2020 êúì ÌÎÍ. Ñëåä êàòî êàíäèäàòóðàòà ìè ïî ïðîãðàìàòà áåøå îäîáðåíà, áÿõ

íàçíà÷åíà íà äëúæíîñò èçñëåäîâàòåë â ÈÌÈ. Òîâà ìè äàäå âúçìîæíîñò äà ïðîäúëæà

íàó÷íèòå ñè ïðîó÷âàíèÿ è äà çàâúðøà äèñåðòàöèîííèÿ ñè òðóä.

Ïîñâåùàâàì äèñåðòàöèÿòà íà ìîåòî ñåìåéñòâî!
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6 Îñíîâíè íàó÷íè ïðèíîñè

Oñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà:

1. Ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íà ñõåìà ÔÄÑ çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè

ðåä (ÓÁØÐ) ñ äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò τ = O(h). Òàçè ñõåìà èìà

âòîðè ðåä íà òî÷íîñò è çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ.

2. Äîêàçàíà å ñõîäèìîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà ÔÄÑ êúì òî÷íîòî ðåøå-

íèå íà íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à â äèñêðåòíèW 2
2,h è Ch íîðìè ñ òî÷íîñò O(h2+τ2).

3. Çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä å êîíñòðóèðàíà è èçñëåäâàíà äèôå-

ðåí÷íà ñõåìà, ÷èåòî ðåøåíèå çàïàçâà ñèìïëåêòè÷íàòà ñòðóêòóðà íà äèñêðåòíî

íèâî è äèñêðåòíàòà ìàñà. Ïðè òàçè ñõåìà íà÷àëíàòà åíåðãèÿ ñå çàïàçâà ñ ãðåøêà

O(τ2).

4. Êîíñòðóèðàíè ñà äâå äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò ÷åòâúð-

òè ðåä. Ñõåìèòå ñà ñ âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, à óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò

å τ = O(h). Åäíàòà ñõåìà çàïàçâà òî÷íî ñèìïëåêòè÷íàòà ñòðóêòóðà íà äèñê-

ðåòíîòî ðåøåíèå è äèñêðåòíàòà ìàñà, è ïðèáëèæåíî ñ ãëîáàëíà ãðåøêà O(h2)

äèñêðåòíèÿ ìîìåíò. Âòîðàòà ñõåìà çàïàçâà òî÷íî äèñêðåòíèÿ ìîìåíò è äèñê-

ðåòíàòà ìàñà, è ïðèáëèæåíî ñ ãðåøêà O(h2 + τ2) íà÷àëíàòà äèñêðåòíà åíåðãèÿ.

5. Âñè÷êè òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè ñà ïîòâúðäåíè ïðè ïðîâåæäàíåòî íà ðåäèöà ÷èñ-

ëåíè åêñïåðèìåíòè. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå íà êà÷åñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà

ðàçãëåæäàíèòå ñõåìè.

7 Äåêëàðàöèÿ

Äåêëàðèðàì, ÷å ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ íà òåìà "Òåîðåòè÷åí è ÷èñëåí àíàëèç

íà äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê" å ìîé òðóä. Â íåéíîòî ðàçðàáîòâàíå

íå ñà ïîëçâàíè ðàçðàáîòêè è ÷óæäè ïóáëèêàöèè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå èì ïðàâà.

Âñè÷êè öèòèðàíèÿ íà èçòî÷íèöè íà èíôîðìàöèÿ, òåêñò è äðóãè ñà îáîçíà÷åíè

ñïîðåä ñòàíäàðòèòå.

Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïóáëèêóâàíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ñà îðèãèíàëíè è íå ñà

âçàèìñòâàíè îò èçòî÷íèöè, â êîèòî íÿìàì ó÷àñòèå.

Ïîäïèñ: ..................

97



Ëèòåðàòóðà

[1] Aydin, A., Karas�ozen, B.: Symplectic and multisymplectic Lobato methods for the

'good' Boussinesq Equation, Journal of Mathematical Physics, (2008).

[2] Bratsos, A.: A second order numerical scheme for the solution of the one-dimentional

Boussinesq equation, Springer Science, (2007).

[3] Brugnano, L., Gurioli, G., Zhang, C: Spectrally accurate energy-preserving methods

for the numerical solution of the "good" Boussinesq equation, Numer. Methods Partial

Di�er. Equ., 35 (2019),1343-1362.

[4] Casasso, A., Pastrone, F., Samsonov, A.: Travelling waves in microstructure as exact

solutions to the 6th order nonlinear equation, Acoustical Physics 56 (2010), 871-876.

[5] Chen, M., Kong, L., Hong, Y.: E�cient structure-preserving scheme for 'good'

Boussinesq equation, Math. Methods Appl. Sci, 41 (2018), 1743-1752.

[6] Cheng, K., Feng, W., Gottlieb, S., Wang, C.: A Fourier pseudospectral method for the

'Good' Boussinesq Equation with second order temporal accuracy, Numerical Methods

for PDE 31 (2014), 20-224.

[7] Chertock, A., Christov, C., Kurganov, A.: Central-upwind schemes for the Boussinesq

paradigm equation. Computational Science and High Performance Computing IV,

NNFM, 113 (2011), 267�281.

[8] Christou, M.: Christov-Galerkin expansion for localized solutions in model equations

with higher order dispersion, AIP CP 946 (2007), 91-98.

[9] Christou, M., Christov, C.: Fourier-Galerkin method for 2D solitons of Boussinesq

equation, Mathematics and Computers in Simulation 74 (2007), 82-92.

[10] Christou, M., Christov, C.: Fourier-Galerkin method for localized solutions of

the sixth-order generalized Boussinesq equation, Proceedings of the International

Conference on Dynamical Systems and Di�erential Equations, May 18-22 2000, Atlanta,

121�130.

[11] Christou, M., Papanicolaou, N.: Kawahara solitons in Boussinesq equations using a

robust Christov-Galerkin spectral method, Applied Mathematics and Computation 243

(2014), 245-257.

[12] Christov, C.: An energy-consistent dispersive shallow-water model, Wave motion 34

(2001), 161-174.

[13] Christov, C.: Conservative di�erence scheme for Boussinesq model of surface water,

Proc.ICFD 5 (1996), Oxford University Press, 343-349.

[14] Christov, C., Kolkovska, N., Vasileva D.: On the Numerical Simulation of Unsteady

Solutions for the 2D Boussinesq Paradigm Equation, LNCS 6046 (2011), 386-394.

[15] Christov, C., Velarde, M.: Inelastic iteration for Boussinesq solutions, Intern. J

Bifurcation Chaos 4 (1994), 1095-1112.

[16] Christov, C., Maugin, G., Velarde, M.:Well-posed Boussinesq paradigm equation with

purely spatial higher-order derivatives, Physics Review E 54 (1996), 3621-3637.

98



[17] Daripa, P., Dash, R.: Weakly non-local solitary wave solutions of a singularly

perturbed Boussinesq equation, Mathematics and Computers in Simulations 55 (2001),

393-405.

[18] Day, B., Khare, A., Kumar, C.: Stationary solutions of the �fth order KdV-type

equations and their stabilization, Physics Letters A, 223 (1996), 449-452.

[19] Dimova, M., Vasileva, D.: Comparison of two Numerical Approaches to Boussinesq

Paradigm Equation, LNCS 8236 (2013), 255-262.

[20] Eshahani, A., Levandovsky, S.: Stability of solitary waves for the generalized higher-

order Boussinesq equation, Y of Dinamics and Di�erential Equations, 24 (2012) 391-425.

[21] Esfahani, A., Farah, L.: Local well-posedness for the sixth-order Boussinesq equation,

J. Math. Anal. Appl., 385 (2012), 230-242.

[22] Feng, B., Kawahara, T., Mitsui,T., Chan,Y.: Solitary wave propagation and

interactions for a sixth-order generalized Boussinesq equation, International Journal

of Mathematics and Mathematical Sciences 9 (2005), 1435-1448.

[23] De Frutos, J., Ortega, T., Sanz-Serna, J.: Pseudospectral method for the "good�

Boussinesq equation, Mathematics of computation 57 (1991), 109-122.

[24] Hairer, E., Lubich, C., Wanner, G.: Geometric numerical integration, Springer,(2004).

[25] Hairer, E., Lubich, C., Wanner, G.: Geometric numerical integration by St�ormer-Verlet

method, Acta Numerica, (2003), 399-450.

[26] Huang, L., Zeng, W., Qin, M.: A new multisymplectic scheme for nonlinear 'good'

Bousinesq Equation, Journal of Computational Mathematics 21 (2003), No 6, 703-714.

[27] Kolkovska, N.: Two families of �nite di�erence schemes for a multidimentional

Boussinesq equation, AIP CP 1301 (2010), 395-403.

[28] Kolkovska, N.: Convergence of �nite di�erence schemes for a multidimentional

Boussinesq equation, LNCS 6046 (2011), 469-476.

[29] Kolkovska, N.: Four level conservative �nite di�erence schemes for Boussinesq

paradigm equation, AIP CP 1561 (2013), 68-74 .

[30] Kolkovska, N., Angelow, K.: A Multicomponent Alternating Direction Method for

Numerical Solving of Boussinesq Paradigm Equation, Lecture Notes in Computer

Science, LNCS , 8236 (2013), 371�378

[31] Kolkovska, N., Dimova, M.: A New Conservative Finite Di�erent Scheme for

Boussinesq Paradigm Equation, Cent. Eur. J. Math. 10 (3) (2012), 1159-1171.

[32] Kolkovska, N., Vucheva, V.: Numerical investigation of sixth order Boussinesq

equation, AIP CP 1895 (2017), 110003.

[33] Kolkovska, N., Vucheva, V.: Energy preserving �nite di�erence scheme for sixth order

Boussinesq equation, Procedia Engineering, (2017).

[34] Kolkovska, N., Vucheva, V.: Invariant preserving schemes for double dispersion

equation, Advances in Di�erence Equations, https://doi.org/10.1186/s13662-019-2152-y

99



[35] Mehdi, Dehghan, Rezvan, Salehi , A meshless based numerical technique for traveling

solitary wave solution of Boussinesq equation, Appl. Math. Model 36 (2012), 1939-1956.

[36] Ortega, T., Sanz-Serna, J.M.:Nonlinear stability and convergence of �nite-di�erence

methods for the "good" Boussinesq equation, Numer. Math. 58 (1990), 215-229.

[37] Pani, A., Saranga, H.: Finite element Galerkin method for the �good"Boussinesq

equation, Nonlinear Analysis. Theory, Methods & Applications 29 (1997), 937-956.

[38] Pelinovski, D., Stepanyants, Y.: Convergence of Petviashvili's iteration method for

numerical approximation of stationary solutions of nonlinear wave equations, SIAM J.

Numer. Analysis 42 (3) (2004), 1110-1127.

[39] Petviashvili, V.: Equation of an extraordinary soliton, Plasma Physics 2 (1976), 469-

472.

[40] Samarsky, A.: The theory of di�erence schemes, Marcel Dekker Inc., New York, 2001.

[41] Ñàìàðñêèé À.À., Àíäðååâ Â.Á., Ðàçíîñòíûå ìåòîäû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé, Íàóêà, 1976.

[42] Sanz-Serna, J., Calvo. M.: Numerical Hamiltonian Problems

[43] Song, L.: Poisson integrators for Lie-Poisson structures on R3, J. Phys. A: Math.

Theor. 44 (2011), 155204 (14pp)

[44] Todorov, M.: Nonlinear Waves. Theory, Computer Simulation, Experiment, (IOP

Concise Physics, Morgan& Claypool Publishers), San Rafael, USA, 2018.

[45] Vucheva, V., Kolkovska, N.: Convergence analysis of �nite di�erence scheme for sixth

order Boussinesq equation, AIP Conference Proceedings, American Institute of Physics

, SJR= https://doi.org/10.1063/1.5044103;

[46] Vucheva, V., Kolkovska, N.: A symplectic numerical method for the sixth order

Boussinesq equation, accepted for publication.

[47] Xu Runzhang, Liu Yacheng: Global existence and nonexistence of solution for Cauchy

problem of multi-dimensional double dispersion equation, Journal of Mathematical

Analysis and Applications 359 (2009), 739-751.

[48] Yan, J., Zhang, Z.: New energy-preserving schemes using Hamiltonian boundary value

and Fourier pseudospectral methods for the numerical solution of the 'good' Boussinesq

equation, Comput. Phys. Commun 201 (2016), 33-43.

[49] Zhang, C., Huang, J., Wang, C., Yue, X.: On the operator splitting and integral

equation preconditioned deferred correction methods for the "good"Boussinesq equation,

J.Sci.Comput. 75 (2018), 687-712.

100


	
	 
	          
	       
	 
	         (  )

	
	   
	 

	        
	  
	    =0       
	       =0

	         
	       =0

	    y     ,   
	    ,   

	         
	           


	     
	  
	      
	     
	      
	        
	 ,      
	   ,      
	      
	        

	       30

	  
	  
	

