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Oсновни характеристики на дисертацията

1.1 Aктуалност на темата

В дисертационния труд „Изследване динамичното поведение на клетъчно нелинейни

мрежи, описващи уравнения на математическата физика“ се изследва динамичното поведение

на клетъчно нелинейни мрежи, като се използва метода на хармоничния баланс. КНМ

са въведени от Леон Чуа и лин Янг (Chua, Yang, Cellular Neural Network: Theory and

Applications,1988). Всяка тяхна клетка е нелинейна динамична система и е свързана с най-

близките си съседи чрез линейни връзки. Клетъчните нелинейни мрежи имат приложение в

много области от разпознаване на образи до контрол на роботи. Те са организирани в една,

две и три размерни топологии. Клетъчните невронни мрежи имат практическо приложение

в много области като роботика, теория на динамичните системи, неврология, биология ,

обработка на изображения и др.

Актуалността на настоящото изследване се определя от уникалните възможности за

фундаментални и приложни изследвания, които дават нелинейните клетъчни мрежи. При

изучаване на устойчивостта на клетъчни невронни мрежи е важно предсказването на

гранични цикли.

Съществуването на гранични цикли позволява сравнение между динамичното поведение

на CNN Chua-Yang моделите и моделите "full-range"( виж Gilli, M. (1994) Stability of

Cellular Neural Networks and Delayed Cellular Neural Networks with Nonpositive Templates and

Nonmonotonic Output Functions, IEEE Trans. Circuits Syst. I, vol. 41, no. 8, pp.518-528), където

е доказано, че тези модели не са топологично еднакви чрез съществуването на периодични

решения.

Във фокуса на съвременните теоретични и експериментални изследвания стои Ефектът

на Джозефсон. Този ефект е квантово явление с широко приложение в нанотехнологиите.

За целта в литературата са публикувани изследвания за джозежсонови контакти тип

свръхпроводник - феромагнит-свръхпроводник в който е на лице връзка между магнитните

моменти и джозефсоновия ток. Джозефсоновият контакт представлява сандвич от три

слоя от които вътрешния е диелектрик, външните са свръхпроводници. При определени

условия през този слой може да се наблюдава тунелен ефект на проникване на електрони.

Математическият модел на това явление се описва с уравнението на син-Гордън, което

принадлежи към т.н. група солитоно-поддържащи уравнения (soliton supporting dynamical

systems). Специално за това уравнение солитонните решения е прието да се наричат флуксони.

Особено важно при изучаването на клетъчни невронни мрежи е изучаването на решенията
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от вида “бягащи вълни” за автономни КНМ.

Развитието на наноелектрониката е свързано с разработката на все по – бързодействащи

устройства за запис и съхраняване на информацията с възможен презапис и ниска енергоза-

висимост. При създаване на невронни мрежи от ново поколение се ползват мемристори –

двуполюсни устройства, съпротивлението на които се променя от протичащия през него

заряд. Съществуването им е предсказано още от Чуа в далечната 1971 година, но за пръв

път ефектът мемристивност е демонстриран през 2008 година за системи от вида метал-

диелектрик – метал когато е открит подходящ материал за изработката им. Използването

на мемристори като синапси позволява да се повиши изчислителната ефективност на нев-

ронните системи като се повишава плътността на логическите елементи и свързаността на

невроните. Индустрията за обработка на изображения използва нано КНМ, като компю-

търните експерименти показват, че включватето на променливи мемристори като синапси

позволяват повече степени на свобода на мрежата.

Такива нано КНМ са представени от [4] и [71].

Както е показано в [8] и [6] тaкива клетъчни невронни мрежи работят в режим "граница

на хаоса".

1.2 Полезност и приложимост на получените резултати

в дисертацията

Уравненията на математическата физика са теоретичния апарат, чрез който се изучават

механиката, теорията на колебанията, оптиката , електродинамиката, нелинейните въл-

нови процеси, теорията на потенциала, теорията за устойчивостта, преноса на частиците,

физика на плазмата, квантовата механика, квантовата теория на полето, гравитацията, в

наноелектрониката и свръхпроводящите нанотехнологии.

1.3 Апробация на дисертацията

По темата на дисертационния труд са направени следните публикации:

1. CNN Modeling of a Class of Integro-Differential Equations, Pliska Studia Mathematica

Bulgarica, Vol. 30, No 1, (2019), 171p-184p,2019, Angela Slavova, Zoya Zafirova, Pietro

Zecca http://hdl.handle.net/10525/3621

2. Dynamic behavior of integro-differential CNN model , AIP Conference Proceedings, doi =

10.1063/1.5082117, 2018, Angela Slavova, Zoya Zafirova

3. Edge of Chaos in Nanoscale Memristor CNN, IEEE International Simpozium on Circuits

and Systems (ISCAS), may 2019 doi = 10.1109/ISCAS.2019.8702436, 2019, Angela Slavova,

Zoya Zafirova, Ronald Tetzlaff.

4. Dynamics of viscoelastic Burgers’ cellular neural networks model , AIP Conference Proceedings,

Vol. 2159, doi = 10.1063/1.5127496, 2019, Angela Slavova, Zoya Zafirova
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5. Harmonic balance technique for studying CNNmodel of differential equations, AIP Conference

Proceedings, 2019, doi = 10.1063/1.5133502,Angela Slavova, Zoya Zafirova

6. Modeling and Simulation of Interaction of Fluxons via CNN , Print ISBN: 978-3-8007-4756-6,

https://ieeexplore.ieee.org/document/8576708 https://ieeexplore.ieee.org/xpl/

/mostRecentIssue.jsp?punumber=8576698, Angela Slavova, Zoya Zafirova

Получените резултати са докладвани на следните форуми:

1. Cеминара по диференциални уравнения в ИМИ, БАН през 2018 г

2. Fifth International Conference New Trends in the Applications of Differential Equations in

Sciences 18-21 June, 2018

3. 44 th international conference on application of mathematics in engineering and economics(AMEE’18)

4. International Simpozium on Circuits and Systems (ISCAS), may 2019

5. 45 th international conference on application of mathematics in engineering and economics(AMEE’19)

6. Fifth International Conference New Trends in the Applications of Differential Equations in

Sciences Jujy, 2019

7. Sixth International Conference New Trends in the Applications of Differential Equations in

Sciences Jujy, 2019

8. Втори интердисциплинарен докторантски форум, Боровец, 2019

9. Семинар по Приложения на диференциалните уравнения в науките към Съюза на

Учените в България 2021

8



Съдържание на дисертацията

2.1 Съдържание на Глава 1:

2.1.1 Нелинейни Клетъчни Невронни Мрежи

Клетъчните невронни мрежи са въведени от Леон Чуа и Лин Янг.

Клетъчна невронна мрежа е математически модел на система за обработка на информа-

ция, организирана по подобие на анатомичното устройство на човешкия мозък. Математи-

ческият модел на биологичната невронна мрежа е изграден от множество взаимносвързани

прости изчислителни елементи (неврони). Всеки неврон приема "сигнали"от предхождащите

го в мрежата други неврони под формата на числа, извършва някакви аритметични действия,

определени от неговата функция на активация (степен на възбуда) и резултатът се предава

по изходящите връзки (синапси) към следващите неврони. Всяка връзка има тегло, което

умножавайки се със сигнала определя неговата значимост (сила). Теглата на връзките са

аналогични на силата на синаптичните импулси, предавани между биологичните неврони.

Отрицателна стойност на теглото съответства на подтискащ импулс, а положителна – на

възбуждащ. С други думи невронната мрежа е набор от математически модели, съставени

от прости елементи по определени правила.

Фигура 2.1. [16]Схема на нелинейна клетъчна невронна мрежа и нейните елементи:

Клетките се дефинират в нормално двумерно пространство като мрежа. Те обаче не

се ограничават до двуизмерни пространства, могат да бъдат определени в произволен

брой размери и могат да имат квадратни, триъгълни, шестоъгълни или всякакви други

пространствено непроменящи се подреждания. Топологично, клетките могат да бъдат

разположени на безкрайна равнина или на тороидално пространство. Клетъчната връзка

е локална. Това означава, че всички връзки между клетките са в определен радиус (с
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топлологично измерено разстояние). Връзките също могат да бъдат забавени с времето, за

да се позволи обработка във времевата област.

Архитектурата на клетъчните невронна мрежи е различна /виж.2.2/

Фигура 2.2. [1]Tопология на клетъчна невронна мрежа: a) Линейна топология б) Двуразмерна
топология в) Tриразмерна топология

Всеки модел има архитектура ( принцип на построяване), структура и параметри.

Невронните мрежи се състоят от един, два или повече отделни слоя, които могат да

бъдат организирани в различна топология. Всяка изкуствена невронна мрежа се състои от

клетки, наречени изкуствени неврони.

Математически невронна мрежа е всеки изчислителен модел със следните елементи:

състояние, функция за активиране, праг и топологията, определяща нейните невронни

връзки. Стойността на състоянието се определя от линейна комбинация от стойностите на

състоянията на съседните неврони. Коефициентите на тази линейна комбинация се наричат

тегла и определят влиянието на един неврон върху действието на друг. Влиянието на един

неврон върху друг може да бъде непрекъснато, дискретно, ограничено и неограничено.

Характеристиките на невронната мрежа са: локалните връзки, уравнението, описващо

динамиката на всяка клетка и изходната нелинейна функция на всяка клетка.

Приемаме следните означения:

Ixy(i, j; k, l) =A(i, j; k, l)ykl;

Ixu(i, j; k, l) =B(i, j; k, l)ukl;

Ixx(i, j; k, l) = C(i, j; k, l)xkl;

Nr(i, j) e локална околност с радиус r, дефинирана по следния начин:

Nr(i, j) = {C(i, j)|max{|k − i|, |l − j|} 6= r, 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤ N}.

Koефициентите за връзка A(i, j; k, l) се наричат темплет за обратна връзка, а коефици-

ентите B(i, j; k, l) се наричат контролен темплет.

В [73] са дадени следните определения за КНМ:

Определение 1 1. 2-, 3-, или n- мерен масив от идентични клетки
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2. които имат следните две характеристики:

3. Всички връзки са локални с радиус r

4. Всички променливи на състоянието са променливи сигнали.

Определение 2 Една M ×M Клетъчна невронна мрежа се дефинира математически

чрез четири спецификации:

1. Клетъчна динамика

2. Синаптичен закон, определящ взаимодействието между две клетки:

3. Гранични условия

4. Начални условия

2.1.1.1 Основни типове уравнения, описващи клетъчни невронни мрежи

Динамичното поведение на клетъчно невронните процесори може да бъде изразено

математически като серия от обикновени диференциални уравнения, където всяко уравнение

представлява състоянието на отделна единица за обработка. Динамиката на една М×M

двуразмерна клетъчна невронна мрежа е описана в [2][53][30][73] със следната система

уравнения:

Уравнения на състоянието

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ẋi,j(t) = −xi,j +

∑
C(k,l)∈Nr(i,J)

Ãij,kl(yk,l(t), yi,j(t)) +
∑

C(k,l)∈Nr(i,J)

B̃ij,kl(uk,l(t), ui,j(t)) + Iij

yij = f(xij) = 1
2 (|xij + 1| − |xij1|)

1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M
(2.1)

където xi,j e настоящето състояние, yi,j e настоящия изход, uij e входната променлива;

C(k, l) ∈ Nr(i, j) означава, че клетката C(k, l) е съседна клетка на клетката C(i, j) в окол-

ност с радиус r.Ã и B̃ са нелинейни инвариантни клонинг темплети, в които са описани

специфичните взаимодействия между всички клетки и техните съседни. В случаите, когато

темплетите са пространствено инвариантни, всяка клетка се описва с прост клонинг темплет.

Например матриците Ã и B̃, които се използват при клетъчни невронни мрежи с радиус на

взаимодействие r=1 се описват със следните клонинг темплети:

Ã =


Ã(ij, i− 1, j − 1) Ã(ij, i− 1, j) Ã(ij, i− 1, j + 1)

Ã(ij, i, j − 1) Ã(ij, i, j) Ã(ij, i, j + 1)

Ã(ij, i+ 1, j − 1) Ã(ij, i+ 1, j) Ã(ij, i+ 1, j + 1)

 (2.2)

B̃ =


B̃(ij, i− 1, j − 1) B̃(ij, i− 1, j) B̃(ij, i− 1, j + 1)

B̃(ij, i, j − 1) B̃(ij, i, j) B̃(ij, i, j + 1)

B̃(ij, i+ 1, j − 1) B̃(ij, i+ 1, j) B̃(ij, i+ 1, j + 1)

 (2.3)
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За да може да се запише удобно уравнението на състоянието на една клетъчна невронна

мрежа с линейна топология и клонинг темплет А се дефинира конволюционен оператoр по

следния начин:

Определение 3 ∀ клонинг темплет А,

A ∗ zij =
∑

C(k,l)∈Nr(i,j)

A(k − i, l − j)zkl (2.4)

Toгава уравнението на състоянието се описва по следния начин:

ẋij = −xij +A ∗ yij +B ∗ uij + Iij (2.5)

За да се осигури устoйчивост на нелинейна клетъчна невронна мрежа в [13] темплетите

Ã и B̃ са изведени в по - обобщена форма:

Ã =


0 c1yklyij 0

c2e
ykl−1 2 c2e

ykl−1

0 c1yklyij 0

 (2.6)

B̃ =


0 0 0

c3(ukl − uij) 1 c3(ukl − uij)
0 0 0

 (2.7)

Темплетите Ã и B̃ в [30] са наречени оператор за обратна връзка и контролен оператор.

И така, като ползваме определение 2, можем обобщено да запишем, че клетъчната

динамика на КНМ се задава с уравнението:

ẋij = −g(xij , uij , I
s
ij), (2.8)

a синаптичния закон изразява в повечето случаи пространственото взаимодействие със

съседната клетка C(i+ k, j + l)

Isij = Aij,klxi+k,j+l + Ãij,kl ∗ fkl(xij , xi+k,j+l) + B̃ij,kl ∗ ui+k,j+l(t) (2.9)

/виж [73] стр 14-15/

Изходни уравнения Обобщено: изходното уравнение (синаптичния закон ) се задава с

уравнението:

yij = f(xij(t)). (2.10)

Някои от най- често използваните функции в изходната динамика на клетъчна невронна

мрежа са:

1. Частично- линейна функция с изходни стойности ∈ [-1,1]:

fij =
1

2
(|xij + 1| − |xij − 1|) (2.11)
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Фигура 2.3. Графика на частично линейна функция с изходни стойности ∈ [−1, 1]:

2. Частично- линейна функция с изходни стойности ∈ [0,1]:

fij =


0, когато xij ≤ 0

xij когато 0 ≤ xij ≤ 1

1 когато xij ≥ 1

(2.12)

Фигура 2.4. Графика на частично линейна функция с изходни стойности ∈ [0, 1]:

3. Нелинейна функция [5]

fij =
2V

π
tan−1(

π

2V
xij) (2.13)

Фигура 2.5. Графика на нелинейна изходна функция:

4. В [13] [12] e разгледана по- обща изходна функция с нейна собствена динамика

ẏij = −yij + f(xij) (2.14)
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В първа глава са дефинирани

Области на динамично поведение на клетъчни невронни мрежи, зададени с

уравнението

Фигура 2.6. Oбласти на равновесие: SR - област на устoйчивост; NR - област на неустойчивост;
PSR - област на частична устойчивост

∂x

∂t
= −x(t) +A(g(x)) +Bu+ I (2.15)

2.1.1.2 Изследване на динамично поведение на НКНМ чрез метода на Ляпунов

В първа глава е представен и един от ефективните методи за изследване на устойчивостта

на клетъчна невронна мрежа - методът на Ляпунов.

За да се изследва КНМ е необходимо да се изследва поведението на една клетка и след

това с глобален асимптотичен анализ да се направи анализ на устойчивостта на равновесните

точки на системата.

2.1.1.3 Метод на хармоничния баланс

В глава първа е представен и метода на хармоничния баланс.

Този метод е предназначен за изследване на периодични процеси в нелинейни системи и

може да се използва когато нелинейната система, описана с ẋ = f(x, t) може да се представи

чрез схемата на Луре.

В дисертацията е доказана следната теорема:

Теорема 1 Всяка нелинейна динамична система, която е описана със системата уравне-

ния ẋ = f(x, t) може да се представи в схемата на Лур.

Описана е тeхника на изчисляване на коефициентите на хармоничния баланс и е изведено

уравнението му.

qWl(t)(jω) = −1 (2.16)
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2.1.1.4 Приложение на МХБ за изследване на динамиката на НКНМ

Математическия модел на една линейна клетъчна невронна мрежа се задава с

ẋi(t) = −xi(t) + syi−1(t) + pyi(t) + syi+1(t)

yi = f(xi(t)),

1 ≤ i ≤ N,

(2.17)

където f(.) е частично линейна функция и е изпълнено условието s ≥ p−1
2

В термините на диференциалните оператори разглежданото уравнение се изразява чрез

q(D)y(t) + p(D)n[y(t)] = 0 където D е диференциален оператор. Функцията

L(s) =
p(s)

q(s)
, (2.18)

където s е комлексна променлива, p(s), q(s) са полиномни оператори се нарича трансферна

функция [35, 36]. Използвания метод се основава на описания в [73] начин на изучаване на

първия хармоник, получен на изхода на системата и имащ вида:

y0 = A+B cos(ωt) B,ω > 0. (2.19)

Целта е да се намери периодично решение във вида:

xi = ξ(Ω0j + ω0t) (2.20)

където ξ : R→R и 0 ≤ Ω0 ≤ 2π, ω0 = 2π
T0
. След като приложим непрекъсната във времето

дискретна трансформация на Фурие по формулата :

X̃Ω(ω) = X̃k(ω) =
∑n
j=1

∫∞
−∞ xj(t)e

−j 2kπ
N +ωtdt (2.21)

получаваме трансферната функция на системата

H(ω0,Ω0) =
X(ω0,Ω0)

Y (ω0,Ω0)
=
se−jΩ0 + p+ sejΩ0

1 + jω0
(2.22)

Която преобразуваме във вида:

H(ω0,Ω0) =
p+ 2ssinΩ0

1 + ω2
0

+ j
2ssinΩ0 − pω0

1 + ω2
0

(2.23)

Отбелязваме факта, че трансферната функция е реална функция,

Re[H(ω0,Ω0)] = p+2ssinΩ0

1+ω2
0

=
Xm0

Ym0

Im[H(ω0,Ω0)] = 2ssinΩ0−pω0

1+ω2
0

= 0
(2.24)
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Предполагаме, че променливата на състоянието и изходната променлива имат формата:

xj(t) = Xm0
sin(ω0t+ jΩ0)

yi(t) = Ym0
sin(ω0t+ jΩ0),

(2.25)

където амплитудатаXmo , времевата честота ω0 и пространствената честота Ω0 са неизвестни

и трябва да се определят. Апроксимираме периодичния изход yi(t) = f(xi(t)) чрез основната

компонента на неговия ред на Фурие. Ym0 чрез формулата:

Ym0
= 1

π

∫ π
−π f(Xm0

sin(ψ))sin(ψ)dψ (2.26)

от (2.24)получаваме неизвестните:

ω0 = 2s
p sinΩ0

Xm = 2p
π [Xmarcsin

1
Xm

+
√

1− 1
X2
m

]
(2.27)

Системата (2.17) с s > p−1
2 , има не по-малко от n−1

2 различни ненулеви нетривиални

решения, чиято пространствена честота е Ω0 = 2πk
N ; 1 ≤ N ≤ n−1

2 .

В дисертацията подробно е описано поведението на двуклетъчна невронна мрежа в

различните части от пространството, като е използван метода на Ляпунов.

2.2 Съдържание на Глава 2:

2.2.1 Изследване на динамиката на НКНМ на реакция-дифузия

В глава втора са разгледани уравнения на реакция дифузия. Подробно е разгледано

уравнението на топлопроводността и е показано как то може да се изследва чрез клетъчни

невронни мрежи. Описани са начините за апроксимиране на лапласовия оператор в дискретно

пространство чрез синаптичен закон и подходящ А темплейт.

Например темплетите могат да бъдат:

A1 = (1 − 2 1) темплет при едномерна дискретизация

A2 =


0 1 0

1 −4 0

0 1 0

 темплет при двумерна дискретизация

Разгледана е клетъчна невронна мрежа чието уравнение на състоянието е

u̇i(t) = −cu+Af(ui) + Ii

и има пространствено инвариантен темплет А=[r p s], няма В темплейт и независимия

и член I=0. Toгава уравнението, което описва клетката ci се задава чрез:

u̇i = −ui + rf(ui−1) + pf(ui) + sf(ui−1) = −ui + [p q s] ∗ f(ui) (2.28)
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където f(ui) е частично линейна функция

f(ui) =
1

2
(|ui + 1|+ |ui − 1|)

∗ означава дискретна пространствена конволюция. Когато |ui| ≤ 1, клетката ci се нарича

линейна клетка, а когато |ui| ≥ 1 клетката ще се нарича клетка с насищане. Пространствено

инвариантния темплет = [r p s] може да се декомпозира по следния начин:

[r p s] = (p+ r + s)[0 1 0] +
(s+ r)

2
[1 − 2 1] +

(s− r)
2

[−1

2
0

1

2
]

Teмплета [1 -2 1] съответства на дискретизираната втора частна производна, а темп-

лета [− 1
2 0 1

2 ] съответства на дискретизираната първа частна производна.

Тогава 2.28 може да се заише във вида:

u̇i = −ui + (p+ r + s)f(ui) +
(s+ r)

2
∂̂2 ∗ f(ui) + (s− r)∂̂f(ui) (2.29)

където ∂̂2 = [1 − 2 1], а ∂̂ = [− 1
2 0 1

2 ]

Да разгледаме частното диференциално уравнение:

∂tu(z, t) = −u(z, t) + a.f(u(z, t)) + d.∂2
zf(u(z, t)) + c.∂zf(u(z, t)) (2.30)

където z е пространствена променлива, а ∂t и ∂z са частни производни по z и t, a,d,c са три

константи. Тогава af(u(z, t)) изразява активната реакция, d∂zf(u(z, t)) изразява дифузията,

c∂zf(u(z, t)) изразява конвекцията

Като сравним коефициентите на 2.30 и 2.29 се получава, че

s+r
2 → d

s− r → c

p+ s+ r → a

(2.31)

Това показва, че пространствената дискретизация, използвана при проектиране на

клетъчна невронна мрежа не оказва влияние при изследване на динамиката и.

Koгато r=p A темплета е симетричен и тогава 2.30 има вида:

u̇i = −ui + (p+ 2s)f(ui) + s∂̂2 ∗ f(ui) (2.32)

което е дискретен аналог на уравнението от тип реакция дифузия

∂tu(z, t) = −u(z, t) + af(u(z, t)) + d∂2
zf(u(z, t)) (2.33)

подобно на

∂tu(z, t) = fr(u(z, t)) +D∂2
zu(z, t) (2.34)

където fr(u(z, t) е кубична или квадратна функция.
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Равновесната точка на уравнението 2.33 се получава като решение на нелинейното

диференциално уравнение:

− u(z, t) + af(u(z, t)) + d∂2
zf(u(z, t)) = 0 (2.35)

в линеен интервал, където |u| ≤ 1 с изключение на краен брой точки, където

|ui| = 1.

От равновесните характеристики получаваме, че

∂zf(u(z))|z → z−0 = ∂zf(u(z))| → z+
0 = 0, където z0 е гранична точка в интервала, който

е разделен на два интервала от точката на насищане.

При изследване на линейния интервал [z1, z2] всяко малко смущаване δu(z, t) около

равновесната точка показва, че уравнението

∂tδu(z, t) = −δu(z, t) + au(z, t) + d∂zδu(z, t) (2.36)

за z ∈ [z1, z2] с гранични условия δu(z = z1, t) = δu(z = z2, t) има собствено решение

δu(z, t) = eλnt+jknz, където λ = a − 1 − (nπL )2d, n ∈ N,L = z2 − z1, j е имагинерната

единица. Точната характеристика на равновесието може да се потвърди чрез апроксимиращо

спектрално приближение. Допускаме, че решението на линеаризираната версия на 2.33 e

u(z, t) = Uejkz+λt и тогава получаваме за

λn = a− 1− k2
nd (2.37)

където редицата kn2 е е образувана от собствените стойността на оператора ∂2
z в интервала

[0,L]. От 2.37 получаваме, че за

kc =

√
a− 1

d
(2.38)

имаме осцилации, а за онези собствени решения, за които kn > kc са отрязани някои

пространствени честоти.

Един темплет е антисиметричен, когато има вида [-s p s]. Доказано е , че клетъчна

невронна мрежа с антисиметрични темплети могат да имат решение от тип пътуваща вълна.

Да разгледаме уравнението

∂tu(z, t) = −u(z, t) + af(u(z, t)) + c∂2
zf(u(z, t)) (2.39)

Това уравнение също допуска разклоняващо се решение, като решението му от тип

пътуваща вълна е напълно различно от онова, което може да възникне в системата

∂tu(z, t) = fr(u(z, t)) +D∂2
zu(z, t), (2.40)

където асиметрията на активния член т.е. функцията fr(u(z, t)) се свързва с ефекта на

дифузия. Възниква пътуваща вълна с гладък вълнови фронт.

Изследваме 2.39 в краен интервал [0,L] с циклични гранични условия, за да определим
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как решението от тип пътуваща вълна се движи без да се отрази в границите. На практика

това е обикновено устойчиво решение от тип пътуваща вълна на 2.39 с а>0 и има вида:

u(z, t) = ag(z +
ct

a
), (2.41)

където g(ξ) е частично непрекъсната константна периодична функция с период L такава, че

|g(ξ)| = 1 и има краен брой точки на прекъсване, където

g(ξ) =
{ +1

−1,
(2.42)

т.е. подобно решение може да възникне в антисиметрична клетъчна невронна мрежа.

При проектиране на клетъчна невронна мрежа се взема предвид, че времето не може да

нараства неограничено.

2.2.2 Mоделиране чрез метода на хармоничния баланс на решение-

то интегро - диференциалното уравнение на Фиц Хю Нагумо

с НКНМ на реакция дифузия и изследване на динамиката му

В глава втора е представено моделирането на решението чрез метода на хармоничния

баланс на интегро - диференциалното уравнение на Фиц Хю Нагумо с НКНМ на реакция

дифузия, което е опростена форма на уравнението на модела Hodgkin-Huxley за разпростра-

няване на импулсите в аксона. [74]:

ut − uxx = u(u−Θ)(1− u)−
∫ t

0

u(s, x)ds, (2.43)

0 < x, t < 1, 0 < Θ < 1/2,

ut e първата частна производна на u(t, x) по t,

uxx е втората частна производна по x,

u е мембранния потенциал на аксона.

Състоянието u = 0 изразява състоянието на покой на нерва.

За да анализираме на уравнението на Фиц Хю Нагумо първо го трансформираме в

система уравнения чрез въвеждане на нова променлива

w =

∫ t

0

u(s, x)ds (2.44)

Получаваме системата:

∂u

∂t
= f(u)− w + uxx (2.45)

∂w

∂t
= u

Тук f(u) = u(u− θ)(1− u) ,

u е мембранния потенциал на аксона,

w е помощна променлива.
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Проектираме решението u(x, t), w(x, t) на системата (2.45) в слой на клетъчна невронна

мрежа, така че напрежението в клетка (k,l) свързана с u(kh, t), h = 4x

може да се изрази с:

uxx ∼
1

h2
((u(x+ h, t)− u(x, t))− (u(x, t)− u(x− h, t))). (2.46)

И може да бъде записано като:

uxx ∼
1

h2
(uk+1,l − 2uk,l + uk−1,l). (2.47)

За системата (2.45) клетъчната динамика се описва с:

∂ui
∂t

= ui(ui − θ)(1− ui)− wi + ui−1 − 2ui + ui+1 (2.48)

∂wi
∂t

= ui

И синаптичния закон е:

Isi =
1

h2
(ui−1 − 2ui + ui+1) (2.49)

2.2.3 Динамично поведение на модела на интегро-диференциално

уравнение на Фиц Хю Нагумо

За да изследваме динамиката на (2.48) прилагаме дискретната трансформация на Фурие

чрез използване на следната формула:

F (s, z) =

∞∑
k=−∞

z−k
∫ ∞
−∞

fk(t)e−st. (2.50)

И получаваме системата:

sU − Uz−1 + (2 + θ)U − Uz = N(U)−W (2.51)

sW = U,

където

N(U) = −U3 + (1 + θ)U2. (2.52)

Получаваме трансферната функция:

H(j,Ω) =
jω(1− ω2)− ω2(2cos(Ω)− 2− θ)
(1 + ω2)2 − ω2(2cos(Ω)− 2− θ)2

(2.53)

Разделяме реална от имагинерна част:

Re H(j,Ω) =
ω2(2cos(Ω)− 2− θ)

(1 + ω2)2 + ω2(2cos(Ω)− 2− θ)2
=

Um0

Wm0

(2.54)
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Im H(j,Ω) =
ω(1− ω2)

(1 + ω2)2 + ω2(2cos(Ω)− 2− θ)2
= 0 (2.55)

Търсим периодично решение на нашия клетъчно-невронно мрежови модел (2.48) във

вида::

ui(t) = ξ(Ω0i+ ω0t+ kω0T ),∀k ∈ N (2.56)

където ξ:R→ R 0 ≤ Ω0 ≤ 2π, ω0 = 2π
T0

е минималния период на решението.

Като ползваме граничните условия: u0(t) ≡ uN (t), uN+1(t) ≡ u1(t) и (2.56) получаваме:

Ω0N = kω0T Ω0 =
kΩ0T0

N
=

2kπ

N
. (2.57)

Получаваме представяне за входния сигнал ui = Um0
sin (ψ).

Представянето за изходния сигнал е: wi(t) = Wm0 sin (ψ).

В съответствие с метода на хармоничния баланс, можем да напишем формула за намиране

на основните компоненти на трансформацията на Фурие:

Wm0
=

∫ π

−π
sin (Um0

sinψ) sinψdψ. (2.58)

откъдето получаваме: Wm0
= − 3

4U
3
m0

и

ω2(−2cos(Ω) + 2 + θ)

(1 + ω2)2 + ω2(2cos(Ω)− 2− θ)2
=

Um0

− 3
4U

3
m0

, (2.59)

Откъдето:

Um0
=

√
4

3

(1− ω2)2 + ω2(2 cos Ω− 2− θ)2

ω2(2 + θ − 2 cos Ω)
. (2.60)

или

Um0 =

√
4(2 cos(Ω)− 2− θ)

3

В съответствие с метода на хармоничния баланс ако за дадена стойност на

Ω0 =
kω0T0

N
=

2kπ

N

може да се намери решение (ω0,Ω0) чрез решаванена уравненията описани с (2.54) и

(2.55), тогава можем да предскажем съществуването на периодично решение с амплитуда

Um0 и период 2π
ω0

.

По този начин доказахме следната теорема

Теорема 2 KНМ (2.48) с N клетки на интегро - диференциалното уравнение (2.43) има

периодично решение ui(t) с крайно множество от пространствени честоти. Ω0 = 2kπ
N ,

0 ≤ k ≤ N − 1 и период T0 = 2π
ω0
.

За анализа на динамичното поведение на решението на уравнението от интегро – диферен-

циален тип е разработена програма на Mathlab, чрез която лесно се визуализират графично
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Фигура 2.7. Динамично поведение на уравнението на Фиц Хю Нагумо

получените резултати.

На графиката 2.7 e показана реакцията на клетката в резултат на избухващото дразнение,

което бързо намалява своята сила. Когатo дразнението изчертано в червено достигне своята

минимална стойност, решението т. е. реакцията на клетката / изчертано в синьо/ на интегро

диференциалното уравнение получава своя максимум. След това се вижда как и дразнението

и реакцията на клетката клони към нула.

2.3 Съдържание на Глава 3

В глава трета се прави сзследване на на някои НКНМ модели на уравнения на матема-

тическата физика Във фокуса на съвременните теоретични и експериментални изследвания

стои Ефектът на Джозефсон. Този ефект е квантово явление с широко приложение в

свръхпроводящите нанотехнологии. За целта в литературата са публикувани изследвания

за джозевсонови контакти тип свръхпроводник феромагнит-свръхпроводник, в който е на

лице връзка между магнитните моменти и джозефсоновия ток. Джозефсоновият контакт

представлява сандвич от три слоя, от които външните са свръхпроводник, разделени от

диелектрик (бариерен слой). При определени условия през този слой може да се наблюдава

тунелен ефект на проникване на електрони. Математическият модел на това явление се опис-

ва с уравнението на синю-Гордън , което принадлежи към т.н. група солитоно-поддържащи

уравнения (soliton supporting dynamical systems)

2.3.1 Моделиране на флуксони и тяхното взаимодействие

Oпределение: Флуксон е математическо понятие, съответстващо на вълните в магнит-

ния поток в Джозефсоновия контакт или Джозефсоново съединение (JJ).

Уравненията, които описват флуксоните са следните:

I = I0sin(φ) (2.61)

dφ

dt
=

2π

Φ0
.v (2.62)

kъдетo

I са загубите на супертока, който тече през JJ,
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I0 е максималната стойност на този ток, наречен критичен ток на JJ,

φ(t) = θ1 − θ2 е разликата между фазите на функциите на сложните двойки вълни между

двата полупроводници,

v е пада на напрежението в JJ,

Φ0 = 2.027mV ps e основна константа, наречена единичен флукс квант.

При изследване на флуксоните се използва уравнението на син - Гордон.

∂2φ

∂2x
− ∂2φ

∂2t
= sin(φ) (2.63)

Уравнението на 2.63 може да се запише така:

∂2φ

∂x2
− ∂2φ

∂t2
− α(1 + εcos(φ))

∂φ

∂t
= sin(φ)− γ, (2.64)

където γ=const>0.

Aко 0 < ε = G1

G0
<< 1, α ∈ [10−2, 10−4].

Aкo α→ 0, то 2.64 е еквивалентно на 2.63.

Решенията на 2.64 наричаме флуксони.

Целта ни е да представим взаимодействието на флуксон- антифлуксон чрез клетъчно

невронни мрежи.

За целта търсим решение от тип бягаща вълна φ(x, t) = φ(x− ct) с постоянна скорост

c2 < 1.

Tогава 2.64 при ε = 0 се представя във вида:

d2φ

d2ξ
− α c2

1− c2
(
dφ

dξ
)2 =

sin(φ)− γ
1− c2

(2.65)

Като направим замествания и полагания получаваме решение от тип пътуваща вълна на

модифицираното sin уравнение на Гордън:

φ = arcsin(γ0) + 2 arcsin(cn(
1

k
(

√
γ0

2Γc2
, (x− x0), k)), (2.66)

където

k =

√
2γ0

γ + γ0
(2.67)

γ0 =
2Γc2√

(1− c)2 + 4Γ2c2
(2.68)

a c e скоростта на пътуващата вълна.

Геометрически решението се изменя в интервала (−∞,∞).

Положителния пик на решението, наречен флуксон се изменя в интервала (0, 2π) , a

oтрицателния пик, наречен антифлуксон се изменя в интервала (−2π, 0).

Решнието на моделираното уравнение можем да го представим във вида ( ползвали сме

[52]) ψ = f(x).g(t) = tan(φ4 ), където

f(x) = sh(
ct√

1− c2
), a (2.69)
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Фигура 2.8. Взаимодействие на два флуксона

g(t) =
1

ch( x√
1−c2 )

(2.70)

или

φ = 4arctg(ψ) (2.71)

Нека c ∈ (0, 1).

Знаем,че

sh x ≈
{ − 1

2e
−x, x→ −∞

1
2e
x, x→∞

(2.72)

Тогава получаваме:

ψa ≈
1

c

{ −e x−ct√
1−c2 , x→ −∞ IV

e
− x−ct√

1−c2 , x→∞ II
(2.73)

ψf ≈
1

c

{ e
x+ct√
1−c2 , x→ −∞ I

−e
− x−ct√

1−c2 , x→∞ III
(2.74)

Антифлуксоните, отбелязани с 2.73 са монотонно намаляващи, а флуксоните, отбелязани

с 2.74 са монотонно нарастващи.[67]

На фигура 2.8 e показано взаимодействието на двойка флуксони със скорости c1 и c2

Нека предположим,че c1 > c1 > 0. Toгава флуксон I има фаза x1 и скорост c1,

а флуксон III има фаза y1 и същата скорост c1. След сблъсък с втори флуксон, първия,

чиято скорост е c1 започва да се движи назад. Скоростта, с която се е движил напред се

забавя и започва да изостава от втория. По аналогичен начин получаваме взаимодействието

между флуксони II и IV. Но сега след сблъсък с втори флуксон имаме придвижване напред

и тогава по- бързия флуксон се придвижва допълнително напред със скорост c2 > c1 > 0.

Забележка 1 Бавният I и бързият III започват своето движение във време t = ∞.

III e позициониран по- назад по отношение на I. Фазата на I e φ > 0, a фазата на III

φ < 0
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Фигура 2.9. Взаимодействие на вълните флуксон - антифлуксон

Фигура 2.10. Взаимодействие на двойка флуксони - breadon

Във време t = 0 I флуксон се съединява с III и се оформя конфигурацията на фигура 2.8

Получаваме φ(0, x)→ 2π за x→∞ и φ(0, x)→ −2πза φ(0, x)→ −∞.

Когато t << 0 двата флуксона се появяват отново със същите скорости c1 и c2 и

същите профили. Те са означени с IV по бързия и II по бавния. Флуксон IV е по- напред

по отношение на флуксон II .

Флуксон IV има фаза φ > 0, a флуксон II има фаза φ < 0.

На фигура 2.10 e показано взаимодействието на двойка флуксони.

Решението на
∂2φ

∂x2
− ∂2φ

∂t2
− α(1 + ε cosφ)

∂φ

∂t
= sinφ− γ (2.75)

има вида, изведен в [67]

φ = arctan
tanx sin (cosσt)

cosh (sinσt)
(2.76)

където: σ е параметър и се знае, че |σ| < π
2

Моделиране чрез клетъчна невронна мрежа взаимодействието на флуксони

Като използваме създаденaтa от [30] и [31] клетъчна динамика правим дискретизация на

уравнението 2.75 по следния начин:
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Фигура 2.11. КНМ симулация на флуксон - антифлуксон

Конструираме фазата φ(x, t) върху слой на КНМ, така че статичното напрежение на

клетъчна невронна мрежа клетката в точка от мрежата да е vj .

Изследваме едноразмерна мрежа, чиито клетки имат паралелно свързан линеен капацитет

и нелинеен индуктор, описан чрез:

ij = f(vj)α(1 + ε cos vj)uJ − sin vj (2.77)

и клетките са свързани една с друга с линейни индуктори (с индуктивност L).

Клетъчната динамика на мрежата се описва с уравнението:

∂uj
∂t = 1

c [Ij − f(vj)]

∂vj
∂t = Uj , 1 ≤ j ≤ N

(2.78)

а синаптичния закон е :

Ij = iLj − iLJ+1
=

1

L
(vj−1 − 2vj + vj+1) (2.79)

където

vj(t) =

∫ t

−∞
ui(τ)dτ (2.80)

е свързан с флуксона във възел j.

Синаптичния закон 2.79 представлява дискретизирания Лапласиан А=[ 1, -2, 1] във

възел vj .

Компютърната симулация на флуксон- антифлуксон е дадена на фигура 2.11.

В [14] са описани различни типове на синус уравнението на Гордън.

Разглеждаме уравнението:

φxx − φtt = ± sinφ+
1

2
λ sin

1

2
φ (2.81)

В това уравнение в дясната страна има два пъти функцията синус. В [14] е доказано,

че когато λ = 1 2.81 e неустойчиво. Такъв тип неустойчивост описва разпространението на

възбуждането на усилвателя.

При 2.81 с отрицателен знак и λ = 1 взаимодействието на (π−2δ) kink - antikink решения
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Фигура 2.12. Взаимодействие на 4π”kink”вълни

Фигура 2.13. Периодично решение на КНМ на 2.83 и 2.84

известно количество енергия се губи и тогава ще се появи голяма вълна бредон.

Взаимодействието на вълни от тип кинк на 2.81 с отрицателен знак в дясно и λ = 1 са

дадени на фигура 2.12.

Направен е КНМ на уравнението:

φxx − φtt = −(sinφ+
1

2
sin

1

2
φ)− γωΩ−2

l B1 sin (ωΩ−1
l t) (2.82)

Клетъчната динамика [73] се описва с уравненията:

∂uj
∂t = 1

c [Ij − g(vj)]

∂vj
∂t = uj , 1 ≤ j ≤ N

g(vj) = −(sin vj + 1
2 sin vj)− γωΩ−2

l B1 sin (ωΩ−1
l t)

(2.83)

и синаптичния закон е:

Ij = iLj − iLj+1
=

1

L
(vj−1 − 2vj + vj+1) (2.84)

Правим двойна трансформация на Фурие за този модел клетъчна невронна мрежа.

F (s, z) =

k=∞∑
k=−∞

z−k
∫ ∞
−∞

fk(t)e−st (2.85)
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s = iω

z = eiΩ

ω е времева честота, a Ω е пространствената честота.

Като приложим метода на хармоничния баланс [73], получаваме, че Ω = 2π
T , 0 ≤ K ≤ N−1

kогато масива е кръгов и има краен брой пространствени честоти. Т е минималния период.

След направена симулация на КНМ получаваме графиката 2.13.

Така доказахме че КНМ описан с 2.83 и синаптичен закон 2.84 на кръгов масив с N

идентични клетки, които са индуктивно свързани Джозефсонови съединения (JJ) имат

периодични решения (uj(t), vj(t)) с краен брой пространствени честоти.

Разгледано е следното синус уравнение на Гордън:

φxx − φtt = sinφ+
1

3
sin

1

3
φ+

2

3
sin

2

3
φ (2.86)

След направена симулация получаваме, че решението изглежда като на фигура 2.10.

2.3.2 Моделиране на вискоеластичното уравнение на Бургерс и из-

следване на неговата динамика

Най-простият модел, който показва нелинейната връзка между движението на молекули

във флуиди/конвекция/ и появата на устойчиво състояние, възникнало в неравновесна

среда в резултат на разсейването на енергия, постъпваща в дадена система е добре известно

като уравнение на Бургерс. Tо има вида:

ut + uux = εuxx. (2.87)

Това уравнение е въведено от Бюргерс [25] като математически модел на турбуленция.

Ще покажем как добавянето на вискоеластичност влияе на решенията от тип пътуваща

вълна.

Нека да изследваме уравненията:

ut + uux = vx, (2.88)

vt + uvx − vux = αux − βv. (2.89)

В уравнението 2.89 времето за релаксация е λ = β−1, и α = µλ−1 и може да се интeрпре-

тира като еластичност на материалите когато няма възстановяване при въздействие (β = 0).

В противоположния случай имаме мигновено възстановяване от въздействието (λ→ 0), и

тогава 2.89 се редуцира до

v = µux (2.90)

и системата уравнения 2.88 и 2.89 е еквивалентна на уравнението на Бургерс с вискозитет

µ = ε.

Модела на Максуел е най- простия модел изразяващ вискоеластичността на материалите.
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Изследвана е пружина закачена в единия край с коефициент на разтягане k и коефициент

на затихване µ. Въздействието върху пружината означаваме с v,

λv̇ + v = µε̇, (2.91)

където ε е напрежението в елемента и λ = k/µ e времето за релаксация. Тогава линейния

модел на уравнението на Максуел е

λvt + v = 2µD, (2.92)

където 2µD е опъването на пружината при въздействие.

Понякога 2.92 не изразява закона за разтягане, защото не е инвариантен във времето.

Референтната рамка на разтягането е изследвана чрез използване на подходящи производни

по времето, близки до производните, изразяващи скоростта на промяна на материалите.

S̄ = St + u.∇S −∇uS − S∇uT . (2.93)

Като заместим в 2.92 частната производна по времето със съответната производна израяваща

конвекцията, получаваме уравнението на Максуел (UKM)

λv̄ + v = 2µD. (2.94)

Елемента (i, j) в 2.94 можем да изразим чрез

λ(
∂vij
∂t

+ uk
∂vij
∂xk

− ∂ui
∂xk

vkj − vik
∂uj
∂xk

) + (2.95)

+vij = µ(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

),

Където сумирането е по индекса k. Съществуват различни инвариантни представяния за

производните.

Тук е разгледана едномерната версия на уравнението на конвекцията на Максуел (UKM),

чието уравнение e:

λ(vt + uvx − vux) + v = µux. (2.96)

Уравнението 2.96 e еквивалентно на 2.89.

Разделяме двете страни на 2.96 на коефициента λ и получаваме.

vt + uvx − vux = αux − βv, (2.97)

където

α = µλ−1, (2.98)

β = λ−1. (2.99)

Тук параметъра α e коефициент на еластичност на материалите ако няма възстановяване
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след напрягане (β = 0). Това е така, защото закона за еластичността се изразява чрез времето

за възстановяване (λ) и вискозитета (µ) или чрез модула на еластичност α и скоростта на

разпадане β

Забележка 2 Получено е решение на изследваното уравнение във вид на пътуваща вълна,

която има два пика във вълновия профил. Когато в решението има, два пика възниква въп-

роса какво определя профила на удара на вълната? Как се определя формата на решението

между два профила на вълната? Защо има решение с два профила на вълната?

В търсене на отговор на тези въпроси е приложен метода на RTD-базирани невронни

мрежи .

RTD-клетъчни невронни мрежи

КНМ [30] са сложни нелинейни динамични системи и следователно може да се очакват

интересни явления като бифуркации и хаос в такива мрежи. Доказано е, че когато коефици-

ентите на обратната връзка са променени до критична стойност, клетъчна невронна мрежа

, която има темплейт с противоположен знак може да промени състоянието на мрежата

от стабилно до нестабилно. Това е явлението, при което се губи стабилност и се раждат

гранични цикли. По време на изследването са приложени едномерни RTD - базирани кле-

тъчни невронни мрежи без входни и прагови условия [26]. Tогава уравнението на клетъчна

невронна мрежа (RTD ), с която е изследвано уравнението на Burger (2.88 и 2.89) e следното:

duj
dt

+ ujA1 ∗ uj = A1 ∗ vj (2.100)

dvj
dt

+ ujA1 ∗ vj − vjA1 ∗ uj =

= αA1 ∗ uj − βvj ,

1 ≤ j ≤M, където А1=(1, -2,1) е едномерен темплейт на клетъчно невронна мрежа, а ∗ e

конволюционен CNN оператор [30]

Решението от тип пътуваща вълна на избраната RTD КНМ 2.100 има следната структура:

uj = Φ(j − ct), (2.101)

vj = Ψ(j − ct),

където Φ, Ψ са непрекъснати функции. Нека заместим (2.101) в (2.100).

Търсим решение Φ(s; c), s = j − ct : След направени замествания и пресмятания получа-

ваме:

− cΦ
′
(s; c) +G1(Φ(s; c)) = 0, (2.102)

−cΨ
′
(s; c) +G2(Ψ(s; c)) = 0

където G1(Φ), G2(Ψ) ∈ R1. Изследваме решенията от тип пътуваща вълна защото съот-

ветстват на хетероклинични свързвания между две равновесни точки в безкрайността.

30



Равновесните точки на системата (2.102) съoтветстват на състоянията при които Ψ = 0.

Така приемаме следните асимптотични гранични условия:

lims→−∞Φ(s; c) = ul, (2.103)

lims→∞Φ(s; c) = ur,

lims→−∞Ψ(s; c) = 0, (2.104)

lims→∞Ψ(s; c) = 0,

за някое c > 0.

В глава трета е доказан следния резултат:

Теорема 3 Нека uj(t) = Φ(j − ct) и vj = Ψ(j − ct) са решения oт тип пътуваща вълна на

модела на клетъчно невронна мрежа (2.100) на системата от уравнения на Бургер (2.88 и

2.89). Toгава съществува c = ul+ur
2 > 0, такова, че

1. за α > d2

4 , d = ul − ur съществува гладко решение от тип пътуваща вълна на 2.100

2. за d2

8 < α < d2

4 съществува частично гладка функция с два скока.

3. за α < d2

8 съществува решение от тип пътуваща вълна с единичен пик.
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Фигура 2.14. Графиката съответства на решение от тип пътуваща вълна (2.100)

Изведена е формула за профила на вълната:

Φ
′
(s; c) =

−β(Φ(s; c)− ul)(Φ(s; c)− ur)
(Φ(s; c)− ul)(Φ(s; c)− ur) + 2((ul−ur2 )2 − α)

. (2.105)

От 2.105 става ясно, че имаме следните възможни случаи: Решението от тип пътуваща

вълна от (2.100) съществува тогава и само ако

1. ul > ur когато α > (ul−ur2 )2;

2. ul < ur когато 2α < (ul−ur2 )2;

3. ul > ur когато α > (ul−ur2 )2;

4. ul < ur когато 2α < (ul−ur2 )2;

5. няма пътуваща вълна ако (ul−ur8 )2 ≤ α ≤ (ul−ur4 )2.
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На фигури 2.15, 2.16 и 2.17 са представени симулации на RTD КНМ на 2.100 за различни

стойности на параметрите
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Фигура 2.15. Профил на вълната на КНМ 2.100 за различни стойности на параметрите a).
ul = 2, ur = 0, β = 1, α = 1.2
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Фигура 2.16. Профил на вълната на КНМ 2.100 за различни стойности на параметрите b).
ul = 2, ur = 0, β = 1, α = 0.9
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Фигура 2.17. Профил на вълната на КНМ 2.100 за различни стойности на параметрите c).
ul = 2, ur = 0, β = 1, α = 0.25

2.4 Съдържание на Глава 4:

В глава четвърта е изследвана на динамиката на НКНМ с хистерезис

Хистерезиса се дефинира в научната литература зависимост с памет между входния v(t)

и изходния сигнал u(t). Зависимостта на входа се определя от двойка прагови стойности

α < β.

Математически хистерезиса се описва, като се използва хистерезисен оператор и то-

гава математическия модел на съответната динамична система съдържа диференциални

уравнения, свързани с един или няколко хистерезисни оператора и зависят от началните и

граничните условия.
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Фигура 2.18. Графика на различните видове хистерезис

На фигура 2.18 са показани възможните случаи на движение (на хистерезис) на двойката

(u(t),v(y)).

Например уравнението на осцилатор с възстановяващата сила на хистерезиса има вида :

x
′′
(t) + F [x](t) = f(t), (2.106)

където F[x] e хистерезисен оператор.

Има два типа хистерезисни отношения:

1. Пасивен,при който графиката на(u(t),v(t)) , където изходът v(t)=F[u] (t) описва

дадена непрекъсната частично монотонна функция u(t) върху две фиксирани изходни

криви hU и hL, които са дефинирани в интервалите [α,∞) и (−∞;β] , като α < β

виж фигура 2.18.

В [59] са описани математическите модели на хистерезиса. Пасивния хистерезис се

описва по следния начин:

F [u(t)] =

{ hL(u(t) ako u(t) ≤ α

hU (u(t) ako u(t) ≥ β

hL(u(t) ako u(t) ∈ (α, β) и v(τ(t)) = α

hU (u(t) ako u(t) ∈ (α, β) и v(τ(t)) = β,

(2.107)

където τ(t) = sup{sIs ≤ t, v(s) = α или v(s) = β}. Toeст τ(t) е времето, когато е

достигнат последния праг. τ(t) e дефиниран ∀ непрекъснат вход u(t), така че може да

се счита, че F ∈ C[0,∞).

2. Активен хистерезис, позволяващ траектории вътре в хистерезисната област.

H = {U, v)α < u < β,HL < HU} (2.108)

Aко при частично монотонен вход u(t) = γ графиката на (u(t),v(t)) се движи вътре в

хистерезисната област (виж фигура 2.19)

Ako входа продължава да намалява до δ, тогава графиката на функцията расте и се

движи вътре в хистерезисната област. Характерното тук е това, че от скоростта, с която

33



Фигура 2.19. Графика на активен хистерезис

Фигура 2.20. Схема на хистерезисна клетъчна невронна мрежа

се подава сигнал на входа не зависи скоростта на изхода и той винаги е в хистерезисната

област. Математическите модели за активния и пасивния хистерезис, дефинирани по- горе

са достатъчно различни, макар, че тяхното базирано на памет поведение е пододбно.

Входовете на двете функции се описват чрез частично монитонна функция, но активния

хистерезис има тази особеност, че лесно се дефинира за непрекъснати входове чрез използване

на гранични процеси [59] .

Oпределение: Хистерезиса се дефинира чрез две характеристики:

1. Памет във всяка точка на времето, т.е. стойността на изхода v(t) може да зависи не

само от входа u(t), но и от предишното състояние на u(t).

2. Изхода е инвариантен по отношение на времето.

Когато е изпълнено 1, ще казваме, че имаме оператор с памет, който се дефинира така:

F : DOM(F ) ⊂ C0([0, T ])xRC0([0, T ]) (2.109)

Развитието на наноелектрониката е свързано с разработката на все по – бързодействащи

устройства за запис и съхраняване на информацията с възможен презапис и с ниска енерго-

зависимост. При създаване на невронни мрежи от ново поколение се ползват мемристори

–двуполюсни устройства, съпротивлението на които се променя от протичащия през него

заряд. Съществуването им е предсказано още от Чуа в далечната 1971година, но за пръв

път ефектът мемристивност е демонстриран през 2008 година за системи от вида метал-

диелектрик –метал, когато е открит подходящ материал за изработката им. Използването

на мемристори като синапси позволява да се повиши изчислителната ефективност на нев-

ронните системи, като се повишава плътността на логическите елементи и свързаността на

невроните. Чрез мемристори се реализира явлението хистерезис.
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2.4.1 Изследване на динамиката на хистерезисни НКНМ с мем-

ристори

Мемристорите се използват в хистерезисни КМН, (2.20).

Те участват и при разработването на методи, позволяващи определянето на параметрите

на динамичната система, която се изследва. Индустрията за обработка на изображения изпол-

зва нано КНМ, като компютърните експерименти показват, че включватето на променливи

мемристори като синапси позволяват повече степени на свобода на мрежата, като по този

начин те превъзхождат познатите типове като синапси. Такива нано КНМ са представени

от [4] и [71].

Както е показано в [8] и [6] тaкива клетъчни невронни мрежи работят в режим "граница

на хаоса имат изчислителна сложност и ще се ползват за в бъдеще в изчислителните системи.

Нано елементите ще играят голяма роля в бъдещето на КНМ УМ (CNN UM- клетъчни

невронни мрежи - универсални машини) при реализацията им като чип, които са изследвани

като синаптична връзка за пръв път в [7] . В бъдеще CNN UM ще имат голямо приложение

при сензорни обработващи системи.

В дисертацията е представен NiO2 нимобиев диоксид Mott мемристор, който е вграден в

релаксационен осцилатор, който периодично преминава в осцилиращи хаотични движения.

Квази статичното напрежение в мемристора показва област на контролиран чрез ток

отрицателно диференциално съпротивление (NDR) и има възпроизвеждащ се хистерезис

при по високи токове.

В [71] динамичното поведение на тези мемристори се получава експериментално чрез

изграждане на експериментален осцилатор. Направените там динамични измервания съвпа-

дат със статичните такива. Пак там е показано, че включването на мемристори в Хопфийлд

изчислителна мрежа може да подобри ефективността и точността на решението при изчис-

лително сложни проблеми.

Показано е изследване на NiO2 Mott мемристор, като вграден в хистерезисна клетъчна

невронна мрежа, работеща във възстановяващ режим. На практика за хистерезисните

клетъчни невронни мрежи [9] и [11] може да се определи областта на клетъчни параметри

за локално активните клетки. Изучена е динамиката на получения модел чрез теорията

за локалната активност. Определена е и границата на областта на хаоса, в която клетъчна

невронна мрежа има сложно поведение.

Разглежданата хистерезисна клетъчна невронна мрежа е направена от един ред клетки с

хистерезисни превключватели. Модела работи в хистерезисната област и така има много

приложения.

Когато клетъчна невронна мрежа работи като релаксационен осцилатор, тогава могат да

се генерират различни модели нелинейни вълни.

Асоциативната и динамичната памет могат да са производни на хистерезисна клетъчна

невронна мрежа.

NDR - Negative Differential Resistance може да се моделира чрез използване на строго

нелинейни транспортни връзки, при които температурата се повишава.
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NiO2 Mott мемристора има следния закон на охлаждане:

dx

dt
=
imvm
cth

− x− Tamb
cthRth(x)

, (2.110)

където: Tamb = 300K e температурата на околната среда;

cth = 10−16WsK
−1 е термичен капацитет;

Rth e коефициент, зависещ от температурата на устройството.

Основните изисквания за хаотични осцилации в електронни вериги с постоянно напреже-

ние са големината на тока, който показва локална активност, още три динамични променливи

на състоянието, които са свързани като осцилатор [6].

Уравнението на модела на мемристора е :

dxi,j
dt = −xi,j +M(xi,j , yi,j , ui,j , t)− 2h(xi,j)

yi,j = G(xi,j , ui,j)ui,j
,където: (2.111)

xi,j е променливата на състоянието;

yi,j e im;

ui,j e vm;

h(xi,j) е следната динамична хистерезисна функция дефинирана в [11].

h(x(t) =

{ 1 за x(t) > −1, f(x(t−) = 1

−1 за x(t) = −1

−1 за x(t) < 1, f(x(t−) = −1

1 за x(t) = 1

(2.112)

t− = limε→0
(t− ε), ε > 0

M(xi,j , yi,j , ui,j) =
yi,jui,j
cth

− xi.j−Tamb
cthRth

G(xi,j , ui,j) = A(xi,j)(B
2
1(xi,j) + (1 + (

√
ui,j
d

B1(xi,j)
− 1).e

√
ui,j
d

B1(xi,j ) + 1
2d )

(2.113)

където

A1(xi,j) = σ0.e
0.301

2kb.xi,jA

A e странична зона на устойчивост

B1(xi,j) =
kb.xi,j
ω ,

kb = 8, 617.10−5 e константата на Болцман

ω и σ0 са реални константи, d е коефициент на гъвкавост

(2.114)

Модела на Nbo2 Mott мемристор 2.111, който е наречен нано мащабен мемристор CNN

(NM CNN) e система, състояща се от диференциални уравнения от висока степен и алгебрични

уравнения.

Направената симулация на този модел показва хаотични осцилации 2.21.

Приложена е теорията на локалната активност, за да определим границата на хаоса, в

който модела 2.111 показва сложно поведение.

Теорията за локалната активност предлага конструктивно - аналитичен метод за опреде-
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Фигура 2.21. Симулация на нано-мемристорна клетъчна невронна мрежа която работи като
релаксационен осцилатор

Фигура 2.22. 2D - схема на мемристор

ляне на клетъчните параметри на хистерезисна КНМ [9].

На фигура 2.22 е показана схема на мемристор.

Предполага се, че всяка клетка оперира близо до равновесната си точка.

Ако съществува точно една равновесна точка, то мрежовия модел от активни клетки

прилича на източник на слаб силов сигнал, както е описано в [6], т.е ако клетките са способни

да поглъщат малките сигнали, тогава се казва, че клетките са локално активни.

В теорията за локалната активност може да се обясни възникващата сложност чрез

точни математически критерии, дадени за идентифициране на относително малка локално

активна област от локално активни параметри, наречена граница на хаоса.

Кинетичното уравнение за локално активната клетка може да покаже комплексно дина-

мично поведение, като гранични цикли или хаос дори ако клетките не са свързани една с

друга ( т. е всички дифузни коефициенти са 0)

В свързаните клетки могат да се зародят сложни пространствени и времеви явления,като

превъртане на вълни и пространствено- времеви хаос.

В дисертацията е описан алгоритъм за определяне на границата на хаоса за нано КНМ

модел 2.111.

Прилагаме го за нано КНМ модела 2.111.

Равновесните точки се получават чрез решаване на системата.

0 = −xi,j +M(xi,j , yi,j , ui,j , t)− 2h(xi,j)

0 = G(xi,j , ui,j)ui,j
(2.115)

Тази система може да има три реални корена като функция на клетъчните параметри.

Тогава изчисляваме клетъчните коефициенти a11(Er), a12(Er), a21(Er), a22(Er)

за всяка равновесна точка r=1,2,3 oт якобиан матрицата във всяка равновесна точка.

Определение 4 Kaкто в [8].Дискретна система от уравнения се нарича локално ак-

тивна тогава и само тогава, когато нейните асоциирани клетки са локално активни на
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някоя тяхна равновесна точка, в останалите точки са локално пасивни.

Определение 5 Една точка се намира и в устойчивия и в локално активната област

на равновесната си точка r, за модела 2.111 когато a22 > 0 или 4a11.a22 < (a12 + a21)2 и е

изпълнено Tr(Er) < 0 и ∆(Er) > 0

Тази област от параметри се нарича SLAR(Er) (Small Local Activ Region)

Съществуващите дефиниции за граница на хаоса са дадени въз основа на практическия

опит с динамични системи.

Определение 6 Eдна NM CNN работи в границата на хаоса тогава и само тогава, когато

съществува поне една равновесна нейна точка, която е и локално активна и устойчива.

Доказана е и следната теорема:

Теорема 4 NM CNN мoдела 2.111 оперира в областта граница на хаоса тогава и само

тогава, когато са изпълнени следните условия:

ctr.Rtr < 1

4
ctr.Rtr

< (K−r2d + 2Kr.Kb
ω )2

(2.116)

Направена е симулация, основана на алгоритъма за определяне граница на хаоса чрез

МАТЛАБ , като е ползван алгоритъм на Ойлер с право разпространение на грешката и

времева стъпка t=0.01

Фигура 2.23. Граница на хаоса в NM КНМ

Хистерезисната функция е програмирана както следва:

h(x(t) =

{ 1 за x(tn) > −1, f(x(tn−1)) = 1

−1 за x(tn) = −1

−1 за x(tn) < 1, f(x(tn−1) = −1

1 за x(tn) = 1

(2.117)

където tn = n∆t, n = 1, 2.

Teоретичните резултати се потвърждават и от направената симулация 2.24
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Фигура 2.24. Граница на хаоса в NM КНМ модел

2.4.1.1 Приложение на метода на хармоничния баланс за намиране на перио-

дични решения на хистерезисни НКНМ

Представен е клас квазилинейни хиперболични уравнения, в които има оператор за памет

от следния вид:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
+ F (u) = 0 в множеството Q = [a, b]X[0, T ] (2.118)

Ще търсим периодично решение на 2.118, което води до изучаването на обикновени диферен-

циални уравнения с хистерезис. Ще приложим метода на нелинейните клетъчно невронни

мрежи. За целта е необходимо да направим пространствена дискретизация. Уравнението

2.118 ще се трансформира в система от обикновени диференциални уравнения, които се

идентифицират като статични уравнения на клетъчна невронна мрежа с подходящи темпле-

ти. Пространствената дискретизация правим по следния начин: проектираме u(x,t) в слой

на клетъчна невронна мрежа така, че производната ∂u
∂x да се запише като uj+1−uj

h , където

h = ∆x е дискретната стъпка. Тогава уравнението 2.118 може да се запише със следната

система от обикновени диференциални уравнения:

duj
dt

= − (uj+1 − uj)
h

− F (uj), 1 ≤ j ≤M (2.119)

Да разгледаме линейна клетъчна невронна мрежа с М Х М клетки, и да ставним 2.119

със статичното уравнение на автономна клетъчна невронна мрежа. Получаваме следните

темплейти:

A = [0, 1, 1
2h ][uj ]

Ã = [0,−F (uj), 0], 1 ≤ j ≤M = N.N
(2.120)

Нека F (uj) да е реален функционал, дефиниран с "горна"функция FU и "долна"функция

FL виж фигура ??.

Функциите FU и FL са реални, непрекъснати, частично диференцируеми, като

FU (uj) = −FL(uj). Нека изходната функция f на нашия модел е стандартна сигмоидална

функция. Разглеждаме периодични гранични условия, които правят нашата клетъчна

невронна мрежа кръгова:
u0 = un

un + 1 = u1

(2.121)
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Нека хистерезисния функционал е: F (uj) =
u3
j

3 − uj .

Toгава модела на клетъчна невронна мрежа на 2.118, когато F (uj) =
u3
j

3 − uj има вида:

duj
dt

= − (uj+1 − uj)
h

− (
u3
j

3
− uj), 1 ≤ j ≤M = N.N (2.122)

или след извършване на поределени пресмятания 2.122 придобива вида:

duj
dt

= uj −
uj+1

h
+
uj
h

+ n(uj), (2.123)

където n(uj) =
u3
j

3

Ще изучим динамичното поведение на 2.123 с метода на хармоничния баланс. За целта

ще приложим следната трансформация :

F (s, z) =

k=∞∑
k=−∞

z−k
∫ ∞
−∞

fk(t)e−stdt (2.124)

към 2.123. Tогава получаваме:

sU(s, z) = U(s, z) +
1

h
U(s, z)− z

h
U(s, z) +N(U(s, z)), (2.125)

където N(U(s, z)) е подложената на трансформацията 2.124 функция n(uj). След направени

преобразования получаваме, че:

U(s, z) =
h

sh+ z − h− 1
N(U(s, z)). (2.126)

Taкa получаваме, че динамичната система може да се преобразува в схемата на Лур, в която

трансферната функция е:

H(s, z) =
h

sh+ z − h− 1
(2.127)

В получения израз заместваме s = iω0 и z = eiΩ0 , където ω0 е времевата честота, а Ω0 e

пространствената честота иполучаваме, че трансферната функция може да се представи

като функция на ω0 и Ω0 т.е:

HΩ0(ω0) =
UΩ0

(ω0)

VΩ0(ω0
, (2.128)

където U e входната, а V е изходната променлива според съответната схема на Луре.

За да намерим периодични решения, щe трябва входната променлива в системата да е

във вида:

UΩ0
(ω0) = Um0

sin(ω0t+ jΩ0) (2.129)

а изходната променлива да е във вида:

VΩ0
(ω0) = Vm0

sin(ω0t+ jΩ0) (2.130)

Според метода на хармоничния баланс се разглеждат първите хармоници, които се получават

при j=0:

40



UΩ0
(ω0) = Um0

sin(ω0t) (2.131)

и

VΩ0
(ω0) = Vm0

sin(ω0t) (2.132)

Амплитудата Vm0
на изходната променлива се изчислява по формулата:

Vm0
=

1

π

∫ π

−π
N(um0sin(ψ))sin(ψ)dψ (2.133)

Kaто вземем под внимание,че N(Um0
sin(ψ) = −Um0

sinψ

3 sin(ψ) и като приложим форму-

лата 2.133 получаваме:

Vm0
= −

U3
m0

4
(2.134)

Като ползваме 2.131, 2.132 и 2.134 получаваме:

HΩ0
(ω0) =

UΩ0
(ω0)

VΩ0
(ω0)

=
Um0

Vm0

(2.135)

Трансферната функция 2.126 има вида:

HΩ0
(ω0) =

h

ihω0 + cos(Ω0) + isin(Ω0)− h− 1
(2.136)

Получената функция рационализираме и отделяме реалната от имагинерната част и

получаваме:

Re(HΩ0
(ω0)) = h(cos(Ω0)−1−h)

(cos(ω0)−1−h)2+(hω0+sin(Ω0))2 =
Um0

Vm0
= − 4

U2
m0

Im((HΩ0
(ω0)) = −h(hω0+sin(Ω0)

(cos(ω0)−1−h))2+(hω0+sin(Ω0))2 = 0

(2.137)

Нашия модел на клетъчна невронна мрежа на 2.123 е крайна кръгова мрежа от М

клетки.Тогава ще имаме крайно множество от честоти:

Ω0 =
2πk

M
, 0 ≤ k ≤M (2.138)

Според метода на хармоничния баланс ако при дадена стойност на Ω0 от 2.138 можем

да намерим ω0 и Um0
от 2.137 . Тогава можем да предскажем съществуване на периодични

решения на нашия модел на клетъчна невронна мрежа за хиперболичното уравнение 2.123.От

2.137 след извършване на съответните опростявания получаваме, че

ω0 = − sin(Ω0)
h

Um0
= 2
√

h+1−cos(Ω0)
h

(2.139)

Tака доказахме, че е в сила следната теорема:

Теорема 5 Модела на клетъчна невронна мрежа на 2.123 на хиперболичното уравнение с
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хистерезис 2.118 с кръгова мрежа от M=N.N клетки и периодични гранични условия:

u0(t) = uM (t)

uM+1 = u1(t)
(2.140)

има периодично решение с период T0 = 2π
ω0

и амплитуда Um0 за всички Ω0 = 2πk
M , 0 ≤ k ≤

M − 1 за всички М, както и тези решения са устойчиви.

2.5 Съдържание на Глава 5:

В глава 5 се изследва динамиката на системата на Мейнхард - Гиерер

2.5.1 Модел на Мейнхардт - Гиерер

Pазпрделените математически модели, които демонстрират промяна на количеството на

едно или нколко вещества като резултат от два процеа: взаимодействие между компонети

(реакция) и дифузия се наричат модел от тип реакция дифузия и имат следния вид:

∂xi
∂t

= fi(x1, x2, ..., xn) +
∂

∂r

∑
Di.j

∂xi
∂r

, (2.141)

Където fi(x1, x2, ..., xn) са нелинейни функции описващи компонентите на системата;

Di,j са съответните коефициенти на дифузия. В първоначално еднородна система протича

химична реакция между различни вещества, на които скоростта на дифузия им е недоста-

тъчна за пълна реакция и може да загуби устойчивост при определена дължина на вълната.

Тук неустойчивостта предизвиква дифузия, като разрушава първоначално устойчивото

състояние и предизвиква преход в ново състояние, което е пространствено нееднородно.

Прехода на системата към пространствено нееднородно състояние служи като предпос-

тавка към различно поведение на клетките, които вече са в нова среда.

Анализирайки модела на реакция дифузия, Тюринг е получил, че еднаквото разпределе-

ние на реагиращите и дифузиращите вещества е неустойчиво, т.е в системата трябва да има

и авто катализа. Следователно коефициентите, описващи дифузията на различните вещества

трябва да са различни. Тук дифузионната неустойчивост е известна като неустойчивост на

Тюринг и води до образуване на периодични в пространството и стационарни във времето

концентрични структури.

При анализа на линейни модели от тип реакция дифузия се получава и друг тип ди-

фузионна неустойчивост, която се нарича вълнова неустойчивост. При нея се образуват

периодични в пространството и времето вълни или структури. При много актове на мор-

фогенеза единното поле на зародиша се разделя на множество морфогенетически полета.

Всеки морфогенетичен акт включва генериране на пространствена информация, която след

това се запазва при деление на клетката.

Разработения модел от Мейнхардт(1982) - Гиерер (1981) е модел от Тюрингов тип и

описва процеса на морфогенеза. то и системата в по- детайлен вид:
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∂u
∂t = ρu

2

v − µ.uDu∇2u

∂v
∂t = u2 − µv.v.Dv∇2v

, (2.142)

където:

u - е активатор;

v - е инхибитор;

ρ е способността на клетките да изпълняват автокаталитични реакции;

µu, µv са коефициенти на намаляването на веществата.

По детайлно е изследвана следната три компонентна система:

∂u
∂t = F (u, v, w) +D1

∂2u
∂r2

∂v
∂t = G(u, v, w) +D2

∂2v
∂r2

∂w
∂t = H(u, v, w) +D3

∂3w
∂r2

, (2.143)

Tук F,G,H са нелинейни функции, описващи взаимодействието на променливите, Di са

коефициенти на дифузия.

След линеаризация около стационарната точка е получено уравнение за пресмятаме на

собствените стойности на якобиан матрицата:

λ3 −Aλ2 +Bλ− C = 0 (2.144)

където:

A = σ − k2(D1 +D2 +D3)

B = Σ− k2(D1(a2,2 + a3,3) +D2(a1,1 + a3,3) +D3(a1,1 + a2,2)) + k4(D1D2 +D1D3 +D2D3)

C = ∆− k2
∑3
i=1DiΘi + k4(D1D2a3,3 +D1D3a2,2 +D2D3a1,1)− k6D1D2D3

(2.145)

където

σ = a1,1 + a2,2 + a3,3

∆ = a1,1(a2,2a3,3 − a2,3a3,2)− a1,2(a2,1a3,3 − a2,3a3,1) + a1,3(a2,1a3,2 − a2,2a3,1)

Σ =
∑3
i=1 Θi където Θi = aj,jal,l − aj,lal,j , i 6= j 6= l

(2.146)

Уравнението 2.144 е от трета степен с реални коефициенти и и нека корените му са λ1, λ2, λ3.

Между коефициентите на 2.144 и колените му λ1, λ2, λ3 съществува следната зависимост:

A = λ1 + λ2 + λ3

B = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3

C = λ1λ2λ3

AB − C = (λ1 + λ2)(λ2 + λ3)(λ3 + λ1)

(2.147)

Състоянието е устойчиво, когато Re λi < 0, i = 1, 2, 3
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Следователно хомогенното уравнение е устойчиво тогава и само тогава, когато е изпъл-

нено:
A < 0

B > 0

C < 0

AB − C < 0

(2.148)

Kогато дифузия липсва (k2 = 0), състоянието на хомогенната система е устойчиво и

неравенствата 2.148 приемат вида:

σ < 0

Σ > 0

∆ < 0

σΣ−∆ < 0

(2.149)

Търсим онези стойности на параметрите, при които равновесното състояние е неустойчиво.

с други думи съществува k 6= 0, такова че за поне едно λi(k2), i = 1, 2, 3, Re(λi(k2)) > 0. Ко-

гато поне едно от 2.148 e нарушено, това означава, че в системата е възникнала бифуркация-

т.е еднородното състояние е изгубило устойчивостта си. Поради условията 2.149 A < 0 ∀k.

Второто неравенство в 2.148 не може да бъде нарушено, ако са изпълнени всички други

условия. По този начин или условието C < 0 е нарушено, което по силата на съотношения

2.147 означава появата на реална положителна собствена стойност в системата, което

съответства на бифуркация на Тюринг, или условието AB − C < 0 е нарушено и тогава

съществува двойка комплексно спрегнати собствени стойности с положителна реална част,

което означава че имаме вълнова бифуркация.

Подробно е изследвано при какви стойности на параметрите ще се получи Тюпингова

неустойчивост, и при какви - вълнова неустойчивост.

2.5.1.1 Метод на хармоничния баланс за изследване на динамиката на модела

ма Мейнхард - Гиерер

В тази глава е описан метода на хармоничния баланс за решаване на уравнението на

Майнхардт-Гирер. Описаният модел се използва за моделиране на регенерацията на главата

на хидра или на многоклетъчни организми, съставени от няколко клетъчни типа. Неговата

динамика се дава от следната нелинейна система от диференциални уравнения:

∂u(t,x,y)
∂t = au2(t, x, y) 1

v(t,x,y) − βu(t, x, y) +D1(∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 )

∂v(t,x,y)
∂t = au2(t, x, y)− γv(t, x, y) +D2( ∂

2v
∂x2 + ∂v2

∂y2 )
(2.150)

Първото уравнение описва промяната на концентрацията на активатора, където

u(t, x, y) е автокаталитично вещество с малък обхват;

v(t, x, y) е антагонист с далечен обхват, т.е инхибитор;
∂u
∂t описва промяната на концентацията на активатора u(t, x, y) за единица време;

u2 - описва скоростта на производство на активатора, която зависи нелинейно от неговата

44



концентрация;
1
v - Показва факта, че производството на активатора се улавя от инхибитора.

β - e коефициент , показващ степента на инхибиране на активаторните молекули. Обменът

на молекули се осъществява чрез дифузия; γ е фактор на натоварване на инхибитора.

Проектираме решението u(t,x,y) и v(t,x,y) на уравненията (2.150) върху слой на клетъчна

невронна мрежа, така, че статичното напрежение на клетка от клетъчна невронна мрежа

xkl(t) да е в точка от мрежата (k,l).

hx = 4x, hy = 4y . Предполагаме, че hx = hy = h. Тогава

uxx + uyy ≈

1
h2 ((u(t, x+ h, y)− u(t, x, y))− (u(t, x, y)− u(t, x− h, y)) + (u(t, x, y + h)− u(t, x, y))−

−(u(t, x, y)− u(t, x, y − h)))

(2.151)

Което може да се напише като:

uxx + uyy ∼
1

h2
(uk+1,l − 4uk,l + uk,l−1 + uk−1,l + uk,l−1) (2.152)

Тогава динамиката на (2.150) може да се опише като:

u̇i,j = α
u2
i,j

vi,j
− βui,j +D1(ui−1,j + ui,j+1 + ui,j+1 + ui,j−1 − 4ui,j)

v̇i,j = αu2
i,j − γvi,j +D2(vi−1,j + vi,j+1 + vi,j+1 + vi,j−1 − 4vi,j)

(2.153)

Прилагаме трансформацията на Фурие към (2.153):

F (s, z1, z2) =

k=∞∑
k=−∞

z−k1

l=∞∑
l=−∞

z−l2

∫ ∞
−∞

fkl(t)e
−stdt (2.154)

Тогава за Meinhardt - Gierer модела на клетъчно невронна мрежа получаваме:

sU = αU
2

V − βU +D1(z−1
1 + z−1

2 + z1
1 + z1

2 − 4)U

sV = αU2 − γV +D2(z−1
1 + z−1

2 + z1
1 + z1

2 − 4)U
(2.155)

или

U = 1
(s+β−D1T )N1(U, V )

V = 1
(s+γ−D2T )N2(U, V )

(2.156)

Където T = z−1
1 +z1+z−1

2 +z2−4 = 2 cos Ω1+2 cos Ω2 − 4, N1(U, V ) = αU
2

V , N2(U, V ) = αU2

U

V
=
s+ γ −D2T

s+ β −D1T
N (2.157)

като N = N1(U,V )
N2(U,V ) .

Това означава че системата диференциални уравнения на Мейнхард - Гиерер може да се
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представи в схемата на Лур с трансферна функция H(s, z1, z2) =
s+ γ −D2T

s+ β −D1T
.

Ще търсим решение във вида:

uij(ω0,Ω1,Ω2) = Um0
sin (ω0t+ kΩ1 + lΩ2) = Um0

sin (ψ)

vij(ω0,Ω1,Ω2) = Vm0
sin (ω0t+ kΩ1 + lΩ2) = Vm0

sin (ψ)
(2.158)

където ψ = ω0t+kΩ1+lΩ2 , ω0 = 2π
T0

, where T0 > 0 е минималния период. Взимаме периодични

гранични решения за нашия модел (2.153) и предполагаме, че s = jω0, z2 = ejΩ2 и z1 = ejΩ1 ,

където ω0 е времева честота, Ω1,Ω2 са пространствени честоти и

Ω1 + Ω2 = 2kπ
n , където 0 < k ≤ n− 1.

Заместваме s, z1 и z2 в (2.157) и получаваме:

H(ω0,Ω1,Ω2) =
−ω2

0 − (γ −D2T )(β −D1T )

−ω2
0 − (β −D1T )2

+ j
(γ −D2T )− (β −D1T ))

−ω2
0 − (β −D1T )2

ω0 (2.159)

Трансферната функция е реална функция. Тогава

Re(H(ω0,Ω1,Ω2) =
−ω2

0−(γ−D2T )(β−D1T )

−ω2
0−(β−D1T )2

=
Um0

Vm0

Im(H(ω0,Ω1,Ω2)) = (γ−D2T )−(β−D1T ))
−ω2

0−(β−D1T )2
ω0 = 0

(2.160)

В съответствие с [35] и метода на хармоничния баланс предполагаме, че съответната

нелинейностNij се развива в ред на Фурие като Nij = N0(Um0
)Um0

+N1(Um0
)Um0

sinψ+ .....

Коефициентите могат да се пресметнат по формулите:

N0(Um0) = 1
2πUm0

∫ π
−π N(Um0 sinψ)dψ = 0

N1(Um0) = 1
πUm0

∫ π
−π N(Um0 sinψ) sinψdψ = 2

Um0
Vm0

(2.161)

Tогава в съответствие с [36] и метода на хармоничния баланс съществува периодично

решение на (2.153) изразено чрез:

Um0 [1 +N0(Um0)H(0,Ω1,Ω2)] = 0

1 +N1(Um0
)H(iω0) = 0

(2.162)

От където получаваме:

γ −D2T − (β −D1T ) = 0 (2.163)

46



Тогава:
T = γ−β

D2−D1

T = e−jΩ1 + ejΩ1 + e−jΩ2 + ejΩ2 − 4

T = 2 cos Ω1 + 2 cos Ω2 − 4

2 cos Ω1 + 2 cos Ω2 − 4 = γ−β
D2−D1

2 cos kπn cos (
2Ω1− 2kπ

n

2 ) = γ−β
D2−D1

cos (Ω1 − kπ
n ) = γ−β+8(D2−D1)

4 cos kπn (D2−D1)

Ω1 = kπ
n + arccos γ−β+8(D2−D1)

4 cos kπn (D2−D1)

Ω2 = kπ
n − arccos γ−β+8(D2−D1)

4 cos kπn (D2−D1)

(2.164)

Moжем да апроксимираме изхода U
V от схемата на Лур с

U

V
∼ Um0

Vm0

sin (ω0t+ kΩ1 + lΩ2) (2.165)

Um0

Vm0

=
1

π

∫ π

−π
f(Um0 sinψ) sinψdψ =

2

Vm0

(2.166)

Когато пресметнем (2.166) ще получим че Um0
= 2

Така получихме

Re(H(ω0,Ω1,Ω2) =
−ω2

0−(γ−D2T )(β−D1T )

−ω2
0−(β−D1T )2

=
Um0

(Vm0
) = 2

Vm0

Vm0
=

(ω2
0+(γ−D2(2 cos Ω1+2 cos Ω2−4))2)

2(ω2
0+(γ−D2(2 cos Ω1+2 cos Ω2−4))(β−D1(2 cos Ω1+2 cos Ω2−4)))

Um0 = 2

(2.167)

Извод 1 Чрез използване на метода на хармоничния баланс доказахме следната теорема

за модела на Мейнхард - Гиерер:

Теорема 6 Модела на Мейнхард - Гиерер (2.153) с кръгов масв с n = M ×M клетки има

периодично решение uj(t) и vj(t) с период T0 = 2π
ω0

и амплитуда Um0
∀Ω0 + Ω2 = 2πk

n , 0 ≤

k ≤ n− 1

Фигура 2.25. Симулация на функцията v oт Mейнхард - Гиерер модела на клетъчна невронна
мрежа
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Научни приноси в дисертационния труд

Приносите в дисертацията условно могат да се разделят на научни и научно-приложни.

1. Научни приноси

(а) Доказано е , че всяко нелинейно диференциално уравнение може да се изследва с

метода на хармоничния баланс.

(б) Изведено е уравнението на хармоничния баланс за нелинейни системи.

(в) Представен е КНМ алгоритъм за изследване на уравнения на реакция дифузуя.

(г) Дефинирани са флуксони от математическа гледна точка.

(д) Моделирано е взаимодействието флуксон- антифлуксон с КНМ.

2. Научно - приложни приноси

(а) Представени са приложения на КНМ в биологията, физиката, механиката, свръх-

проводящите нанотехнологии.

(б) Изучени са решения от тип пътуваща вълна на чстни диференциални уравнения

и на динамични системи.

(в) Изучено е явлението хистерезис в КМН с мемристорни синапси.

(г) Получени са строги математически неравенства за определяне на областта, наре-

чена „ръб на хаоса”.

(д) Изследвана е системата на Мейнхард – Гиерер, като изведени условията при които

се получават Тюрингова и вълнова неустойчивост.

.
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