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Увод

Съществуват три основни типа пазарна структура - монопол, оли-
гопол и свободна конкуренция. При монопола има една фирма на
пазара, липсва конкуренция. Фирмата монопол еднолично избира
количеството стока, което произвежда и продава, както и цената на
тази стока. Монополите са нежелателни, тъй като цените на пред-
лаганите продукти са завишени и в редица държави са обект на ре-
гулация. При свободната конкуренция голям брой независими фир-
ми предлагат на пазара идентична стока. Поради големия брой на
фирмите, никоя от тях не може еднолично да повлияе на пазарните
процеси. Най-разпространената пазарна структура е олигополът -
пазар, в който участват малък брой фирми, конкуриращи се за хо-
могенен (идентичен) продукт. Производственият план на всяка фир-
ма може да повлияе на крайната цена и произведеното количество
на стоката. Изучаването на стратегиите на участниците в пазарна-
та структура, при която действието на всеки участник повлиява на
реакциите на останалите участници, е предмет на теория на игрите.

За изучаване на олигополистичните пазари се използват два
основни модела - йерархичен модел (Stackelberg) и нейерархични
модели (Cournot и Bertrand). При нейерархичните модели фирмите
влизат на пазара едновременно. Cournot (1838) [11] предполага, че
фирмата избира предварително количеството продукция, коeто ще
предложи на пазара. Цената на стоката се определя от общото коли-
чество продукция на пазара и е еднаква за всяка фирма. Bertrand
(1883) [6] предлага модел, в който всяка фирма избира различна
цена за дадена стока. Количеството, което предлага на пазара за-
виси от тази цена. Кой от двата модела да се използва, се определя
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от конкретния пазар след наблюдение. Ако фирмите избират какво
количество да пускат на пазара, се използва модел на Cournot, ако
избират цена - модела на Bertrand.

Най-често обаче фирмите влизат последователно на пазара и
тогава се прилага йерархичния, двустъпков модел на Stackelberg
(1934) [49]. Участниците се конкурират с произведеното количест-
во. Една от фирмите (водещата) първа избира количеството, което
ще предложи на пазара. Впоследствие другата фирма (последова-
телят) оптимизира функцията си на печалба в зависимост от стра-
тегията на лидера. В литературата съществуват и смесени модели
- дуопол на Cournot с два периода [43], пазар с един лидер и N ≥ 2

последователи [45], както и неговата стохастична версия [18].
Математическият апарат, с който се изучават всички тези мо-

дели, е теория на игрите - математическият език на икономиката.
Взаимодействието между двете дисциплини, икономика и матема-
тика, дава тласък на развитието на теория на игрите. Някои от
основните понятия, теореми и методи използвани в теория на иг-
рите, са предложени за първи път от икономисти. Равновесието на
Cournot (1838) е равновесие на Nash (1951) [38] на разгледания от
него модел. Обратна индукция (анализ на играта от края към на-
чалото) е приложена от Stackelberg за изучаването на йерархичния
модел на дуопол. Работата на Friedman (1971) [23] поставя основите
за извеждане на резултати свързани с равновесие по Nash в повта-
рящи се игри.

В тази дисертация са представени, както резултати свързани с
пазарно равновесие, така и резултати в областта на вариационния
анализ, чието изучаване е продиктувано от нуждите на икономи-
ческото моделиране.

В глава 1 се разглежда хомогенен (фирмите на пазара предла-
гат идентична стока) олигопол на Cournot с (−1)-вдлъбната ценова
функция. Много резултати в литературата гарантират съществу-
ването на единствено равновесие на Cournot. Един от първите ре-
зултати е на Murphy et al. (1982) [37], и предполага вдлъбнатост на
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функцията на приходите и изпъкналост на функцията на разходите.
Amir (1996) [3] разглежда модела на Cournot в случая на логарит-
мично вдлъбната ценова функция p(q). Deneckere и Kovenock (1999)
[16], получават съществуване и единственост на равновесие, като
поставят условия директно върху функцията на търсене D(p), ко-
ето съответства на изпъкналост на реципрочната на ценовата фун-
кция 1/p(q). Този резултат е изложен отново в концепцията на ρ-
вдлъбнатост на p(q) в [4]. В последните два резултата, [16] и [4], се
предполага съществуване на непрекъсната производна от втори ред.
Бивдлъбнатост е условие върху обратната функция на търсенето,
което съответства на вдлъбнатост след едновременна параметриза-
ция на цената и количеството. Разглежда се следната фамилия от
трансформации:

φα =

{
xα

α , ако α ̸= 0

ln(x), ако α = 0

Ценовата функция p е (α, β)-бивдлъбната, ако φα◦P ◦φβ
−1 е вдлъб-

ната функция, където φβ
−1 е обратната на φβ. Ewerhart (2014) [21]

използва това понятие, за да анализира модела на Cournot. Теоре-
мата за съществуване в тази статия допуска стойности на α в ин-
тервалa [0, 1] в негладкия случай и в интервала (−∞, 0) в случая на
двукратно диференцируема функция. von Mouche и Quartieri (2013)
[47] въвеждат понятието интегрирана ценова гъвкавост (integrated
price flexibility), като

Lp(y) := y ln(p(y))−
∫
0

y

ln(p(ξ))dξ.

В случая на изпъкнала интегрирана ценова гъвкавост те извеждат
резултати, свързани със съществуване и единственост на равновесие
по Cournot.

(−1)-вдлъбнатостта на ценовата функция съответства на
(−1, 1)-бивдлъбнатост, т.е. на случая α < 0. Доказани са някои
свойства на функцията на печалбата в случай на (−1)-вдлъбнатост
на ценовата функция без да се предполага диференцируемост и се
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доказва теорема за съществуване в негладкия случай със изпъкнала
функция на разходите. Използван е подхода в [47] и [48] за полу-
чаването на просто доказателство на теоремата за единственост в
гладкия случай с (−1)/N -вдлъбната ценова функция и строго из-
пъкнала функция на разходите, където N е броят фирми на пазара,
без да се предполага двукратна диференцируемост. Съществуване
и единственост на равновесието при логаритмично вдлъбната (0-
вдлъбната) ценова функция е следствие на представения тук ре-
зултат. Показано е също, че вдлъбнатата интегрирана ценова гъв-
кавост, предположена в [47] не влече (−1)-вдлъбнатост и обратно.

В основата на модела на Stackelberg за дуопол е двустъпкова-
та оптимизация. Състои се от решаването на две оптимизационни
задачи - на лидера и на последователя. Водещият играч (лидерът)
прави своя избор първи с цел да максимизира печалбата си. Той
трябва да вземе предвид стратегията на втория играч (последова-
тел). Ако играта е кооперативна, предполагаме, че последователят
избира в полза на лидера и се решава така наречената оптимистич-
на двустъпкова задача. Резултати свързани с условия за оптимал-
ност на тези задачи могат да се намерят в [14] и [15]. Ако играта е
некооперативна, лидерът трябва да се предпази от възможно най-
лошата за него ситуация. Глава 2 е посветена на supinf задачите с
ограничения. Едно от приложенията на тези задачи е намиране на
гарантираната печалба, която водещият играч може да си осигури
дори и при най-неизгоден за него ход от страна на последователя.
Тяхната най-обща формулировка е следната

(P ) sup
x∈X

inf
y∈Kx

f(x, y),

където X и Y са напълно регулярни топологични пространства,
f : X × Y → [−∞,∞] е разширена реалнозначна функция, a
K : X ⇒ Y e многозначно изображение с непразни образи. Оче-
видно е, че без допълнителни предположения за функцията f , за
пространствата X и Y , както и за многозначното изображение K,
задачата (P ) може да няма решение. Главната цел на тази глава
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е да се намерят условията, които позволяват пертурбации на фун-
кцията f с подходящи непрекъснати функции по такъв начин, че
задачата (P ) за смутената функция да има решение. Такъв тип ре-
зултати са известни в оптимизацията като вариационни принципи
за съответния клас от задачи.

В литературата са известни повече резултати за вариационни
принципи на функция на една променлива: вариационен принцип на
Ekeland (1974) [20], за полунепрекъснати отдолу функции смутени с
функцията на разстоянието в метрични пространства; вариационен
принцип на Stegall (1978) [46] - за смущения на полунепрекъсна-
ти отдолу функции с линейни непрекъснати функции в Банахови
пространства със свойство на Radon-Nikodym; гладки вариационни
принципи в Банахови пространства на Borwein-Preiss (1987) [7] и
Deville-Godefroy-Zizler (1993) [17]; непрекъснат вариационен прин-
цип в напълно регулярни Хаусдорфови топологични пространст-
ва на Čoban-Kenderov-Revalski (1989) [10] и непрекъснат вариаци-
онен принцип в напълно регулярни топологични пространства на
Kenderov-Revalski (2010) [34].

Резултати за функции на две променливи са получени от
McLinden в [36] (като се използва вариационният принцип на
Ekeland [20]) и в случай на supinf задача без ограничения (т.е. ко-
гато K(x) = Y за всяко x ∈ X) от Kenderov и Revalski в [35].
Вариационни принципи за някои класове оптимизационни задачи с
ограничения са получени от Ioffe et al. в [28].

Както по-горе е отбелязано, supinf задачите имат връзка с иг-
рите от типа "водач-последовател". Пространството от стратегии на
водещия играч е X, а последователят избира от K(x). Печалбата
на лидера се дава от функцията f . Задачата на Stackelberg е частен
случай на supinf задачаите, за които K(x) = argmax {k(x, y), y ∈
Y }, където k е дадена функция.

Глава 3 е посветена на произволни игри в смесени стратегии с
функции на печалба, на които не е наложено условие за непрекъсна-
тост. Нуждата от разглеждане на такъв тип игри е продиктувана от
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задачи за съществуване на равновесие в стандартни икономически
игри. Липсата на равновесие в прости икономически ситуации е за-
белязана още от Edgewoth (1925) [19] в неговата критика на модела
на Bertand за дуопол. Оттук следва, че едно или повече от условия-
та в класическите теореми за съществуване е нарушено. Условията
включват непрекъснатост, квазивдлъбнатост и компактност. Все-
ки играч има изпъкнало и компактно пространство от стратегии
и функция на печалба, която е непрекъсната и квазивдлъбната по
собствената си стратегия.

Започват да се разглеждат игри с по-слабо условие за непре-
къснатост и заедно с квазивдлъбнатостта се установява съществу-
ване на равновесие. Reny (1999) [39], доказва съществуване на рав-
новесие по Nash в чисти стратегии, ако играта е компактна, ква-
зивдлъбната, с осигурена печалба и реципрочно полунепрекъсната
отгоре1. Bagh и Jofre (2006) [5] показват, че условието за реципрочна
полунепрекъснатост отгоре в резултата на Reny може да бъде за-
менено с по-слабото условие на слаба реципрочна полунепрекъсна-
тост отгоре [5]. Allison et al. (2018) [2] получават достатъчно условие
за слаба реципрочна полунепрекъснатост отгоре на игра в смесени
стратегии.

Dasgupta и Maskin (1986) [12], дават две условия, които оси-
гуряват съществуването на равновесие в чисти стратегии за ком-
пактна и квазивдлъбната игра - игра със слабо осигурена печалба
(по-слаба форма на игра с осигурена печалба, Дефиниция 3.2.1) и
полунепрекъснатост отгоре на функцията на печалбата. Carmona
2008 [8] подобрява техния резултат, като въвежда понятието за сла-
ба полунепрекъснатост отгоре и доказва съществуване на равнове-
сие в чисти стратегии, ако играта е квазивдлъбната, компактна, със
слабо осигурена печалба и слабо полунепрекъсната отгоре.

Ако условието за квазивдлъбнатост е нарушено, може да се
1Една игра е с осигурена печалба, ако при дадена обща стратегия x, всеки играч може да

намери стартегия x̂i, при която печалбата му е близо до тази в x дори другите играчи да се
отклонят малко от x. Дадена игра е реципрочно полунепрекъсната отгоре, ако при спадане
на печалбата на един от играчите, печалбата на друг се увеличава.

8



премине към смесени стратегии. Смесените стратегии трансформи-
рат всяка игра в квазивдлъбната игра, [9].

Allison и Lepore (2014) [1], въвеждат понятието за игра със съ-
ответствия във функцията на печалбата с ограничено множество
от общи точки на прекъсване (disjoint payoff matching (DPM), Де-
финиция 3.1.2). Те показват, че дадена игра в смесени стратегии е
с осигурена печалба. Това свойство се доказва, като се разглеждат
характеристиките на играта в чисти стратегии и не се работи с веро-
ятностни мерки. В дисертацията е въведена дефиниция за игра със
слаби съответствия във функцията на печалбата с ограничено мно-
жество от общи точки на прекъсване (weak disjoint payoff matching
(WDPM), Дефиниция 3.2.1). Тя е по-обща от дефиницията за DPM
дадена в [1]. Наистина, всяка игра, която удовлетворява условие-
то за DPM, удовлетворява и условието за WDPM. Доказано е, че
WDPM може да замести условието за слаба осигуреност на печал-
бата при игра в смесени стратегии в резултатите за съществуване
на равновесие на Carmona, [8] и Dasgupta и Maskin, [12].
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Глава 1

Равновесие по Cournot в случая на
(-1)-вдлъбната функция

В настоящата глава се разглежда клас от хомогенни олигополи на
Cournot. Изведени са свойства на функцията на печалбата в случай
на (−1)-вдлъбната ценова функция, които се прилагат за доказване
на съществуване на равновесие в непрекъснатия и недиференциру-
ем случай и единственост в гладкия случай с (−1/N)-вдлъбната
ценова функция, където N е броят фирми на пазара.

1.1
Означения. Предварителни резултати

Модел на олигопол на Cournot е игра с пълна информация, в
която N играчи (фирми), произвеждат хомогенен (идентичен) про-
дукт и се конкурират чрез произведеното от тях количество. Вся-
ка фирма прави разходи ci(xi) за производството на количеството
xi ≥ 0, i = 1, ..., N . Пазарната цена p(x) е функция на общото про-
изводство x1+ ...+xN . Означаваме с X = X1× ...×XN , където Xi е
множеството от стратегии на играча i. Да припомним, че ако играч
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i избира xi ∈ Xi с вероятност 1 казваме, че играе в чиста страте-
гия. Играта е в смесени стратегии, ако е дефинирано вероятност-
но разпределение върху множеството от чисти стратегии на всеки
играч. В настоящата глава разглеждаме само игри в чисти страте-
гии. Означаваме с x−i елемент от множеството X−i =

∏
k∈n,k ̸=iXk,

i = 1, ..., N . Нека Ñ = {1, ..., N}. Тогава печалбата на i-тата фирма
е

fi(xi, x−i) = xip

xi +
∑

j∈Ñ ,j ̸=i

xj

− ci(xi).

Равновесието по Nash за такъв олигопол се нарича равновесие по
Cournot.

Дефиниция 1.1.1 Точка x∗ ∈ X се нарича равновесна по Cournot-
Nash, ако за всяко i ∈ Ñ е изпълнено fi(x

∗) ≥ fi(xi, x
∗
−i) за всяко

xi ∈ Xi.

Означаваме с R>0 множеството от всички положителни числа,
а с R≥0 - множеството от неотрицателните числа. Лявата и дясна
производна на дадена функция бележим с d− и d+. Сума на Nash
е функцията σ : Е → R, където E е множеството от точки на рав-
новесие e = (e1, ..., eN). Tя съпоставя на всяка равновесна точка e

сумата от нейните координати, σ(e) = ΣN
i=1ei. Да припомним, че

дадена функция f с дефиниционно множество M се нарича инек-
тивна, ако от f(m1) ̸= f(m2) следва, че m1 ̸= m2, m1,m2 ∈ M .
Ще представим някои резултати от [47], необходими за нашите раз-
глеждания.

Лема 1.1.2 (von Mouche и Quartieri (2013) [47]) Предполагаме, че
всяка функция на разходите, ci, i ∈ Ñ , е изпъкнала и:

• функцията p има лява и дясна производна във всяка точка
x ∈ R>0;

• d+p(x) ≤ d−p(x) ≤ 0 (за всяко x ∈ R>0);
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• p е строго намаляваща.

Ако съществува повече от една точка на равновесие, тогава 0 не
е точка на равновесие.

Теорема 1.1.3 (von Mouche и Quartieri (2013) [47]) Предполагаме,
че всяка функция на разходите е строго изпъкнала и:

• p е диференцируема отляво и отдясно във всяка точка x ∈
R>0;

• d−p(x) ≤ d+p(x) ≤ 0 (x ∈ R>0).

Тогава сумите на Nash са инективни.

Едно от условията в много резултати за съществуване на рав-
новесие е квазивдлъбнатост.

Дефиниция 1.1.4 Функция f : Ω → R, дефинирана върху изпък-
нало подмножество на линейно пространство се нарича квазив-
длъбната, ако за всяко x1 ∈ Ω, x2 ∈ Ω и λ ∈ [0, 1] e изпълнено
неравенството

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min{f(x1), f(x2)}.

Необходимо и достатъчно условие за квазивдлъбнатост на функция
f , е множеството {x|f(x) ≥ α} да е изпъкнало за всяко α ∈ R.
Следната теорема е класически резултат за съществуване на рав-
новесие в чисти стратегии. Тя е формулирана в [24] като директно
следствие на резултатите на Debreu (1952) [13], Glicksberg (1952)
[26], Fan (1952) [22].

Теорема 1.1.5 (Debreu-Glicksberg-Fan) Разглеждаме игра с N ≥ 2

играчи със стратегии xi ∈ Xi, i = 1, ..., N . Ако:

• Xi, i = 1, ..., N са непразни, компактни, изпъкнали множес-
тва в крайномерни евклидови пространства;
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• всички функции на печалба са непрекъснати върху произведе-
нието X1 × ...×XN ;

• всички функции на печалба са квазивдлъбнати функции на xi
върху Xi, когато всички останали стратегии са фиксирани.

Тогава съществува поне една точка на равновесие в чисти стра-
тегии.

1.2
Обобщена вдлъбнатост на функции

Преходът от квазивдлъбнатост към вдлъбнатост се прави като
се въведе понятието за обобщена вдлъбнатост.

Дефиниция 1.2.1 (Shapiro et al. (2021) [44]) Функция p : Ω →
R>0 дефинирана върху изпъкнало подмножество на линейно
пространство се нарича α-вдлъбната, където α ∈ [−∞,+∞], ако
за всички x, y ∈ Ω и всяко λ ∈ [0, 1] следните неравенства са из-
пълнени:

p(λx+ (1− λ)y) ≥ mα(p(x), p(y), λ),

където mα : R>0 × R>0 × [0, 1] → R се дефинира като:

mα(a, b, λ) :=


aλb1−λ, ако α = 0

max{a, b}, ако α = ∞
min{a, b}, ако α = −∞
(λaα + (1− λ)bα)1/α, в противен случай.

Ако α = 0, функцията е логаритмично вдлъбната, а при α = 1

функцията е вдлъбната. Квазивдлъбнатост се получава при α =

−∞.
От лемата по-долу следва, че всяка функция, която е α-

вдлъбната е и β-вдлъбната за α ≥ β.
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Лема 1.2.2 (Shapiro et al. (2021) [44]) Изображението α →
mα(a, b, λ) е ненамаляващо и непрекъснато.

Ще разглеждаме (−1/n)-вдлъбнатите функции, n ≥ 1:

Дефиниция 1.2.3 Функция p : Ω → R>0 дефинирана върху изпък-
нало подмножество на линейно пространство се нарича (−1/n)-
вдлъбната, n ≥ 1, ако за всяко x, y ∈ Ω и всяко λ ∈ [0, 1] е изпъл-
нено неравенството:

p(λx+ (1− λ)y) ≥ (λ(p(x))−1/n + (1− λ)(p(y))−1/n)−n.

От Лема 1.2.2 следва, че всички вдлъбнати (α = 1) и всички
логаритмично вдлъбнати (α = 0) функции са (−1/n)-вдлъбнати.
Ясно е, че дадена положителна функция p(·) е (−1/n)-вдлъбната
тогава и само тогава, когато функцията 1/p(·)1/n е изпъкнала.

Дефиниция 1.2.4 Функция f : Ω → R дефинирана върху изпъкна-
ло подмножество на линейно пространство се нарича средноточ-
ково изпъкнала (вдлъбната), ако за всяко x1, x2 ∈ Ω е изпълнено

f

(
x1 + x2

2

)
≤ (≥)

f(x1) + f(x2)

2
.

Теорема 1.2.5 (Jensen (1905) [29]) Ако функция p(·) е непрекъс-
ната и средноточково изпъкнала (вдлъбната), тя е изпъкнала
(вдлъбната).

От Теорема 1.2.5 следва, че една непрекъсната функция е из-
пъкнала (вдлъбната) тогава и само тогава, когато е средноточково
изпъкнала (вдлъбната).

Теорема 1.2.6 Нека функцията p : R≥0 → R>0 е строго намаля-
ваща, непрекъсната и (−1/n)-вдлъбната, n ≥ 1 и нека k ≥ 0. Ако
функцията xp(x + k)1/n е строго растяща в интервал Ω ⫅ R≥0,
то тя е xp(x+ k)1/n е строго вдлъбната в същия интервал.
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Доказателство. Да допуснем, че x [p(x+ k)]1/n не е строго сред-
ноточково вдлъбната в интервала, където е строго растяща, т.е. съ-
ществуват x1, x2 ∈ Ω, x1 < x2 такива, че

x1 [p(x1 + k)]1/n < x2 [p(x2 + k)]1/n (1.1)
x1 + x2

2

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
≤

x1 [p(x1 + k)]1/n + x2 [p(x2 + k)]1/n

2
. (1.2)

Функцията p е непрекъсната и (−1/n)-вдлъбната, следователно
1/[p(x+ k)]1/n, k ≥ 0 е изпъкнала и средноточково изпъкнала.
Получаваме

1[
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n ≤ 1

2

(
1

[p(x1 + k)]1/n
+

1

[p(x2 + k)]1/n

)
.

Следователно,[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
≥ 2 [p(x1 + k)]1/n [p(x2 + k)]1/n

[p(x1 + k)]1/n + [p(x2 + k)]1/n
. (1.3)

От (1.2) и (1.3), получаваме

x1 + x2
2

2 [p(x1 + k)]1/n [p(x2 + k)]1/n

[p(x1 + k)]1/n + [p(x2 + k)]1/n
≤

x1 [p(x1 + k)]1/n + x2 [p(x2 + k)]1/n

2
,

откъдето следва

2(x1 + x2) [p(x1 + k)]1/n [p(x2 + k)]1/n ≤

x1[p(x1+k)]2/n+x2[p(x2+k)]2/n+(x1+x2)[p(x1+k)]1/n[p(x2+k)]1/n,

(x1+x2)[p(x1+k)]1/n[p(x2+k)]1/n ≤ x1[p(x1+k)]2/n+x2[p(x2+k)]2/n,

или
x1([p(x1 + k)]2/n − [p(x1 + k)]1/n[p(x2 + k)]1/n) ≥
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x2([p(x2 + k)]1/n([p(x2 + k)]1/n − [p(x2 + k)]2/n).

Разделяме на [p(x1 + k)]1/n − [p(x2 + k)]1/n > 0 (неравенството е
строго от предположението, че p e строго намаляваща функция) и
получаваме

x1[p(x1 + k)]1/n ≥ x2[p(x2 + k)]1/n.

Последното неравенство е в противоречие с (1.1). □

Теорема 1.2.7 Нека p : R≥0 → R>0 е строго намаляваща, непре-
късната и (−1/n)-вдлъбната функция, n ≥ 1 и нека k ≥ 0. Тогава,
ако функцията xp(x+ k)1/n има екстремум по-голям от 0, той е
глобален максимум.

Доказателство. Първо ще докажем, че xp(x+ k)1/n не притежава
локален минимум x∗ > 0 такъв, че x∗p(x∗ + k)1/n ≤ xp(x + k)1/n,
където x е в малка околност на x∗ и неравенството е строго поне
за x > x∗ или x < x∗. Предполагаме, че x∗ = (x1 + x2)/2 е локален
минимум и x1, x2 > 0 са такива, че

x1 + x2
2

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
< [p(x1 + k)]1/nx1, (1.4)

x1 + x2
2

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
≤ p(x2 + k)1/nx2. (1.5)

От (1.4), получаваме

(x1 + x2)

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
< 2[p(x1 + k)]1/nx1 | : x2 > 0

(
x1
x2

+ 1

)[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
< 2

x1
x2

[p(x1 + k)]1/n

0 <

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
<

x1
x2

(
2p(x1 + k)1/n −

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n)
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и

x1
x2

>
[p(x1+x2

2 + k)]1/n

2[p(x1 + k)]1/n −
[
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n . (1.6)

От (1.5) имаме, че

x1
x2

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
≤ 2[p(x2 + k)]1/n −

[
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
,

0 <
x1
x2

≤
2[p(x2 + k)]1/n −

[
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n[

p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n . (1.7)

От (1.6) и (1.7): [
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n

2[p(x1 + k)]1/n −
[
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n <

2[p(x2 + k)]1/n −
[
p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n[

p
(
x1+x2

2 + k
)]1/n

или [
p

(
x1 + x2

2
+ k

)]1/n
<

2[p(x1 + k)]1/n[p(x2 + k)]1/n

[p(x1 + k)]1/n + [p(x2 + k)]1/n
.

Последното неравенство е в противоречие с (1.3).
Ако xp(x + k)1/n е намаляваща в околност на x = 0 за x > 0, ще
бъде намаляваща за всяко x > 0, тъй като в противен случай ще е
налице локален минимум. Ако xp(x+k)1/n е растяща около 0 и има
локален максимум x∗, xp(x + k)1/n, ще бъде намаляваща за всяко
x > x∗ и x∗ е глобален максимум. □

Следствие 1.2.8 Нека p : R≥0 → R>0 е строго намаляваща, неп-
рекъсната и (−1/n)-вдлъбната функция, n ≥ 1, k ≥ 0 и нека c :
R≥0 → R≥0 е изпъкнала и растяща функция. Тогава функцията
xp(x+ k)1/n − c(x) е квазивдлъбната.
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Доказателство. От доказателството на Теорема 1.2.7 и от Теорема
1.2.6 следва, че за g(x) := xp(x+k)1/n− c(x) има три възможности:

• g е намаляваща за всяко x ∈ R≥0;

• g е растяща и следователно вдлъбната за всяко x ∈ R≥0;

• съществува x̂, такова, че g е вдлъбната за x ∈ [0, x̂] и намаля-
ваща за x ≥ x̂;

Следователно {x|g(x) ≥ α} е изпъкнало множество за всяко α ∈
R≥0 и g е квазивдлъбната функция. □

Да забележим, че съществуването на лява и дясна производна
във всяка точка от R>0 за положителна (-1)-вдлъбната функция p

следва от това, че нейната реципрочна 1/p е изпъкнала и от свойс-
твата на изпъкналите функции.

Следствие 1.2.9 Нека p : R≥0 → R>0 е строго намаляваща, неп-
рекъсната и (−1/n)-вдлъбната функция, n ≥ 1. Ако 0 ≤ x1 < x2,
k ≥ 0, 1 ≤ s ≤ n, тогава от x2d

−p(x2 + k) + sp(x2 + k) > 0, следва
че x1d

+p(x1 + k) + sp(x1 + k) > x2d
−p(x2 + k) + sp(x2 + k).

Доказателство. Ако p е (−1/n)-вдлъбната, тя е и (−1/s)-
вдлъбната за 1 ≤ s ≤ n съгласно Лема 1.2.2. От Теорема 1.2.6
и Теорема 1.2.7, следва, че ако има интервал, в който функцията
xp(x + k)1/s е растяща, той е единствен и неговата лява граница е
0. Нещо повече, функцията xp(x + k)1/s е строго вдлъбната в този
интервал. Следователно, ако 0 < x1 ≤ x2, k ≥ 0, то

d−(x2p(x2 + k)1/s) > 0

⇕
x2d

−p(x2 + k) + sp(x2 + k)

s
p(x2 + k)1/s−1 > 0,

което е
x2d

−p(x2 + k) + sp(x2 + k) > 0,
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откъдето следва, че

d+(xp(x+ k)1/s)(x1) > d−(xp(x+ k)1/s)(x2),

или
[p(x1 + k)]1/s−1x1d

+p(x1 + k) + sp(x1 + k)

s
>

p(x2 + k)1/s−1x2d
−p(x2 + k) + sp(x2 + k)

s
.

Tъй като p(x) е строго намаляваща и s ≥ 1, имаме

[p(x1 + k)]1/s−1 ≤ [p(x2 + k)]1/s−1

и

x1d
+p(x1 + k) + sp(x1 + k) > x2d

−p(x2 + k) + sp(x2 + k),

което трябваше да се докаже. □

1.3
Съществуване и единственост на равновесие

Теорема 1.3.1 Нека всяка функция на разходите ci : R≥0 → R≥0,
i ∈ Ñ , е непрекъсната, изпъкнала и строго растяща, а p : R≥0 →
R>0 е строго намаляваща, непрекъсната и (−1)-вдлъбната функ-
ция. Tогава съществува поне една точка на равновесие по Cournot-
Nash.

Доказателство. От Следствие 1.2.8 следва, че xip(xi + k)− ci(xi)

е квазивдлъбната функция. Тъй като p е положителна, (−1)-
вдлъбната и намаляваща ⇒ 1/p е положителна, изпъкнала и рас-
тяща, следователно за всяко x0i ≥ 0 съществува допирателна права
a(x0i )xi + b(x0i ) такава, че: 1/p(xi) ≥ a(x0i )xi + b(x0i ). Равенство има-
ме при xi = x0i . От това, че функцията 1/p е положителна и строго
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растяща следва a(x0i ) ≥ 0, a(x0i )xi + b(x0i ) > 0 за всяко x ≥ x0i .
Допълнително, съществува x̄i

0 такова, че a(x̄i
0) > 0, Тогава

lim sup
xi→∞

xip(xi + k)− ci(xi) ≤ lim sup
xi→∞

xip(xi)− ci(xi) ≤

lim
xi→∞

xi
1

a(x̄i
0)xi + b(x̄i

0)
− ci(xi) = −∞.

Следователно съществува Ai ∈ R≥0 такова, че: xip(xi+k)−ci(xi) ≤
−ci(0) за всяко xi ≥ Ai и ефективната стратегия на всяка фирма се
съдържа в интервала [0, Ai].
Условията на Теорема 1.1.5 са изпълнени и следователно съществу-
ва поне една точка на равновесие по Cournot-Nash. □

Теорема 1.3.2 Предполагаме, че всяка функция на разходите ci :

R≥0 → R≥0, i ∈ Ñ е строго изпъкнала и растяща, а p : R≥0 → R>0

е строго намаляваща, непрекъсната и (−1/N)-вдлъбната функ-
ция, N ≥ 2. Тогава сумите на Nash σ са константни.

Доказателство. От това, че p е (−1)-вдлъбната следва, че 1/p е
изпъкнала и за x ∈ R>0

d−
1

p(x)
≤ d+

1

p(x)
⇒ d−p(x) ≥ d+p(x).

От тук следва, че направените предположения в Лема 1.1.2 са из-
пълнени.
Както и в доказателството на Теорема 2 в [47], предполагаме, че a

и b са точки на равновесие такива, че

xa =
∑
l∈Ñ

al <
∑
l∈Ñ

bl = xb.

Нека J = {l ∈ Ñ |al < bl}, x̃a =
∑

l∈J al, x̃b =
∑

l∈J bl. Означаваме
с s - сумата на елементите на J , s := |J |, при това 1 ≤ s ≤ n,
xa > 0 (Лема 1.1.2) xb > 0, bi > 0, i ∈ J , x̃a ≤ xa, x̃b ≤ xb, x̃a < x̃b,
x̃b − x̃a ≥ xb − xa.
Тъй като a и b са точки на равновесие, за i ∈ J получаваме

d+p(xa)ai + p(xa)− d+ci(ai) ≤ 0 ≤ d−p(xb)bi + p(xb)− d−ci(bi),
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или
d+p(xa)x̃a + sp(xa)−

∑
i∈J

d+ci(ai) ≤ 0 ≤

d−p(xb)x̃b + sp(xb)−
∑
i∈J

d−ci(bi).

От строгата изпъкналост на функцията ci и от ai < bi, за i ∈ J ,
следва, че d+ci(ai) < d−ci(bi), за i ∈ J . След сумиране по i ∈ J

получаваме
−
∑
i∈J

d+ci(ai) > −
∑
i∈J

d−ci(bi),

откъдето следва неравенството:

d+p(xa)x̃a + sp(xa) ≤ 0 < d−p(xb)x̃b + sp(xb). (1.8)

Разглеждаме точките x1 := xa − (xb − x̃b) ≥ 0, x2 := x̃b > 0. Тъй
като x1 < x2 и k := xb − x̃b > 0, от Следствие 1.2.9 имаме, че

(xa − (xb − x̃b))d
+p(xa) + sp(xa) > x̃bd

−p(xb) + sp(xb) ≥ 0,

От x̃b − x̃a ≥ xb − xa следва, че xa − (xb − x̃b) ≥ x̃a. Функцията p е
строго намаляваща, следователно

x̃ad
+p(xa) ≥ (xa − (xb − x̃b))d

+p(xa),

x̃ad
+p(xa) + sp(xa) > x̃bd

−p(xb) + sp(xb).

Последното неравенство е в противоречие с (1.8). □

Следствие 1.3.3 Предполагаме, че всяка функция на разходите
ci : R≥0 → R≥0, i ∈ Ñ е непрекъсната, строго изпъкнала и растя-
ща, а p : R≥0 → R>0 е строго намаляваща, непрекъсната, диферен-
цируема, (−1/N)-вдлъбната функция. Тогава съществува единст-
вена точка на равновесие.

Доказателство. Директно следствие е от Теорема 1.1.3, Теорема
1.3.2 и Теорема 1.3.1. □
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Както отбелязахме в увода, този резултат не е еквивалентен
на резултата, представен в [47]. Като пример за функция, която е
(−1)-вдлъбнатa, но не е с изпъкнала интегрирана ценова гъвкавост
за всяко x ∈ R може да се посочи функцията p(x) = 1

(x+30) ln(x+1.1) .
В този случай функцията на печалбата е квазивдлъбната (но не
е вдлъбната). Като пример за функция, която e с изпъкнала ин-
тегрирана гъвкавост, но не е (−1)-вдлъбната, може да се посочи
функцията (x + 1)α, 0 < α < 1. По тази причина Теорема 1.3.2
и Следствие 1.3.3 не са следствие, нито обобщение на резултати-
те в [47]. В Tеоремата 3.3 за съществуване на равновесие в [21] се
предполага, че функциите на приходи и разходи са два пъти ди-
ференцируеми, а представената тук Теорема 1.3.1 за съществуване
включва негладки в общия случай функции.
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Глава 2

Смущения на supinf задачи с
ограничения

В глава 2 изследваме вариационни принципи на inf и supinf задачи
с ограничения. Разглежданите функции са дефинирани в напълно
регулярни топологични пространства. Едно топологично простран-
ство X се нарича напълно регулярно, ако за всяко затворено мно-
жество C ∈ X и всяка точка x ∈ X\C съществува непрекъсната
функция f : X → [0, 1] такава, че f(x) = 0 и f(y) = 1 за всяко
y ∈ C.

2.1
Предварителни резултати

Разглеждаме следната supinf задача с ограничения

(P ) sup
x∈X

inf
y∈K(x)

f(x, y),

където X и Y са напълно регулярни топологични пространства,
f : X × Y → [−∞,∞] е разширена реалнозначна функция и K :

X ⇒ Y е многозначно изображение с непразни образи. Решение на
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задачата (P ) се нарича всяка двойка (x0, y0) ∈ X × Y такава, че
y0 ∈ K(x0) и:

f(x0, y0) = inf
y∈K(x0)

f(x0, y) = sup
x∈X

inf
y∈K(x)

f(x, y).

В тази глава изследваме при какви условия задачата (P ) е коректно
поставена. Преди да въведем понятието коректно поставена supinf
задача, нека да припомним, че задачата да се минимизира функ-
цията h : Z → R ∪ {+∞}, където Z е топологично пространст-
во, се нарича коректно поставена, ако съществува единствено ре-
шение z0 ∈ Z и всяка минимизираща редица (zn) (т.е. такава, че
h(zn) → h(z0)) е сходяща към z0. Еквивалентно, всяка минимизи-
раща редица на h клони към единствения минимум на h върху Z.
Аналогично, за дадена функция h : Z → R ∪ {−∞} съответната
максимизационна задача е коректно поставена, ако минимизацион-
ната задача за −h е коректно поставена.

Дефиниция 2.1.1 (Kenderov и Lucchetti (1996) [33]) Задачата
(P ) се нарича sup-коректно поставена, ако задачта да се макси-
мизира v(·) := inf

y∈K(·)
f(·, y) върху X е sup-коректно поставена.

Като аналог на минимизираща редица се въвежда понятието
оптимизираща редица за задачата (P ):

Дефиниция 2.1.2 (Kenderov и Lucchetti (1996) [33]) Редицата
(xn, yn) ∈ X × Y се нарича оптимизираща за (P ), ако:

1. yn ∈ (Kxn) за всяко n;

2. v(xn) → vf := sup
x∈X

inf
y∈K(x)

f(x, y);

3. f(xn, yn) → vf .

Дефиниция 2.1.3 (Kenderov и Lucchetti (1996) [33]) Задачата
(P ) се нарича коректно поставена, ако (P ) има единствено реше-
ние (x0, y0) и всяка оптимизираща за (P ) редица клони към него.
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Ще изследваме при какви условия задачата (P ) е коректно
поставена в случай, че стойността и́ vf е крайна. Очевидно е, че
ако (P ) е коректно поставена задача с единствено решение (x0, y0),
то (P ) е sup-коректно поставена с единствено решение x0. Обрат-
ното, в общия случай, не е вярно, както се вижда от следните два
примера. Нека f(x, y) := x− |y|.

Пример 2.1.4

sup
x∈[0,1]

inf
y∈(−1,1)

(x− |y|) = sup
x∈[0,1]

(x− 1) = 0,

Задачата е sup-коректно поставена с единствено решение x0 = 1 и
стойност vf = 0, но няма точка (x0, y0), такава, че f(x0, y0) = 0.

Пример 2.1.5

sup
x∈[0,1]

inf
y∈[−1,1]

(x− |y|) = sup
x∈[0,1]

(x− 1) = 0,

Задачата е sup-коректно поставена с единствено решение x0 = 1,
но не е коректно поставена, тъй като има две решения (0, 1) и
(0,−1).

Ще припомним дефинициите за полунепрекъснатост отдолу и
отгоре на многозначно изображение и ще продължим с лема, коя-
то гарантира полунепрекъснатост отгоре на v(·) = inf{f(·, y), y ∈
K(·)} при някои предположения за непрекъснатост на f и K.

Дефиниция 2.1.6 Многозначно изображение K : X ⇒ Y се на-
рича полунепрекъснато отдолу в x ∈ X, ако за всяко V ⊂ Y , което
е отворено и такова, че K(x)∩V ̸= ∅, съществува отворена окол-
ност U на x такава, че за всяко x′ ∈ U , K(x′) ∩ V ̸= ∅.

Изображението K се нарича полунепрекъснато отдолу, ако е
полунепрекъснато във всяка точка от X.
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Дефиниция 2.1.7 Многозначно изображение K : X ⇒ Y се на-
рича полунепрекъснато отгоре в x ∈ X, ако за всяко V ⊂ Y , което
е отворено и такова, че K(x) ⊂ V , съществува отворена околност
U на x такава, че за всяко x′ ∈ U , K(x′) ⊂ V .

Изображението K се нарича полунепрекъснато отгоре, ако е
полунепрекъснато във всяка точка от X.

Нека f : Z → [−∞,∞] e разширена реалнозначна функция,
тогава dom(f) := {z ∈ Z : f(z) ∈ R}. Функцията f се нарича
собствена, ако dom(f) е непразно множество. Следният резултат
е добре известен, но тук ще представим негово доказателство за
пълнота на изложението.

Лема 2.1.8 Нека f : X × Y → [−∞,+∞] е полунепрекъсната
отгоре функция, за която dom f ̸= ∅ и нека K : X ⇒ Y е
полунепрекъснато отдолу изображение с непразни образи. Тогава
v(·) = inf{f(·, y), y ∈ K(·)} е полунепрекъсната отгоре функция в
X.

Доказателство. Избираме x0 ∈ X и t ∈ R такива, че v(x0) =

infy∈K(x0) f(x0, y) < t. Тогава, за някое y0 ∈ K(x0) е изпълнено
f(x0, y0) < t. Тъй като f е полунепрекъсната отгоре в (x0, y0),
съществуват отворени околности U на x0 и V на y0 такива, че
f(x, y) < t за всяко (x, y) ∈ U × V . От y0 ∈ K(x0) ∩ V и полу-
непрекъснатостта на K в x0, U може да бъде избрано по такъв
начин, че K(x) ∩ V ̸= ∅ за всяко x ∈ U . И сега, ако x ∈ U , нека да
вземем yx ∈ K(x) ∩ V . Tогава получаваме,

v(x) = inf
y∈K(x)

f(x, y) ≤ f(x, yx) < t,

откъдето следва, че v(·) е полунепрекъсната отгоре в X. □
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2.2
Вариационен принцип за inf задачи с ограничения
и негово приложение във вариационния принцип
на Ekeland и Теоремата на Caristi

Нека Z е напълно регулярно топологично пространство. Озна-
чаваме с C(Z) пространството от всички непрекъснати, ограничени,
реалнозначни функции дефинирани върху Z. Пространството C(Z)

с равномерната норма ||g||Z,∞ := sup{|g(z)| : z ∈ Z}, g ∈ C(Z), е
реално банахово пространство.

Ще докажем един вариационен принцип за inf задачи с ограни-
чения, който по-късно ще използваме. Показваме, че с него могат
да бъдат доказани вариационния принциип на Ekeland и Теоремата
на Caristi в пълни метрични пространства. Нека първо формулира-
ме вариационен принцип за inf задачи без ограничения в напълно
регулярни топологични пространства.

Лема 2.2.1 (Kenderov и Revalski (2010) [34]) Нека h : Z → R ∪
{+∞} е собствена полунепрекъсната и ограничена отдолу функ-
ция, дефинирана в напълно регулярно топологично пространство
Z. Нека z0 ∈ dom(h) и ε > 0 са такива, че h(z0) < infZ h + ε. То-
гава, съществува непрекъсната ограничена функция g : Z → R≥0,
g(z0) = 0, ||g||Z,∞ ≤ ε такава, че функцията h + g достига ми-
нимума си върху Z в z0. Допълнително, g може да бъде избрана
такава, че ||g||Z,∞ = h(z0)− infZ h.

Да отбележим, че в лемата по-горе става дума за оптимиза-
ция без ограничения, т.е. когато се търси минимум върху цялото
пространство Z. Ще докажем вариант на този резултат в случая на
оптимизация с ограничения, т.е. когато търсеният минимум е върху
подмножество на Z.
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Лема 2.2.2 Нека h : Z → (−∞,+∞] е собствена и полунепре-
късната отдолу функция, дефинирана в напълно регулярно то-
пологично пространство Z. Нека A е затворено подмножество
на Z, A ∩ dom(h) ̸= ∅ и h е ограничена отдолу върху A. Ако
z0 ∈ A∩dom(h) и ε > 0 са такива, че h(z0) < infА h+ ε, то същес-
твува непрекъсната ограничена функция g : Z → R≥0, g(z0) = 0,
||g||Z,∞ ≤ ε такава, че функцията h + g достига минимума си
върху А в z0. Допълнително, g може да бъде избрана такава, че
||g||Z,∞ = h(z0)− infA h.

Доказателство. Дефинираме h′ : Z → R ∪ {+∞} като

h′(y) :=

{
h(z), ако z ∈ A,

+∞, в противен случай.
Може лесно да се провери, че функцията h′ е собствена и по-

лунепрекъсната отдолу и infZ h′ = infA h′ = infA h. От тук следва,
че h′ е ограничена отдолу върху Z и h′(z0) < infZ h′ + ε. Прилага-
ме Лема 2.2.1 за функцията h′ и точката z0 и получаваме функция
g ∈ C(Z), за която е в сила заключението на лемата. □

Всяко метрично пространство е напълно регулярно топологич-
но пространство относно топологията породена от метриката в това
пространство. С помощта на Лема 2.2.2 ще докажем два резултата в
пълни метрични пространства - Теоремата на Caristi за неподвижна
точка и вариационния принцип на Ekeland.

Теорема 2.2.3 Нека (X, d) е пълно метрично пространство и f :

X → R∪{+∞} е собствена полунепрекъсната и ограничена отдолу
функция. Тогава

а) (Теорема на Caristi за неподвижна точка) ако T : X → X е
изображение, което се доминира от функцията f , т.е. удов-
летворява условието

d(x, Tx) ≤ f(x)− f(Tx), за всяко x ∈ X,

то T има неподвижна точка;
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б) (Вариационен принцип на Ekeland) за произволно ε > 0 и x0 ∈
dom f съществува v ∈ X такова, че:

f(v) ≤ f(x0)− εd(x0, v)

и за всяко x ̸= v,

f(v) < f(x) + εd(v, x).

Доказателство. Разглеждаме многозначното изображение
S : X ⇒ X дефинирано като

S(x) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ f(x)− f(y)}.

Очевидно x ∈ S(x) и следователно S(x) ̸= ∅ за всяко x ∈ X. От
y ∈ S(x) следва, че f(y) ≤ f(x). Нека вземем произволно y ∈ S(x) и
z ∈ S(y). Тогава d(y, z) ≤ f(y)−f(z) и следователно f(z) ≤ f(y) ≤
f(x). От неравенството на триъгълника

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ≤ f(x)− f(y) + f(y)− f(z) = f(x)− f(z),

т.е. z ∈ S(x) и S(S(x)) ⊆ S(x).
Ще построим редица (xn)n в X индуктивно, започвайки от точка
x0 ∈ dom f . Предполагаме, че xn е намерена и избираме xn+1 ∈
S(xn) такава, че

f(xn+1) < inf
z∈S(xn)

f(z) +
1

n
, n ∈ N.

Функцията f е полунепрекъсната отдолу и следователно S(xn)

са затворени множества за всяко n ∈ N. Допълнително, f е огра-
ничена отдолу върху S(xn), тъй като е ограничена върху цялото
пространство X и S(xn) ⊆ dom f , защото x0 ∈ dom f . Условията
на Лема 2.2.2 за функцията f върху множеството A := S(xn), точ-
ката z0 := xn+1 и ε := 1/n са изпълнени. Следователно съществува
непрекъсната функция gn : X → R≥0, gn(xn+1) = 0 такава, че

f(xn+1) ≤ f(y) + gn(y), за всяко y ∈ S(xn),
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||gn||X,∞ ≤ 1

n
.

Ще докажем, че множествата S(xn) = {y ∈ X : d(xn, y) ≤
f(xn)− f(y)} имат диаметър, клонящ към 0 при n → ∞. За произ-
волно y ∈ S(xn+1) ⊂ S(xn) имаме, че:

d(xn+1, y) + f(y) ≤ f(xn+1) ≤ f(y) + gn(y),

т.е. d(xn+1, y) ≤ gn(y) за y ∈ S(xn+1). Тогава

sup
y∈S(xn+1)

d(xn+1, y) ≤ sup
y∈S(xn+1)

gn(y) ≤ sup
y∈X

gn(y) ≤
1

n
,

diam(S(xn+1)) ≤
2

n
→ 0.

Следователно {S(xn)} е редица от вложени едно в друго затворени
множества

S(x0) ⊇ S(x1) ⊇ ... ⊇ S(xn) ⊇ ...

с диаметър, клонящ към 0 при n → ∞. От теоремата на Cantor
за вложени затворени множества в пълни метрични пространства
следва

∞⋂
n=0

S(xn) = {v},

т.е. сечението съдържа единствена точка. Тогава от v ∈ S(xn), за
всяко n, следва, че S(v) ⊆ S(xn), за всяко n. Тъй като

v ∈ S(v) ⊆
∞⋂
n=0

S(xn) = {v},

получаваме S(v) = {v}.
За да докажем а) забелязваме, че от d(x, Tx) ≤ f(x) − f(Tx)

за всяко x ∈ X, следва, че T (x) ∈ S(x), за всяко x ∈ X. Полагаме
x = v и T (v) = v.

За да докажем б) прилагаме получения резултат за функцията
f върху метричното пространство (X, d′), където d′(x, y) = εd(x, y),
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x ∈ X, y ∈ X. От v ∈ S(x0), следва f(v) ≤ f(x0) − εd(x0, v). Тъй
като единствената точка, която принадлежи на образа на S(v) е v,
то за всяко x ̸= v имаме f(v) < f(x) + εd(v, x).

□

2.3
Вариационни принципи за supinf задачи
с ограничения

Ще разгледаме основния в тази глава въпрос за намирането на
условия, при които след смущение на дадена функция на две про-
менливи с непрекъсната функция, supinf задачата (P ) за смутена
функция има решение. Оттук нататък ще приемем, че функцията
f : X × Y → [−∞,+∞] и изображението K : X ⇒ Y удовлетворя-
ват следните предположения.

(П1) f : X × Y → [−∞,+∞] е полунепрекъснaта отгоре за (x, y) ∈
X × Y ;

(П2) K : X ⇒ Y е полунепрекъснато отдолу в X многозначно
изображение със затворени непразни образи;

(П3) функцията v(·) := infy∈K(·) f(·, y) е ограничена отгоре в X и е
собствена като функция със стойности в R ∪ {−∞};

(П4) за всяко x ∈ X функцията f(x, ·) е полунепрекъсната отдолу
в Y .

Да отбележим, че от (П3) следва, че стойността vf на supinf
задачата (P ) е крайна. Предположенията П3 и П4 са разгледани в
[35] в случая, когато K(x) = Y за всяко x ∈ X.

Първо ще докажем вариационен принцип за supinf задачи с
ограничения. Той показва, че можем да направим произволно мал-
ко смущение на функция на две променливи, която заедно с изоб-
ражението K удовлетворява предположенията (П1)-(П4), по такъв
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начин, че supinf задачата да има решение за смутената функция.
Разглежданото смущение е разлика на непрекъснати функции, де-
финирани съответно в Y и X. Доказателството следва това на Твър-
дение 2.6 от [35], където разгледаният случай е без ограничения.

Теорема 2.3.1 Нека f : X × Y → [−∞,+∞] е функция, която
заедно с многозначното изображение K удовлетворява предполо-
женията от (П1) до (П4). Нека ε > 0 и x0 ∈ X са такива, че
v(x0) > supx∈X v(x) − ε и нека δ > 0 и y0 ∈ K(x0) са такива, че
f(x0, y0) < infy∈K(x0) f(x0, y) + δ. Тогава, съществуват непрекъс-
нати ограничени функции q : X → R≥0 и p : Y → R≥0, такива,
че

q(x0) = p(y0) = 0, ||q||X,∞ ≤ ε, ||p||Y,∞ ≤ δ

и supinf задачата

sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x) + p(y)}

има решение (x0, y0).

Доказателство. Разглеждаме функцията v(x) = infy∈K(x) f(x, y),
x ∈ X. От предположенията на теоремата следва, че тя е собствена
като функция със стойности в R∪{−∞}, ограничена отгоре (пред-
положение (П3)) и полунепрекъсната отгоре (Лема 2.1.8) функция.
Тогава от Лема 2.2.1, приложена за функцията −v(·) и точката x0,
съществува непрекъсната и ограничена функция q : X → R≥0 та-
кава, че q(x0) = 0, ||q||X,∞ ≤ ε и функцията v(·) − q(·) достига
максимума си в X в x0.
От предположение (П3) (v е собствена като функция със стой-
ности в R ∪ {−∞} и ограничена отгоре) следва, че v(x0) =

infy∈K(x0) f(x0, y) е крайно число. Оттук, f(x0, ·) е ограничена отдо-
лу в K(x0), собствена, и от (П4) полунепрекъсната отдолу функция
в Y такава, че K(x0) ∩ dom(f(x0, ·)) ̸= ∅. Тогава, тъй като K(x0) е
затворено множество в Y , от Лема 2.2.2, приложена за функцията
f(x0, ·), точката y0 и множеството K(x0), съществува непрекъсната
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ограничена функция p : Y → R≥0 такава, че p(y0) = 0, ||p||Y,∞ ≤ ε

и функцията f(x0, ·)+p(·) достига минимума си в K(x0) в y0. Освен
това, ||p||Y,∞ = f(x0, y0)− infy∈K(x0) f(x0, y) =: c ≥ 0.
Избираме произволно x ∈ X и го фиксираме. За получениете по-
горе функции имаме, че

infy∈K(x){f(x, y)− q(x) + p(y)} − c =

infy∈K(x){f(x, y) + p(y)− c} − q(x) ≤
infy∈K(x) f(x, y)− q(x) = v(x)− q(x) ≤
v(x0)− q(x0) = v(x0),

като последното неравенство е изпълнено, защото v(·)−q(·) достига
максимума си в X в x0 и поради това, че q(x0) = 0.
От веригата неравенства и дефиницията на константата c получа-
ваме за всяко x ∈ X, че

infy∈K(x){f(x, y)− q(x) + p(y)} ≤ v(x0) + c =

infy∈K(x0) f(x0, y) + c = f(x0, y0) =

f(x0, y0) + p(y0) = infy∈K(x0){f(x0, y) + p(y)} =

infy∈K(x0){f(x0, y)− q(x0) + p(y)},

като използваме факта, че функцията f(x0, ·) + p(·) достига мини-
мума си върху K(х0) в y0 и q(x0) = p(y0) = 0.
От двете вериги неравенства и равенства следва, че (x0, y0) е реше-
ние на supinf задачата за функцията f(x, y) − q(x) + p(y), (x, y) ∈
X × Y , и изображението K, което трябваше да се докаже. □

Илюстрираме Теорема 2.3.1 със следния пример, в който нами-
раме функциите q и p експлицитно.

Пример 2.3.2 Нека f : R2 → R е дефинирана като f(x, y) =

−|x − y|, X = (0, 1], Y = [0, 1] и K(x) = {0 ≤ y ≤ x}. Функ-
цията f заедно с изображението K удовлетворяват предположе-
нията (П1)-(П4). От v(x) = infy∈K(x){−|x − y|} = −x следва, че
supx∈X v(x) = supx∈X(−x) = 0. Нека 0 < y0 < δ < x0 < ε < 1,
тогава y0 ∈ K(x0), v(x0) > supx∈X v(x) − ε. За стойността на
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f в точката (x0, y0) получаваме f(x0, y0) = y0 − x0 < δ − x0 =

infy∈K(x0) f(x0, y) + δ.
Ще построим функциите на смущение така, както е направе-
но в доказателството на Лема 2.1 в [34]. Нека γ := f(x0, y0) −
infy∈K(x0) f(x0, y) = y0−x0+x0 = y0. За функцията p разглеждаме
множествата

Pn := {y ∈ K(x0) : f(x0, y) ≤ inf
y∈K(x0)

f(x0, y) + γ − γ

2n
, n ≥ 1},

т.е.
Pn = {0 ≤ y ≤ x0 : y ≤ y0 −

y0
2n

, n ≥ 1}.

Всяко множество Pn е непразно, затворено и y0 /∈ Pn, за всяко
n ≥ 1, и освен това

P1 ⊂ P2 ⊂ ... ⊂ Pn ⊂ ... n ≥ 1.

От доказателството на Лема 2.1 в [34] и от Лема 2.2.2 следва,
че търсената функция на смущение е

p(y) := y0

∞∑
n=1

1

2n
pn(y),

където pn : Y → [0, 1] са непрекъснати функции такива, че
pn(y0) = 0 и pn|Pn

≡ 1. Като използваме метриката в даденото
пространство, можем построим функциите pn по следния начин

pn(y) :=
d(y0, y)

d(y0, y) + d(y, Pn)
, n ≥ 1,

където d(y, Pn) = inf ỹ∈Pn
d(y, ỹ), n ≥ 1. За всяко pn получаваме

pn(y) =
|y − y0|

|y − y0|+max{0, y − y0 +
y0
2n}

, n ≥ 1.

Аналогично построяваме множествата Qn и функцията q. Озна-
чаваме с η := supX v − v(x0) = x0.

Qn := {x ∈ (0, 1] : x ≤ x0 −
x0
2n

, n ≥ 1},
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qn(x) :=
|x− x0|

|x− x0|+max{0, x− x0 +
x0

2n}
, n ≥ 1, x ∈ (0, 1]

q(x) := x0

∞∑
n=1

1

2n
qn(x), x ∈ (0, 1].

Така построените q и p не са единствените, които удовлетво-
ряват заключението на Теорема 2.3.1. Дефинираме функциите
q̃ : X → R≥0 и p̃ : Y → R≥0 като

p̃(y) :=

{
0, ако y > y0
y0 − y, ако 0 ≤ y ≤ y0

и

q̃(x) :=

{
0, ако x > x0
x0 − x, ако 0 < x ≤ x0.

Наистина, тези функции удовлетворяват заключението на Тео-
рема 2.3.1, q̃(x0) = p̃(y0) = 0 и ||q̃||X,∞ = x0 ≤ ε, ||p̃||Y,∞ = y0 ≤ δ.
За функцията ṽ(x) = infy∈K(x){f(x, y) + p̃(y)} получаваме

а) 0 ≤ y ≤ y0 ⇒ p̃(y) = y0 − y ⇒

ṽ(x) = inf
y∈K(x)

{f(x, y) + p̃(y)} =

inf
y∈K(x)

{y − x+ y0 − y} = y0 − x;

б) y0 ≤ y ⇒ p̃(y) = 0 ⇒

ṽ(x) = inf
y∈K(x)

{f(x, y) + p̃(y)} = inf
y∈K(x)

{y − x} = y0 − x.

Тогава

в) 0 ≤ x ≤ x0 ⇒ q̃(x) = x0 − x ⇒

sup
x∈X

{ṽ(x)− q̃(x)} = sup
x∈X

{y0 − x− x0 + x} = y0 − x0;

г) x0 ≤ x ⇒ q̃(x) = 0 ⇒

sup
x∈X

{ṽ(x)− q̃(x)} = sup
x∈X

{y0 − x} = y0 − x0.
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Следователно,

sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q̃(x) + p̃(y)} = y0 − x0 = f(x0, y0).

Забележка 2.3.3 Ако функцията f : X × Y → [−∞,+∞] и мно-
гозначното изображение K : X ⇒ Y удовлетворяват предполо-
женията от (П1) до (П4), то:

• ако ε > 0, δ > 0 са произволни, лесно се вижда, че точките
x0 и y0 от формулировката на Теорема 2.3.1 винаги същест-
вуват и

• ако g е непрекъсната и ограничена функция в X × Y , тогава
функцията f + g и изображението K удовлетворяват пред-
положенията (П1)-(П4).

Да означим като C(X) × C(Y ) декартовото произведение
на нормираните със съответните sup-норми пространства C(X) и
C(Y ). Следващият резултат е следствие от Теорема 2.3.1, което по-
лучаваме, като вземем предвид двата коментара по-горе и свойст-
вата на sup-нормите.

Теорема 2.3.4 Нека f : X × Y → [−∞,+∞] е реална функция,
която заедно с многозначното изображение K : X ⇒ Y , удовлет-
ворява предположенията от (П1) до (П4). Тогава

а) Множеството {(q, p) ∈ C(X) × C(Y ) : supinf задачата има
решение за функцията f(x, y) + q(x) + p(y), (x, y) ∈ X × Y } е
гъсто подмножество на C(X)× C(Y );

б) Множеството {u ∈ C(X × Y ) : supinf задачата има решение
за функцията f(x, y) + u(x, y), (x, y) ∈ X × Y } е гъсто под-
множество на (C(X × Y ), || · ||X×Y,∞).
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Доказателство. а) Предполагаме, че supinf задачата, породена от
функцията f(x, y)+q(x)+p(y) няма решение. Ще намерим точ-
ка (q̂, p̂) ∈ C(X)×C(Y ) произволнo близко до (q, p), такава, че
supinf задачата породена от функцията f(x, y)+ q̂(x)+ p̂(y) има
решение. Като се има предвид Забележка 2.3.3 за произволни
ε > 0, δ > 0 и съответните x0 ∈ X, y0 ∈ K(x0), можем да при-
ложим Теорема 2.3.1 за функцията f(x, y)+ q(x)+p(y) и изоб-
ражението K. Тогава съществуват q′ ∈ C(X) и p′ ∈ C(Y ) та-
кива, че q′(x0) = p′(y0) = 0, ||q′||X,∞ ≤ ε, ||p′||Y,∞ ≤ δ и supinf
задачата supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) − q′(x) + p(y) + p′(y)}
има решение в (x0, y0). Полагаме q̂(x) := q(x)− q′(x) и p̂(y) :=

p(y) + p′(y) и имаме, че

||q̂ − q||X,∞ ≤ ε и ||p̂− p||Y,∞ ≤ δ.

б) Доказваме аналогично на а).
□

Твърденията а) и б) на Теорема 2.3.4 представляват "гъсти"
вариационни принципи за supinf задачи с ограничения.

2.4
Коректна поставеност на supinf задачите

В този раздел ще докажем характеризация на коректно поста-
вените supinf задачи с ограничения. Преди това ще представим ре-
зултат свързан със sup-коректност. Той показва, че в някои слу-
чаи (например, в метрични пространства) можем да получим таки-
ва смущения, че получената задача има решение и е sup-коректно
поставена. Да припомним, че за дадена целева функция f : X×Y →
[−∞,+∞] и изображение K : X ⇒ Y sup-коректността на съответ-
ната supinf задача (P ) е коректността на максимизационната задача
за функцията v(x) = infy∈K(x) f(x, y), x ∈ X.
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Едно от условията за sup-коректност е свързано с понятието
за изброима локална база в дадена точка. Да припомним, че точка
x има изброима локална база в топологично пространство X, ако
съществува редица от отворени окoлности на x (Uk)k≥1 в X, такива
че за всяка околност U на x съществува k ∈ N, такова че Uk ∈ U .

При доказване на следващия резултат следваме доказателство-
то на Твърдение 2.10 от [35].

Теорема 2.4.1 Нека за f : X × Y → [−∞,+∞], K : X ⇒ Y , x0
и y0 са изпълнени предположеннията от Теорема 2.3.1 и нека x0
има изброима локална база в X. Тогава съществуват q : X → R≥0

и p : Y → R≥0, такива, че

q(x0) = p(y0) = 0, ||q||X,∞ ≤ ε, ||p||Y,∞ ≤ δ

и supinf задачата

sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x) + p(y)}

има решение в (x0, y0). Смутената задача е sup-коректно поста-
вена с единствено sup-решение x0.

Доказателство. От Теорема 2.3.1 следва, че съществуват непре-
къснати функции q ∈ C(X) and p ∈ C(Y ), такива че q(x0) = p(y0) =

0, ||q||X,∞ ≤ ε, ||p||Y,∞ ≤ δ и supinf задачата supx∈X infy∈Kx{f(x, y)−
q(x) + p(y)} има решение в (x0, y0). Нещо повече γ := ||q||X,∞ =

supX v(x)− v(x0) < ε (от Лема 2.2.1).
Избираме γ′ > 0 такова, че γ+ γ′ < ε. Нека (Uk)k≥1 е изброима

база от отворени множества на x0 в X и qk : X → [0, 1] са непре-
къснати функции, такива че qk(x0) = 0 и qk|X\Uk

≡ 1. Разглеждаме
следния ред:

q0(x) :=
∞∑
k=1

1

2k
qk(x), x ∈ X.

Като вземем предвид, че |qk(x)
2k

| ≤ 1
2k

и
∞∑
k=1

1

2k
е сходящ числов ред, то
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редът
∞∑
k=1

qk(x)

2k
е равномерно сходящ в (C(X), ||·||X,∞) и следовател-

но функцията q0 е добре дефинирана, непрекъсната и ограничена
в X със стойности в [0, 1]. Означаваме q′ := γ′q0. Да забележим, че
||q′ + q||X,∞ ≤ γ + γ′ < ε. Нека

v1(x) := inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x) + p(y)}, (x, y) ∈ X × Y

и

v2(x) := inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x)− q′(x) + p(y)}, (x, y) ∈ X × Y.

За всяко x ∈ X, v2(x) = v1(x)− q′(x) ≤ v1(x). От v2(x0) = v1(x0) =

supx∈X v1(x) следва, че supx∈X v2(x) = v2(x0) = f(x0, y0) и от-
тук (x0, y0) е решение на supinf задачата, породена от функцията
f(x, y)−q(x)−q′(x)+p(y). Нека (xn)n ⊂ X е максимизираща редица
за функцията v2. Ако xn не клони към x0, т.е. xn ↛ x0, съществува
i0 ∈ N и подредица (без да преномерираме) (xn)n, такава че xn /∈ Ui0

за всяко n. От v2(xn) = v1(xn)− q′(xn), supx∈X v1(x) = supx∈X v2(x),
q′(xn) ≥ 0 следва q′(xn) → 0. Последното е в противоречие с xn /∈ Ui0

за всяко n, тъй като оттук би следвало q′(xn) ≥ γ′Σ∞
k=i0

1
2k

> 0 за
всяко n. □

По-нататък ще изследваме по-силното понятие за коректност
на supinf задачите, дефинирано в началото на тази глава. Не-
ка Sf : C(X) × C(Y ) ⇒ X × Y е многозначното изображе-
ние, което на всяка двойка функции (q, p) ∈ C(X) × C(Y ) съ-
поставя (възможно празното) множество от решения на задачата
supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)}.

Теорема 2.4.2 Нека за f : X × Y → [−∞,+∞] и K : X ⇒ Y

са изпълнени предположенията от (П1) до (П4). Тогава, изобра-
жението Sf e еднозначно и полунепрекъснато отгоре в (q, p) ∈
C(X) × C(Y ), тогава и само тогава, когато supinf задачата
supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)} е коректно поставена.
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Доказателство. Предполагаме, че изображението Sf e еднознач-
но и полунепрекъснато отгоре в (q, p) ∈ C(X) × C(Y ), а (x0, y0) е
единственото решение на съответната supinf задача, т.е. (x0, y0) =

Sf(q, p). Нека ((xn, yn))n ∈ X × Y е оптимизираща редица за supinf
задачата supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)}. Според дефиници-
ята на такава редица следните три условия са изпълнени (тук с vf
е означена стойността на supinf задачата породена от функцията
f(x, y) + q(x) + p(y), (x, y) ∈ X × Y ):

1. yn ∈ K(xn) за всяко n;

2. v(xn) = infy∈K(xn){f(xn, y) + q(xn) + p(y)} → vf =

supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y))};

3. f(xn, yn) + q(xn) + p(yn) → vf .

Предполагаме, че ((xn, yn))n не клони към (x0, y0). Като пре-
минем към подредица (без да преномерираме), предполагаме, че
съществуват отворени околности U на x0 и V на y0 такива, че
(xn, yn) /∈ U × V , за всяко n.

От друга страна, от това, че Sf е полунепрекъснатo отгоре в
(q, p), съществува ε > 0 такова, че от ||q′−q||X,∞ ≤ ε, ||p′−p||Y,∞ ≤ ε,
q′ ∈ C(X), p′ ∈ C(Y ), следва Sf(q

′, p′) ⊂ U × V .
Нека n е достатъчно голямо и такова, че:

vf − v(xn) < ε/2

и
|vf − f(xn, yn)− q(xn)− p(yn)| < ε/2.

Като се комбинират горните две неравенства, се получава

f(xn, yn) + q(xn) + p(yn) < v(xn) + ε =

inf
y∈K(xn)

{f(xn, y) + q(xn) + p(y)}+ ε.

Избираме толкова голямо n, за което се удовлетворяват послед-
ните неравенства и прилагаме Теорема 2.3.1 за
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• функцията f(x, y) + q(x) + p(y), (x, y) ∈ X × Y (тази функ-
ция удовлетворява предположенията от (П1) до (П4) заедно с
изображението K съгласно Забележка 2.3.3);

• точката xn с числото ε/2 (т.е. v(xn) > supx∈X v(x)− ε/2)

• точката yn ∈ K(xn) с числото ε (т.е. f(xn, yn)+ q(xn)+ p(yn) <

infy∈K(xn){f(xn, y) + q(xn) + p(y)}+ ε).

Тогава съществуват функции qn ∈ C(X) и pn ∈ C(Y ) такива, че
||qn||X,∞ ≤ ε/2, ||pn||Y,∞ ≤ ε и задачата supx∈X infy∈K(x){f(x, y) +
q(x)−qn(x)+p(y)+pn(y)} има решение (xn, yn). Но ||q−qn−q||X,∞ ≤
ε/2, ||p + pn − p||Y,∞ ≤ ε и (xn, yn) ∈ Sf(q − qn, p + pn) ⊂ U × V .
Получаваме противоречие с предположението, че (xn, yn) /∈ U × V .

Обратно, да предположим, че за функцията f(x, y) + q(x) +

p(y), (x, y) ∈ X×Y, (q, p) ∈ C(X)×C(Y ) и изображението K, supinf
задачата е коректно поставена с единствено решение (x0, y0). Оттук
Sf(q, p) = {(x0, y0)}. Предполагаме, че Sf не е полунепрекъснато от-
долу изображение в (q, p). Тогава съществуват отворени околности
U на x0 и V на y0 такива, че за всяко n ≥ 1, съществуват qn ∈ C(X)

и pn ∈ C(Y ) такива, че ||qn − q||X,∞ < 1/n, ||pn − p||Y,∞ < 1/n, и
Sf(qn, pn) не се съдържа в U × V , т.е. за всяко n съществува точка
(xn, yn) ∈ Sf(qn, pn)\(U × V ).
Тъй като за всяко n ≥ 1, (xn, yn) е решение на supinf задачата за
функцията f(x, y) + qn(x) + pn(y), (x, y) ∈ X × Y , и изображението
K : X ⇒ Y , то за всяко n ≥ 1, yn ∈ K(xn) имаме, че

f(xn, yn) + qn(xn) + pn(yn) =

infy∈K(xn){f(xn, y) + qn(xn) + pn(y)} =

supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + qn(x) + pn(y)}.

За краткост, за всяко n ≥ 1, използваме следните означения:

αn := f(xn, yn) + qn(xn) + pn(yn),

vn(xn) := inf
y∈K(xn)

{f(xn, y) + qn(xn) + pn(y)},

41



vn := sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y) + qn(x) + pn(y)}.

Да забележим, че αn = vn(xn) = vn, за всяко n ∈ N. От факта,
че qn и pn клонят равномерно съответно към q и p в съответните
пространства следва, че:

• vn клони към vf = supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)};

• |vn(xn)− v(xn)| < ε, за достатъчно големи n;

• |αn − f(xn, yn)− q(xn)− p(yn)| < ε, за достатъчно големи n.

Следователно ((xn, yn))n е оптимизираща редица за supinf задачата,
породена от функцията f(x, y)+ q(x)+ p(y), (x, y) ∈ X×Y , и изоб-
ражението K. Това обаче е в противоречие с коректността на supinf
задачата, тъй като ((xn, yn))n не клони към единственото решение
(x0, y0). □

В последното доказателство, освен равномерна сходимост, то-
ва, което се използва, за да бъдат изпълнени предположенията на
Теорема 2.3.1, е фактът, че ако f : X × Y → [−∞,+∞] и изобра-
жението K : X ⇒ Y удовлетворяват предположенията от (П1) до
(П4) и (q, p) ∈ C(X)×C(Y ), то според Забележка 2.3.3, функцията
f(x, y) + q(x) + p(y), (x, y) ∈ X × Y също удовлетворява предполо-
женията от (П1) до (П4) заедно с изображението K. Това показва,
че резултатът представен по-долу, се доказва като Теорема 2.4.2.

Теорема 2.4.3 Нека за f : X × Y → [−∞,+∞] и K : X ⇒ Y са
изпълнени предположенията от Теорема 2.3.1. Тогава, изображе-
нието S̃f : (C(X × Y ), || · ||∞) :⇒ X × Y съпоставящо на всякo
u ∈ C(X × Y ) (възможно празното) множество от решенията
на задачата supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + u(x, y)} e еднозначно и по-
лунепрекъснато отгоре в u ∈ C(X × Y ), тогава и само тогава,
когато supinf задачата supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + u(x, y)} е поста-
вена коректно.
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Глава 3

Игри със слаби съответствия във
функцията на печалбата с
ограничено множество от общи
точки на прекъсване

В тази глава въвеждаме понятието слаби съответствия във функци-
ята на печалбата с ограничено множество от общи точки на прекъс-
ване (weak disjoint payoff matching, WDPM) и го използваме, за да
докажем слаба полунепрекъснатост на дадена игра в смесени стра-
тегии. Това е условие за съществуване на равновесие в резултатите
на Carmona [8] и Dasgupta и Maskin [12]. Даваме и пример, в който
се използва полученият резултат за доказване на съществуване на
равновесие.

3.1
Означения. Предварителни резултати

Разглеждаме игра G с краен брой играчи, която означаваме с
(Xi, ui)

n
i=1. Играта се състои от n играчи, с множество от страте-

гии Xi, което е компактно хаусдорфово пространство. Функцията
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на печалбата на всеки играч i е борелева и ограничена функция
ui : X → R, където X =

∏
i∈nXi. Означаваме с x−i елемент

от множеството X−i =
∏

k∈n,k ̸=iXk. Играта в смесени стратегии
означаваме с Ḡ = (Mi, Ui)

n
i=1, като пространството на стратегии

на всеки играч i е Mi – множеството от регулярни вероятностни
мерки върху борелевите подмножества на Xi. Да припомним, че
дадена вероятностна мярка µ се нарича регулярна, ако за всяко бо-
релево множество E е изпълнено µ(E) = inf{µ(V ) : E ⊂ V, V

– отворено множество} = sup{µ(K) : K ⊂ E, K – затворено
множество}. Ако Cc(Xi) е пространството от непрекъснати фун-
кции с компактен носител, от Теоремата на Riesz (Теорема 2.14 в
[41]) на всеки елемент от спрегнатото пространство на Cc(Xi) мо-
же да се съпостави единствен елемент от пространството от ре-
гулярни борелеви мерки върху Xi – Bi. Единичното кълбо на Bi

е компактно в слабата* топология според Теоремата на Banach-
Alaoglu (Теорема 3.15 [42]), а Mi e затворено и изпъкнало негово
подмонжество и следователно също е компактно. Функцията на пе-
чалбата е Ui(µ) :=

∫
X ui(x)dµ, µ ∈ M =

∏
i∈nMi. Играта в сме-

сени стратегии е квазивдлъбната. Следва от изпъкналостта на Mi

и Ui(λµ
′
i + (1− λ)µ′′

i , µ−i) = λUi(µ
′
i, µ−i) + (1− λ)Ui(µ

′′
i , µ−i), къде-

то µ′
i, µ

′′
i ∈ Mi, µ−i ∈ M−i, λ ∈ [0, 1]. Ако µi ∈ Mi, носителят на µi

е supp(µi) = {xi ∈ Xi : µi(Nxi
) > 0 за всяка отворена околност Nxi

на xi}.
Равновесие по Nash в смесени стратегии е наборът от стратегии

µ∗ ∈ M такъв, че Ui(µi, µ
∗
−i) ≤ Ui(µ

∗
i , µ

∗
−i), за всяко µi ∈ Mi и всеки

играч i.
Дефинираме изображението на прекъснатост така, както е

направено в [1]:

di(xi) := {x−i ∈ X−i : ui е прекъсната по x−i в x = (xi, x−i)}.

Дефиниция 3.1.1 (Reny (1999) [39]) Игра G се нарича игра с оси-
гурена печалба, ако за всяко ε > 0, x ∈ X и i ∈ {1, ..., n}, същест-
вуват x̂i ∈ Xi и околност N(x−i) на x−i такива, че ui(x̂i, x

′
−i) ≥
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ui(x)− ε за всяко x′−i ∈ N(x−i).

Дефиницията дадена по-долу е за игра със съответствия във функ-
цията на печалбата с ограничено множество от общи точки на пре-
късване (disjoint payoff matching (DPM)). Дефиницията за DPM има
две части. Първо, всеки играч може да намери отклонение от всяка
своя стратегия xi, което му носи поне същата печалба, както в xi.
Второ, общите точки на прекъсване на отклоненията са ограничени
за всяко xi.

Дефиниция 3.1.2 (Allison и Lepore (2014) [1]) Игра G удовлетво-
рява DPM, ако за всяко xi ∈ Xi, i ∈ {1, ..., n}, съществува редица
от отклонения (xki )k ∈ Xi такава, че
(i) lim inf

k
ui(x

k
i , x−i) ≥ ui(xi, x−i) за всяко x−i ∈ X−i,

(ii) Lim sup
k

di(x
k
i ) = ∅.

Да припомним, че ако An е редица от множества, то множес-
твото Lim sup

n→∞
An :=

⋂
n≥1

⋃
m≥n

Am се състои от всички точки, кои-

то принадлежат на безкраен брой множества An, а множеството
Lim inf
n→∞

An :=
⋃
n≥1

⋂
m≥n

Am се състои всички точки, които принадле-

жат на всички с изключение на краен брой множества An. Ако
Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j, тогава Lim supAn = ∅. Връзката между двете
граници на множества е следната Lim inf

n→∞
An ⊂ Lim sup

n→∞
An. Повече

информация за граници на множества може да се намери в [40].
Една игра се нарича компактна, ако всеки играч има компактно

пространство от стратегии.

Теорема 3.1.3 (Allison и Lepore (2014) [1]) Ако G е компактна
игра и удовлетворява DPM, тогава Ḡ е игра с осигурена печалба.

В [8] Carmona доказва еквивалентостта на двете дефиниции, дадени
по-долу, за игра със слабо осигурена печалба:
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Дефиниция 3.1.4 Игра G се нарича игра със слабо осигурена пе-
чалба, ако vi(x−i) := supxi∈Xi

ui(xi, x−i) е полунепрекъсната отдолу
функция за всяко i ∈ {1, ..., n}.

Дефиниция 3.1.5 Игра G се нарича игра със слабо осигурена пе-
чалба, ако за всяко ε > 0, x ∈ X и i ∈ {1, ..., n}, съществува окол-
ност N(x−i) на x−i със следното свойство: за всяко x′−i ∈ N(x−i)

съществува x̂i ∈ Xi такова, че ui(x̂i, x
′
−i) ≥ ui(x)− ε.

Ако x̂i е едно и също за всяко x′−i, тогава свойството слабо осигурена
печалба е еквивалентно на свойството осигурена печалба.

Свойството слабо осигурена печалба е едно от условията, които
осигуряват съществуване на равновесие в резултата на Dasgupta и
Maskin [12]. Да припомним, че игра G се нарича полунепрекъсната
отгоре, ако функцията на печалба ui на всеки играч i ∈ {1, ..., n}, е
полунепрекъсната отгоре за всяко x.

Теорема 3.1.6 (Dasgupta и Maskin (1986) [12]) Ако игра G е ком-
пактна, квазивдлъбната, полунепрекъсната отгоре и със слабо
осигурена печалба, тогава съществува равновесие по Nash в чисти
стратегии.

3.2
Слаба осигуреност на печалбата
в смесени стратегии

За дадена функция f : X−i → Xi дефинираме

Di(f) := {z| ui(f(z), z) е прекъсната в z}.

Дефиницията за игри със слаби съответствия във функцията на
печалбата с ограничено множество от общи точки на прекъсване
(weak disjoint payoff matching (WDPM)), която ние предлагаме, мо-
же да се използва за доказването на свойството слаба осигуреност
на печалбата за игрите в смесени стратегии.
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Дефиниция 3.2.1 Игра G удовлетворява WDPM, ако за всяко
xi ∈ Xi, i ∈ {1, ..., n}, съществува редица от борелеви функции
(T k

xi
)k : X−i → Xi такава, че

(i) lim inf
k

ui(T
k
xi
(x−i), x−i) ≥ ui(xi, x−i) за всяко x−i ∈ X−i,

(ii) Lim sup
k

Di(T
k
xi
) = ∅.

Това условие се проверява лесно и няма нужда да се работи с про-
изволни вероятностни мерки, за да се докаже валидността му. Забе-
лежете, че от Теорема 1.12 в [41] следва, че ui(T

k
xi
(z), z) е измерима

функция. В частност, ако T k
xi
(x−i) = xki (xki ∈ Xi) за всяко x−i, то

свойството WDPM е еквивалентно на свойството DPM. В случай,
че ui(xi, x−i) е непрекъсната като функция на x−i в xi, WDPM е из-
пълнено тривиално, като T k

xi
(x−i) = xi за всяко x−i. Допълнително,

ако Di(T
k
xi
) ∩Di(T

l
xi
) = ∅, за k ̸= l, то Lim sup

k
Di(T

k
xi
) = ∅.

Теорема 3.2.2 Ако G е компактна игра, която удовлетворява
WDPM, тогава Ḡ е игра със слабо осигурена печалба.

За доказателството на теоремата ще следваме Allison и Lepore [1].
Първо ще докажем

Лема 3.2.3 Нека компактната игра G удовлетворява WDPM. То-
гава за всяко ε > 0, xi ∈ Xi и µi ∈ Mi, съществуват борелева фун-
кция Txi

: X−i → Xi, и компактно множество K ⊂ X−i\Di(Txi
)

такива, че
(i) ui(Txi

(x−i), x−i) > ui(xi, x−i)− ε за всяко x−i ∈ K,
(ii) µ−i(X−i\K) < ε.

Доказателство. Нека G удовлетворява WDPM. Разглеждаме про-
изволен играч i ∈ {1, ..., n}, ε > 0 и µ−i ∈ M−i. Означаваме

Ek = {x−i ∈ X−i : ui(T
k
xi
(x−i), x−i) > ui(x)− ε},

където (T k
xi
)k е редицата от функции от Дефиниция 3.2.1. Тогава

Lim inf
k

Ek = X−i, и µ−i(Lim inf
k

Ek) = 1.
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Тъй като Lim sup
k

Di(T
k
xi
) = ∅, то

µ−i(Lim sup
k

Di(T
k
xi
)) = 0.

От Твърдение 5, раздел 9 в [27] следва, че

µ−i(Lim inf
k

Ek) ≤ Lim inf
k

µ−i(Ek)

и
µ−i(Lim sup

k
Di(T

k
xi
)) ≥ Lim sup

k
µ−i(Di(T

k
xi
)).

От тук получаваме

Lim inf
k

µ−i(Ek) = 1 и Lim sup
k

µ−i(Di(T
k
xi
)) = 0.

Следователно съществува k такова, че µ−i(Ek) > 1 − ε/3 и
µ−i(Di(T

k
xi
)) < ε/3. От регулярността на µ−i можем да избе-

рем затворено (и следователно компактно) подмножество K ⊂
Ek\Di(T

k
xi
) такова, че µ−i(K) > µ−i(Ek\Di(T

k
xi
)) − ε/3. Оттук

µ−i(X−i\K) < ε, което трябваше да се докаже. □

Доказателство на Теорема 3.2.2. Нека ε > 0 и предполагаме,
че µ ∈ M . За всеки играч i съществува стратегия x̄i ∈ supp(µi)

такава, че ∫
ui(x̄i, x−i)dµ−i ≥

∫
ui(x)dµ. (3.1)

От WDPM и Лема 3.2.3 следва, че съществуват функция Tx̄i
(x−i) и

множество K(ε) ⊂ X−i\Di(Tx̄i
) такива, че

ui(Tx̄i
(x−i), x−i) > ui(x̄i, x−i)− ε/6 за всяко x−i ∈ K(ε)

и
µ−i(X−i\K(ε)) <

ε

6mi
,

където mi := sup |ui|. Следователно∫
K(ε)

ui(Tx̄i
(x−i), x−i)dµ−i >

∫
K(ε)

ui(x̄i, x−i)dµ−i − ε/6. (3.2)
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По-нататък имаме, че∫
X−i\K(ε)

ui(Tx̄i
(x−i), x−i)dµ−i −

∫
X−i\K(ε)

ui(x̄i, x−i)dµ−i ≥

−
∫
X−i\K(ε)

(|ui(Tx̄i
(x−i), x−i)|+ |ui(x̄i, x−i)|)dµ−i ≥

−2miµ(X−i\K(ε)) > −2ε

6
(3.3)

Като използваме (3.2) и (3.3) получаваме, че∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dµ−i >

∫
ui(x̄i, x−i)dµ−i − ε/2. (3.4)

Дефинираме

ui(x−i) := sup
N∈N(x−i)

inf
x′
−i∈N

ui(Tx̄i
(x′−i), x

′
−i),

където N(x−i) са отворените множества в X−i съдържащи x−i. Тази
функция е регуляризация отдолу на функцията ui(Tx̄i

(x−i), x−i) и
следователно e полунепрекъсната отдолу. От Твърдение 5.1 в [39]

следва, че
∫

ui(x−i)dµ−i е полунепрекъсната отдолу по µ−i. Тогава,

съществува околност N(µ−i) такава, че за всяко λ−i ∈ N(µ−i),∫
ui(x−i)dλ−i >

∫
ui(x−i)dµ−i − ε/6. (3.5)

Тъй като mi е горна граница за ui и ui, имаме, че∫
X−i\K(ε)

(ui(x−i)− ui(Tx̄i
(x−i), x−i))dµ−i ≥

−
∫
X−i\K(ε)

(|ui(x−i)|+ |ui(Tx̄i
(x−i), x−i)|)dµ−i ≥

−2miµ−i(X−i\K(ε)) > −2ε/6.
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От това, че ui(Tx̄i
(x−i), x−i) е непрекъсната по x−i за всяко x−i ∈

K(ε), имаме, че ui(x−i) = ui(Tx̄i
(x−i), x−i) върху K(ε). Следовател-

но, ∫
ui(x−i)dµ−i =

∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dµ−i +∫
X−i\K(ε)

(ui(x−i)− ui(Tx̄i
(x−i), x−i))dµ−i >

∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dµ−i − 2ε/6 (3.6)

Като използваме, че ui(x−i) ≤ ui(Tx̄i
(x−i), x−i) и комбинираме (3.5)

и (3.6) се получава, че за всяко λ−i ∈ N(µ−i),∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dλ−i ≥
∫

ui(x−i)dλ−i >

∫
ui(x−i)dµ−i − ε/6 >

∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dµ−i − ε/2. (3.7)

От (3.1), (3.4) и (3.7) следва, че за всяко λ−i ∈ N(µ−i),∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dλ−i >

∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dµ−i − ε/2 >∫
ui(xi, x−i)dµ−i − ε ≥

∫
uidµ− ε.

Дефинираме борелевата мярка λi ∈ Mi(Xi), както следва: за вся-
ко борелево множество Ei ∈ Xi, λi(Ei) = λ−i(E−i), където E−i =

{x−i ∈ X−i|Tx̄i
(x−i) ∈ Ei}. От Теорема C в раздел 39 на книгата на

Halmos (1974) [27] получаваме∫
ui(Tx̄i

(x−i), x−i)dλ−i =

∫
ui(xi, x−i)dλidλ−i.

За всяко µ ∈ M , ε > 0, и i, съществува околност N(µ−i) на µ−i

такава, че всяко λ−i ∈ N(µ−i) съществува λi ∈ Mi(Xi) такова, че
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∫
u(xi, x−i)dλidλ−i >

∫
uidµ− ε.

Следователно играта в смесени стратегии G е игра със слабо
осигурена печалба, което трябваше да се докаже. □

В дадения по-долу пример показваме, че играта удовлетворява
WDPM и следователно е игра със слабо осигурена печалба в смесе-
ни стратегии. Допълнително, функциите на печалбата са полунеп-
рекъснати отгоре и като използваме резултата на Dasgupta и Maskin
[12], доказваме съществуване на равновесие в смесени стратегии.

Пример 3.2.4 Нека играта има двама играчи с пространства на
стратегии X1 = X2 = [0, 1] и функции на печалба, i = 1, 2

ui(xi, x−i) =


fi(xi, x−i), xi ≥ x−i,

qi(xi, x−i), xi < x−i < xi + 1/2,

gi(xi, x−i), x−i ≥ xi + 1/2.

Предполагаме, че за i = 1, 2 функциите fi, qi, gi са непрекъснати
по x = (xi, x−i),

min
xi=x−i

fi(xi, x−i) ≥ max
xi<x−i<xi+1/2

qi(xi, x−i)

и
min

xi+1/2=x−i

gi(xi, x−i) ≥ max
xi<x−i<xi+1/2

qi(xi, x−i),

както и че fi(1/2, 1/2) = gi(0, 1/2). За всяко xi ∈ [0, 1) дефинираме
редицата от функции (T k

xi
)k

• xi = 0, εk0 ↘ 0, 1/2− ε10 > ε10, ε
p
0 ̸= εm0 , p ̸= m:

T k
0 (x−i) =

{
x−i, 0 ≤ x−i < εk0 или 1/2− εk0 < x−i ≤ 1/2,

xi, в противен случай.

D(T k
0 ) = {εk0} ∪ {1/2− εk0},∀k = 0, 1, 2...

Според предположенията за εk0 имаме, че

D(T p
0 ) ∩D(Tm

0 ) = ∅ при p ̸= m.
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• xi ∈ (0, 1/2], εkxi
↘ 0, 1/2− ε1xi

> ε1xi
, εpxi

̸= εmxi
, p ̸= m:

T k
xi
(x−i) =


x−i, xi ≤ x−i < xi + εkxi

,

x−i − 1/2, xi + 1/2− εkxi
< x−i ≤ xi + 1/2,

xi, в противен случай.

D(T k
xi
) = {xi + εkxi

} ∪ {xi + 1/2− εkxi
},∀k = 0, 1, 2...

Според предположенията за εkxi
имаме, че

D(T p
xi
) ∩D(Tm

xi
) = ∅ при p ̸= m.

• xi ∈ (1/2, 1), εkxi
↘ 0, εkxi

̸= εmxi
,m ̸= n, xi + ε0xi

< 1:

T k
xi
(x−i) =

{
x−i, xi ≤ x−i < xi + εkxi

,

xi, в противен случай.

D(T k
xi
) = {xi + εkxi

},∀k = 0, 1, 2...

Според предположенията за ε1xi
имаме, че

D(T p
xi
) ∩D(Tm

xi
) = ∅ при p ̸= m.

• За xi = 1 функцията ui(1, x−i) е непрекъсната за всяко x−i ∈
[0, 1].

При това, lim inf
k

ui(T
k
xi
(x−i), x−i) ≥ ui(xi, x−i) за всяко x−i ∈ X−i

и предположенията за WDPM са изпълнени. Съществуването на
равновесие следва от полунепрекъснатостта отгоре на играта в
чисти стратегии следователно и в смесени стратегии (Твърдение
5.1 [39]) и резултата на Dasgupta и Maskin от 1986 [12].

52



Заключителни бележки

Приносите в настоящата дисертация са изложени изчерпателно в
първа, втора и трета глава и са публикувани в статиите [31], [25],
[32], [30].

Основни приноси на дисертацията

В Главa 1 е разгледан модел на Cournot и са изведени някои
свойства на функцията на печалбата в случай на (-1)-вдлъбната
ценова функция. С помощта на тези свойства е доказано същест-
вуване на равновесие в случай на (−1)-вдлъбната и непрекъсната
ценова функция. Ако N е броят на фирмите на пазара и функ-
цията на цената е (−1/N)-вдлъбната и непрекъсната, е доказано,
че сумите на Nash са константни. Ако предположенията до тук са
изпълнени и освен това функцията на цената е диференцируема,
точката на равновесие е единствена. При доказателството за един-
ственост на равновесие е използвана техниката, разработена от von
Mouche и Quartieri в [47], но резултатът представен в настоящата
дисертация не е еквивалентен на техния резултат. Дадени са при-
мери, които показват, че свойството изпъкнала интегрирана ценова
гъвкавост, дефинирано в [47] не е следствие, нито обобщение на
(−1)-вдлъбнатост. Съществуване и единственост на равновесието
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при логаритмично вдлъбната (0-вдлъбната) ценова функция е след-
ствие на представения тук резултат. В теоремата за съществуване
на равновесие в [21] Ewerhart предполага, че функциите на приходи
и разходи са два пъти диференцируеми, а представената Теорема
1.3.1 за съществуване е за негладки в общия случай функции. Ре-
зултатите от Глава 1 са публикувани в [31].

В Глава 2 са разгледани вариационни принципи за inf и за supinf
задачи с ограничения в напълно регулярни топологични пространс-
тва. Резултатите в тази глава се основават на вариационните прин-
ципи за inf и supinf задачи без ограничения, разгледани от Kenderov
и Revalski в [34] и [35]. Изведени са условия, които позволяват пер-
турбации на дадена функция с подходящи непрекъснати функции
по такъв начин, че оптимизационната задача с ограничения за сму-
тената функция да има решение. С помощта на вариационния прин-
цип за inf задачи с ограничения е доказан вариационният принцип
на Ekeland и теоремата за неподвижна точка на Caristi в метрич-
ни пространства. Даден е пример, който илюстрира вариационния
принцип за supinf задачи. Изведен е резултат за sup-коректност, ка-
то се използва понятието за изброима локална база в дадена точка.
Направена е характеризация на коректно поставените supinf задачи.
Резултатите от Глава 2 са публикувани в [25] и [32].

В Глава 3 се разглеждат некооперативни игри в общ вид без
условие за непрекъснатост на функцията на печалбата. Въведена
е дефиниция за игра със слаби съответствия във функцията на
печалбата с ограничено множество от общи точки на прекъсване
(weak disjoint payoff matching (WDPM)). Показано е, че въведено-
то от Allison и Lepore в [1] условие за игра DPM, е частен случай
на WDPM. Доказано е, че ако една игра удовлетворява условието
WDPM, тя е със слабо осигурена печалба в смесени стратегии. Сла-
ба осигуреност на печалбата е условие за съществуване на равно-
весие в резултатите на Carmona [8] и Dasgupta и Maskin [12]. Пре-
димството на условието WDPM е, че няма нужда да се работи с
вероятностни мерки, за да се докаже валидността му. Даден е при-
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мер на игра, която удовлетворява WDPM. Резултатите от Глава 3
са публикувани в [30].
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