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ABSTRACT. We prove that, for every countable ordinal o > 3, there exists
countable completely regular spaces X, and Y, such that the spaces C,(X4)
and C,(Y,) are borelian of class exactly M, but are not homeomorphic.

1. Introduction. Pour un espace régulier dénombrable X, soit Cp(X)
I’espace des fonctions réelles continues sur X, avec la topologie de la convergence
simple. Il est prouvé dans [5] et [8] que, si X est métrisable, alors Cp,(X) est
homéomorphe au produit 3¢, ou X est le sous-ensemble de R¥ formé des suites
bornées. Ce résultat a été généralisé dans [9] ou il est prouvé que, si Cp(X)
est un F,s5 absolu, alors Cp(X) est homéomorphe a X%, et cela a conduit les
auteurs de [9] & conjecturer que la classe borélienne de Cp(X) déterminait son
type topologique. Nous nous proposons ici de réfuter cette conjecture.

Pour tout espace topologique Y, nous notons Fy(Y) la classe des espaces
homéomorphes a des fermés de Y. Pour tout ordinal dénombrable «, nous no-
tons Mg, (resp. A,) la collection des espaces métriques séparables qui sont
des boréliens absolus de classe multiplicative (resp. additive) a. Il est prouvé
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dans [7] que, pour tout ordinal dénombrable o > 2, il existe un espace régulier
dénombrable X, tel que Cp,(X,) soit homéomorphe a 2, I'ensemble absorbant
au sens de Bestvina-Mogilski [2] pour la classe M,. En outre, comme il est re-
marqué a la section 6 de [7], Cp(X) est homéomorphe a Q, si, et seulement si,
Fo(Cp(X)) = M. Nous montrerons ici que, pour tout o > 3, il existe un espace
régulier dénombrable Y, tel que Cp(Yy) € My \ Aq, mais que Cp(Yy) ne soit pas
As-universel (i.e. Fo(Cp(Yy)) ne contient pas Az). Puisque Aj est contenue dans
Mg, pour o > 3, les espaces Cp(Xy) et Cp(Y,) ne peuvent étre homéomorphes,
bien qu’ayant la méme classe borélienne.

Soient T" un ensemble dénombrable, co un point n’appartenant pas a 7" et
F un filtre sur T contenant les complémentaires des ensembles finis. Définissons
une topologie sur T'U {oco} en convenant que chaque point de 7" est isolé et que
les voisinages de oo sont les ensembles de la forme {co} U A, ou A € F. L’espace
topologique ainsi obtenu sera noté Ng. Il est connu (voir par exemple [11, lemme
2.1]) que Cp(Np) est homéomorphe & cp, ol

cr={feRT / (Ve >0) (BAecF)[|f(t)] <eVte Al

Les espaces Y, seront de la forme Np, ot F' est un filtre du type construit
dans [10]. Pour n > 1, soit T;, ’ensemble des fonctions de {0,1,...,n — 1} dans

{0,1}. Soit T' = OleTn. Pour toute fonction z : w — {0,1}, notons z|n sa
e

restriction a l'ensemble {0,1,...,n — 1}, et soit B, = {z|n/n =1,2,...}. Pour
tout sous-ensemble A de I’ensemble de Cantor 2%, soit F4 le filtre sur T ayant
pour base la famille des ensembles de la forme {T\(B;, U...U B, US)/n > 1,
x; € A et S un sous-ensemble fini de T'}. Nous prouverons le résultat suivant.

Théoreme. Pour tout sous-ensemble A de 2¥, cp, n’est pas Az-univer-
sel.

Si Ae Mg\ Aq, a > 3, alors cp, € My \ Ay (voir [3], [4] et [9], section
[4]). Nous pouvons donc prendre pour Y, un espace Np, ou Ay € M, \ Aq.

Pour tout filtre F' sur T, soit sp = {f € RT/(3A € F) [f(x) = 0,Vz €
Al]}. D’apres la proposition 7.6 de [7], ¢p est homéomorphe a un fermé du produit
s%, donc si cp est Ag-universel, s% l'est aussi. Mais alors, le couple ((RT)“’, s“}%)
est (M, Ag)-universel, i.e., pour tout compact K et tout sous-ensemble C' de K
appartenant & Ay, il existe un plongement ¢ de K dans (RT)* tel que ¢! (s%)=C
(c’est un cas particulier d’un résultat de [1], dont la démonstration a été repro-
duite au lemme 1 de [6]).

Soient @ = [—1,1]“ le cube de Hilbert, s =] — 1, 1] son pseudo-intérieur,
et W(Q, s) le sous-ensemble de Q¥ formé des points n’ayant qu'un nombre fini de
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coordonnées dans @\ s. Evidemment, W (Q, s) appartient a Az, donc le théoréme
résultera du lemme suivant.

Lemme 1. Si A est un sous-ensemble de 2%, alors il n’existe aucune
fonction continue ¢ de Q¥ dans (RT)“ telle que gpfl(s“}%A) =W (Q,s).

2. Quelques lemmes d’homologie. Pour tout entier ¢ > 0, nous
notons Hy(X) le ¢"*™¢ groupe d’homologie singuliere d’un espace X (réduite en
dimension zéro, de sorte que Hy(X) = 0 si, et seulement si, X est connexe par

arcs), et nous posons H,(X) = & Hy(X). Si B C A sont des fermés du cube de
q=0

Hilbert @, nous notons 5% ’homomorphisme de H,(Q\ A) dans H.(Q\B) induit
par linclusion. Nous dirons qu’un fermé A de @ est une barriere irréductible

pour un élément o de Hy (Q\A) si o # 0 et si jé(a) = 0 pour tout fermé propre
B de A.

Lemme 2. Soient A un fermé de Q et o un élément non nul de Hy(Q\A).
Alors A contient un fermé B qui est une barriére irréductible pour jg(a).

Démonstration. Soit B ’ensemble des fermés B de A tels que jg (o) #
0. Ordonnons B en convenant que B < B’ si B D B’. Soit {B;/i € I} un sous-
ensemble totalement ordonné de B, et soit B’ = iQI B;. Alors Q\ B’ est réunion de

la famille, totalement ordonnée par inclusion, des ouverts @\ B;, donc Hy(Q\ B’)
est la limite inductive des groupes H,(Q\B;). Puisque jéi (a) # 0 pour tout 1,

nous avons aussi jg,(a) # 0, donc B’ appartient & B. Le lemme en résulte. 0O
Par un sous-cube du cube de Hilbert, nous entendons un ensemble de

[e.e]

la forme [] I;, ou I; est un sous-intervalle fermé non dégénéré de [—1,1] et ou
i=0

I; = [—1,1] pour presque tout i.

Lemme 3. Supposons que le fermé A de Q) soit une barriére irréductible
pour un élément o de Hy(Q\A). Alors
() st B est un fermé de A tel que A\B ne soit pas connexe, alors Hq11(Q\B) # 0;
en particulier, A est connexe,
(ii) AN s est dense dans A,
(i) si P est un sous-cube de Q dont l'intérieur rencontre A, alors Hy(P\ A) # 0.

Démonstration. (i) Soit AAB=UUYV ouU et V sont disjoints, non
vides et ouverts dans A. Les ensembles C = U U B et D = V U B sont fermés, et
la suite de Mayer-Vietoris du couple (Q\C, Q\D) contient la portion

Hyr(Q\B) % H(Q\A) L H(Q\C) @ H,(Q\D).
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Puisque A est une barriere irréductible pour «, nous avons
f(a) = (j&(a), —ja(a)) = (0,0), donc a est dans 'image de d. Puisque a # 0,
(7) en résulte;
(#4) supposons au contraire qu’il existe un ouvert U tel que ANU # @ = (ANs)NU.
Soit B = A\U. Alors s\A = s\B. Considérons le diagramme commutatif

Hy(Q\4) 5 Hy(Q\B)
T i1« T i2x

Hy(s\A) = Hys\B)

ou i1 et io sont des inclusions. Il est connu qu’il existe une homotopie h : @ x
[0,1] — @ telle que hg = id et h(Qx]0,1]) C s. Cela entraine que, pour tout
ouvert W de @, il existe une homotopie b’ : W x [0,1] — W telle que hj =
id et W' (Wx]0,1]) € W N s; il en résulte que linclusion de W N s dans W
est une équivalence homotopique. En particulier, i; et i3 sont des équivalences
homotopiques, donc i1, et i, des isomorphismes. Puisque o # 0, nous avons
donc jg(a) = ig*if*l(oz) # 0, ce qui est absurde puisque B # A;

(iii) si V est l'intérieur de P, alors Hy(V\A) = Hy(P\ A); cela résulte du fait que,
V' contenant le pseudo-intérieur de P, il existe une homotopie k : P x [0,1] — P
telle que ko = id et k(Px]0,1]) C V. Soit B = A\V. La suite de Mayer-Vietoris
du couple (Q\A, V') contient la portion

Hy(V\ A) L H(Q\A) @ H,(V) L Hy(Q\B).

L’homomorphisme j envoie (a,0) sur j4(a) = 0, donc (a,0) est dans
I'image de f. Puisque « # 0, (iii) en résulte. O

Dans le lemme suivant, (Q1,s1) et (Q2,s2) sont deux copies de (Q,s),
et @ = @1 x Q2. Nous notons 7 et mo les projections de ) sur @)1 et @2
respectivement et, pour un point z de @1 et un sous-ensemble A de (), nous
posons A, = me ({2} x Q2) N A).

Lemme 4. Soit A un fermé de Q tel que Q2\ A, # O pour tout x € Q1.
Si H (Q\A) # 0, alors il existe x € Q1\s1 tel que H,(Q2\Az) # 0.

Démonstration. Soit ¢ un entier tel que H,(Q\A) # 0. Nous pouvons
trouver un complexe simplicial fini X de dimension ¢, un élément e de Hy(X)
et une fonction continue f = (f1, f2) : X — Q\A tels que f.(e) # 0 (voir [12,
page 293] et utiliser le fait que tout CW-complexe fini de dimension ¢ a le type
d’homotopie d’un complexe simplicial fini de dimension ¢). Soit Y le cone de base
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X, et soit g : Y — @1 un prolongement continu de fi. Il est connu que toute
fonction continue d’un compact dans ()1 peut étre approximée arbitrairement par
des fonctions & valeurs dans @1\ s1. Puisque toute fonction continue suffisamment
proche de f lui est homotope dans Q\A, donc induit le méme homomorphisme
sur ’homologie, nous pouvons supposer que g(Y) C Q1 \ s1, et il nous suffit de
montrer qu’il existe un z € g(Y) et un k < p tels que Hi(Q2\Az) # 0. Supposons
donc le contraire.

Tout compact du cube de Hilbert a des voisinages arbitrairement petits
qui sont des réunions finies de sous-cubes; les groupes d’homologie d’une telle
réunion sont de type fini. Comme H,(Q2\A;) est la limite inductive des groupes
H,(C), o C parcourt les compacts de Q2\ Ay, il en résulte que si Hy(Q2\A,) =0
pour p < g, alors, pour tout compact C' de Q2\A,, il existe un compact C’ de
@2\ A, contenant C' et tel que 'homomorphisme de Hy,(C) dans H,(C’) induit
par l'inclusion soit trivial pour tout p < q.

Pour 0 < k < ¢+ 1, nous allons définir par récurrence un compact By de
Q\A et une famille finie Cy, = {C}./i € I},} de compacts de @1, dont les intérieurs
recouvrent ¢g(Y'), de fagon que les conditions suivantes soient vérifiées:

(1) f(X) C By C-++ C By,
(2) 9(Y) C m1(By),
(3) pour k > 0, C;, est plus fine que Cj_1,

pour k > 0 et tout i € I, il existe un compact N; de Qs tel
que m((C}, x Q2) N By_1) = My C N;, Cp x N; C By, et que
I’homomorphisme de H,(M;) dans H,(N;) induit par l'inclusion
soit trivial pour tout p < k.

Puisque Q2 \ A, # O pour tout = € @1, il est facile de trouver une famille
finie Co = {C}/i € Ip} de compacts de Q1 dont les intérieurs recouvrent Q1 et des
points y; de Qa, i € Iy, tels que Cf x {y;} C Q\A pour tout i. Alors, le compact
By = f(X)UU{C} x {y;}/i € Io} est contenu dans Q\A et vérifie (2).

Soit 0 < &k < g+ 1, et supposons Cr_1 et Br_1 construits. Puisque
Byj_1 est compact et contenu dans l'ouvert @\ A, nous pouvons, pour tout z €
g(Y"), trouver un voisinage compact C?, de z, qui est contenu dans un élément de
Ck—1, et tel que M, = ma((CL x Q2) N Bx_1) C Q2 \ A,. D’aprés une remarque
précédente, nous pouvons trouver un compact N, de Q2\A; contenant M, et tel
que ’homomorphisme de Hy,(M,) dans Hy(N;) induit par I'inclusion soit trivial
pour tout p < k. Soit C,, un voisinage compact de = contenu dans C’, et tel que
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Cy x Ny C Q\ A. Solent z1,...,x;, des points de ¢g(Y') tels que les intérieurs
des ensembles Cy,, ..., Cy, recouvrent g(Y). Posons I}, = {1,...,1i), C}, = Cy,,

N; = N,, et By, = By_1 U 'E_]jl C,i X NZ->; alors M; C M,,, et il est facile de voir
1=
que les conditions (1) — (4) sont vérifiées.

Pour une famille V' de sous-ensembles de ()1 et un sous-ensemble D de @1,
posons St(D,V) =U{V € V/V N D # O} et St(V) = {St(V,V)/V € V}. Puisque
les intérieurs des éléments de C,41 recouvrent g(Y') et que Q1 a une base formée
d’ouverts contractiles, nous pouvons trouver des familles V,41,...,Vy d’ouverts
de @1, recouvrant g(Y) et vérifiant

(5) tout élément de Vi, 0 < k < g+ 1,est contractile,
(6) Vg+1 est plus fine que Cyi1,
(7) pour 0 < k < ¢q, StV est plus fine que Vyy;.

Soit K une triangulation de Y telle que, pour tout simplexe (fermé) o
de K, g(o) soit contenu dans un élément de Vy. Nous munissons 'ensemble des
sommets de K d’un ordre total, utilisons cet ordre pour orienter les simplexes de
K, et identifions chaque simplexe géométrique (fermé) de K au simplexe orienté
correspondant. L’opérateur bord du complexe des chaines simpliciales de K est

alors défini par des relations du type do = > [0, 7|7, o, pour un k-simplexe o,
T

[o,7] = £1 si T est une (k — 1)-face de o, et [0, 7] = 0 sinon. Si ¢ est un sommet
de K, posons V, = {g(0)}, et si o est un simplexe de dimension k > 0, soit V,, un
élément de Vj contenant St(g(c), Vk—1) (dont P'existence résulte de (7) et du fait
que g(o) est contenu dans un élément de Vy). Pour un simplexe o de dimension
k > 0, posons L, = (V, X Q2) N Bg. Nous allons définir par récurrence, pour
chaque tel simplexe, une k-chaine ¢, de L, de fagcon que les conditions suivantes
soient vérifiées:

(8) sik>0 etsido= Z[o, T]7, alors dc, = Z[a, Tler,

(9) si o est contenu dans X, alors ¢, = f|o.

Précisons (9): a l'ordre total des sommets de o est associé un isomorphisme sim-
plicial canonique ¢, du k-simplexe standard sur o, ce qui nous permet d’identifier
flo au simplexe singulier f o ¢,.



La classe borélienne ne détermine pas le type topologique de Cp(X) 313

Si o est de dimension zéro, posons ¢, = f(o) si o appartient & X; si o
n’appartient pas & X, (2) nous permet de trouver un point

¢e € Ly = ({g9(0)} x Q2) N By.

Soit o un k-simplexe, k > 0, et supposons ¢, définie quand la dimension
de 7 est < k. Si o est contenu dans X, la condition (9) définit c,, et (8) est
alors automatiquement vérifiée. Si o n’est pas contenu dans X, considérons la
(k — 1)-chaine u, = Y [0, T]c,, ou la somme est étendue a toutes les (k — 1)-faces

~
de 0. Cette chaine est un cycle (c’est évident si k = 1, et cela résulte de (8) si
k > 1). Pour chaque face 7 de o, V; est contenu dans St(g(o),Vx_1) C V,. Par
suite, le support de u, est contenu dans V, x M,, ou M, = mo((V, x Q2) N Bg_1).
Il résulte de (7), (6) et (3) qu'il existe i € I tel que C} contienne V,, donc
M, C M;. Puisque V, est contractile, le théoréme de Kiinneth et (4) entrainent
que I'homomorphisme de Hy_1(V, x M) dans Hy,_1(V, x V;) induit par I'inclusion
est trivial. Nous pouvons donc trouver une k-chaine c,, de support contenu dans
V, x N; et telle que Oc, = uy. Puisque V,; x N; C C’,i X N; C Bp, ¢, est bien une
chaine de L, .

L’élément e de Hy(X) est représenté par un cycle y = > ny,o, ou o

g
parcourt les g-simplexes de K contenus dans X, et ou les n, sont des entiers.
D’apres (9), f«(e) est représenté par le cycle ¥/ = > nyc,. Puisque Y est acy-
g

clique, y = 0z, ou z = >, m,7, 7 parcourant les (¢ + 1)-simplexes de Y. Alors,
T
(8) entraine que y' = 92/, ou 2’ = > m,c;, ce qui est absurde, car le support de

p-
2’ est contenu dans Byi1 C Q\A, alors que y' représente I’élément non nul fy(e)

de Hy(Q\A).

3. Préliminaires. Soit 7 = TU2%. Siz € T, et si m < 7, NOUS
notons z|m la restriction de z a l'ensemble {0,1,...,m — 1} et nous posons
L(z) = {x|1,z]2,...,2}. Siz € 2¥ nous posons L(x) = B, U{z}. Pour X C T,
soit L(X) = U{L(x)/z € X}. Munissons 7" d'une topologie en convenant que les
points de T sont isolés et que, pour z € 2¢, les ensembles {2’ € 2¥U U T, /' |n =

m=n
z|n}, n > 1, forment une base de voisinages de x. Il est facile de voir que 1" devient
ainsi un espace métrique compact.

Le support d'un élément f € RT, noté supp(f), est 'ensemble des x € T
tels que f(x) # 0. Nous notons F l'ensemble des f € R? dont le support est

fini, et E, I'ensemble des f dont le support est contenu dans CJle; les Ey,
m=

sont fermés dans R” et E = EJOl E,. Posons M_; = @ et My = {0} c RT;
n=
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pour k > 1, soit M Pensemble des éléments f de RT pour lesquels il existe
un sous-ensemble X € T' de cardinal < k tel que supp(f) € L(X) (en d’autres
termes, M}, est ’'ensemble des fonctions f telles que supp(f) soit contenu dans la
réunion de k chaines pour la relation d’ordre z|m < z pour x € T,, et m < n).

Soit M = kCL)JOO My. Si f € Mg\ My_1, k > 1, il existe un unique sous-ensemble

u(f) de T, de cardinal k, tel que supp(f) C L(u(f)) et que u(f) € L(X) pour
tout sous-ensemble X de 7" tel que supp(f) € L(X) (u(f) peut s’obtenir comme
suit: soit X = {z1,...,x%} tel que supp(f) C L(X). Siz; € 2¥ et s’il y a une
infinité d’entiers m tels que f(xz;|m) # 0, soit y; = x;; sinon, soit m; le plus grand
entier tel que f(z;|m;) # 0, et soit y; = x;lm;. Alors p(f) = {y1,...,yx}). Si
f € Mi\Moy, p(f) est un point, et nous regardons p|M;\Mp comme une fonction
de M;\My dans T’ si f € M;\E, alors u(f) € 2¢.

Lemme 5. (i) Yk >0, My, est fermé dans RT,
(13) p|ML\E : MI\E — 2% est continue.

Démonstration. (i) résulte du fait que si f ¢ My, alors supp(f)
contient k + 1 points incomparables pour la relation de restriction.

Soit {f;}5°, une suite d’éléments de M;\E convergeant vers f € M; \ E.
Posons u(f;) = {x;} et p(f) = {xo}. Puisque f ¢ E, z( est I'unique point de
T tel que supp(f) C L(zg). Pour prouver (ii), il suffit donc de montrer que si
{i, }p2, est une sous-suite de la suite {z;}32; qui converge vers un point z de
2, alors supp(f) C L(x). Soient n > 1 et y € T), \ L(x). Puisque {z;,} tend vers
x, nous avons, pour tout p assez grand, z;,|n = x|n # y, donc y ¢ L(x;,), d’ou
fy) =lim fi,(y) = 0.

Etant donnée une fonction continue ¢ : Z — Mi\My_1 (k > 1), nous
dirons qu’un sous-ensemble X = {x1,...,xx} de T de cardinal k& décompose ¥
si x; ¢ L(x;) pour i # j et si ¢(z)(x;) # 0 quels que soient z € Z et i €
{1,...,k}. La définition de pu(1(z)) entraine alors que, quels que soient z € Z
et i € {1,...,k}, il y a exactement un élément y; de pu(y(z)) tel que z; € L(y;).
Les morceaux de la décomposition de 1 par X sont les fonctions (continues)
Yt Z — RT définies par ¢'(2)(x) = ¢ (2)(x) si x; € L(x) et ¥*(2)(x) = 0 sinon.
11 est facile de voir que ces fonctions sont & valeurs dans M\ M.

Etant donnée une fonction continue ¢ : Z — M\ Mj_1, nous pouvons
toujours trouver un ouvert V de Z et un sous-ensemble X de cardinal k£ de T" qui
décompose |V (Soit zp € Z. Puisque ¥(z9) ¢ Mg_1, nous pouvons trouver k
points x1,...,x; dans T tels que x; ¢ L(z;) si i # j et que ¥ (20)(x;) # 0 pour
i=1,...,k, et il suffit de prendre pour V' un voisinage de zq tel que ¥ (2)(x;) # 0
pour z€ Veti=1,...,k).
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4. Démonstration du lemme 1. L’idée de cette démonstration est
essentiellement celle qui a déja été utilisée dans [6], mais des difficultés techniques
s’introduisent en raison des discontinuités des fonctions p| M\ My _1 et obligent &
compliquer 'argument. Nous aurons besoin des deux remarques suivantes, dont
la vérification est immédiate:

(1) ECsp, CM
Supposons qu’un sous-ensemble X = {z1,...,z;} décompose une
fonction ¢ : Z — Mp\My_1, et soient ¥l .. YF les morceaux

(2)

de la décomposition de ¢ par X. Pour z € Z, ¢(z) € sp, si, et
seulement si, ¥'(z) € sp, pour tout ¢ € {1,...,k}.

[ee]
Pour r > 0, soit (Q,,s,) une copie de (Q,s), et soit Q¥ = [[ Q. Si,
r=0
pour 0 <7 <'t, y, est un point de @, nous poserons Q(yo,-..,yt) = {yo} X -+ X

(i} % TT Qu et s(yorow) = (v} - x {w} x TI su.
u=t+1 u=t+1

Supposons qu’il existe une fonction continue ¢ : Q¥ — (RT)“ telle que
@fl(s‘}%A) = W(Q, s). Soit ¢, : Q¥ — RT la coordonnée d’indice p > 0 de ¢. Nous
allons construire par récurrence deux suites d’entiers {k,};2( et {rp};2, et des

points ¥, € Q,. Nous poserons Q” = Q(yo....,¥yr,) et s” = s(yo,...,yr,); nOUS
convenons que (Q 1, s7!) = (Q“, s*). Nous voulons que les propriétés suivantes
soient vérifiées:

(3) pour tout p > 0, y, € Qr, \ 5r,,
(4) ep(QP) C My, \Mp, -1,

si k, > 1, il y a un sous-ensemble X, de cardinal k, de T" qui
décompose ¢, |QPF.

Si k, > 1, nous notons @é, 1 <4 <k, les morceaux de la décomposition

de ¢, |QP par X,
Nous construirons aussi un fermé A, de QP vérifiant les conditions sui-
vantes:

(6) Ap CAp1 (A = Q%)
(7) ep(Ap) C SP,
(8) ou bien A, = Q7 pour tout ¢ < p, ou bien H,(QP\A,) # 0.
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Supposons que p = 0 ou que p > 1 et que k,_1, 7p—1, QP 1let Ap_1 sont
déja définis. Distinguons deux cas:
Cas 1: A, = QP~!. Puisque sP~! est contenu dans W(Q,s), nous

o
avons p,(sP™1) C sp, C M = kUO Mj,. Puisque les M;, sont fermés et que sP~!

est un espace de Baire, nous pouvons trouver un entier k et un ouvert U de QP!
tels que ¢, (U N sP~1) C My,; puisque sP~! est dense dans QP~!, nous avons alors
¢p(U) C My. Prenant pour k, le plus petit de ces entiers k, et utilisant une
remarque faite a la section 3, nous pouvons trouver un ouvert Uy C U tel que
©p(Uo) C My, \My,_1 et que, si k, > 1, il existe un sous-ensemble X, de cardinal
kyp de T' décomposant ¢,|Up. Prenons des points y,,_, 41, -, ¥z, de Q\s de fagon
que Q(Yo,---,yt) C Up. Sik, =0, les conditions (3) — (8) sont vérifiées si 'on
prend 7, = tg et Ay, = QP = Q(Yo,..-,Yry)- Sik, > 1 et s'il existe des points
Yto+1s - - - » Yty tels que goé(Q(yo, ...,Yt,)) C sp,, fixons un tel ensemble fini et, si
k, > 2, considérons go%. Au bout d’un nombre fini d’étapes, deux cas peuvent se
présenter:

(a) Il existe ¢ > to et des points yy+1, .-, Y, tels que goé(Q(yo, ., y) C spy
pour 1 <4 < k. Prenons r, = ¢+ 1 et pour y,, un point de Q\s. D’apres
(2), les conditions (6) — (8) sont alors vérifiées par A, = QP;

b) Il existe t > tg, des points y¢,11,..., Yy et un entier ¢+ € {1,...,k,} tels que
( p Yto+ y » q

(1) @%(Q(yoa cee >2/t)) - SF, si ] < iv

(ii) quels que soient les points Y¢i1,. .., Yu, goé(Q(yo,...,yu)) n’est pas
contenu dans sp,.

Posons alors Q" = Q(yo,---,y), s = s(yo,-..,yt) et ¢, = @é\Q/. L’en-
semble (p;)71(E) est un F, dont l'intérieur dans @’ est vide d’apres (1) et (ii),
donc C' = Q' \ (¢})"H(E) et s, étant deux Gy, denses dans @Q’, se rencontrent. C
n'est pas connexe. En effet, d’apres le lemme 5 (ii), p o (¢;|C) est une fonction
continue a valeurs dans l’espace totalement discontinu 2%; si C' était connexe,
po (¢} C) serait constante; soit pop}(C) = {zo}. Siz est un point de C'Ns’, alors
supp(;(z)) est un sous-ensemble infini de L(zg) (puisque ¢}(z) ¢ E). Puisque
op(s’) C sp,, supp(y}(z)) est, d’apres la définition du filtre Fy, contenu dans
un sous-ensemble de la forme B, U...U B, US ouz; € Apour 1 <i <n et
S est un sous-ensemble fini de 7. Comme L(z) N (By, U...U B, US) est un
ensemble fini si x ¢ {x1,...,2,}, o devrait étre 'un des z;, et nous aurions donc
0, (C) C sp,, Aot ¢(Q") C sp,, contrairement & (ii). Soit donc C' = U; UUs, ou
Uy et Us sont non vides, disjoints et ouverts dans C. Soit V; (resp. V2) 'intérieur
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de U; (resp. Us) relativement & @Q’. Puisque C est dense dans Q', V4 et V5 sont
des ouverts disjoints tels que C' C V3 U V4. Alors le fermé B = Q'\ (V1 UV3) vérifie
(pé(B) CFEC Sp, et H()(Q/\B) £ 0.

A partir de la, la démonstration se poursuit comme dans le cas 2, pour
obtenir d’abord un sous-cube P’ de Q' et un fermé B’ C B C A,—1 = QP!
tels que p,(B') C sp, et H.(P'\B') # 0, puis des points y;y1,...,yr, tels que
A, = B' N QP vérifie H,(QP\Ap) # 0.

Cas 2: H.(Q" '\ A,_1) # 0. Quitte & diminuer A,_1, le lemme 2 nous
permet de supposer que A,_1 est une barriere irréductible pour un élément de
H,(QP~"\A,_1). D’apres le lemme 3, sP"1 N A,_1 est dense dans A, 1, donc, en
répétant I'argument du cas 1, nous pouvons trouver un ouvert Uy de QP! et un
entier k), tels que ¢, (Up N Ap—1) C My, \ My, 1 et qu’il existe un sous-ensemble
X, de cardinal k, de T décomposant ¢,|Uy N Ap—1. Soit Py un sous-cube de
QP! contenu dans Uy et dont I'intérieur rencontre Ap_1, et soit By = PhN Ap_1.
D’apres le lemme 3 (iii), H«(Fy \ Bo) # 0. Si k, > 0, nous construisons par
récurrence des suites décroissantes de sous-cubes P; et de fermés B; (0 < i < k)
de facon que goé(Bi) C sp, et H (P;\B;) # 0. Soit 1 <1 <k, et supposons P;_;
et B;_1 construits. Quitte a diminuer B;_1, nous pouvons supposer que c’est
une barriere irréductible pour un élément o de H,(P,—1\B;_1); alors sP~ 1N B;_;
est dense dans B;_; (lemme 3 (ii)). Posons ¢; = goé\Bi,l. Si lintérieur de
(¢h) "t (sp,) relativement & B;_; n’est pas vide, prenons un ouvert U; de P,
tel que ©;(U; N Bi—1) C sp,, puis un sous-cube P; de P;_; contenu dans Uj;
dont lintérieur rencontre B;_j. D’apres le lemme 3 (iii), nous pouvons alors
prendre B; = P, N B;_1. Si l'intérieur de (gog)_l(sFA) relativement & B;_; est
vide, posons P; = P;_;. Répétant argument du cas 1 (b) (en remplacant Q' et
s’ par Bj_j et B;_1 NsP™1 respectivement), nous pouvons alors trouver un fermé
B; C B;_ tel que ¢}(B;) C sp, et que B;_1\B; ne soit pas connexe. D’apres
le lemme 3 (i), H.(P;\B;) # 0. Finalement, nous obtenons un fermé By, de Py,
contenu dans By C Ap-1 et tel que ¢, (By,) C sp, pour 1 <i < k, si ky > 0,
d’'ott ¢p(By,) C sp, daprés (2). Le sous-cube Py, de QP! est de la forme

[o.¢]
{yo} x - x{yr,_,} x II Ry, ol R, est un sous-cube de @, et ou il existe
r=rp_1+1
rp > rp_1 tel que R, = é}r pour r > r,. Remarquons qu’il est impossible de
trouver des points y;p_l+1, oY tels que Q(Yo, -+ Yrp_qs - Yn) C Ap_1 (car si
l’on est dans le cas 2 pour p, il existe p’ < p pour lequel on a été dans le cas 1 (b)).
Nous pouvons donc appliquer le lemme 4 pour trouver des points y,,_, +1,---, Yr,,
avec Y, € Qr, \ sp, tels que A, = By, N QP vérifie H,(QP\A,) # 0. Ceci acheve
la construction.
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D’apres (3), le point y = (yo,¥y1,--.) appartient & Q¥\W(Q, s). Evidem-

ment, {y} est l'intersection de la suite de compacts Q9, ¢ > 0, d’ou {¢(y)} =
Oﬁ)o ©(Q9). 11 résulte de (6) que Q4N A, # O quels que soient p et q. Puisque
g=

A, est compact, cela entraine que ¢,(y) € ¢,(A,) C sp, pour tout p, donc
¢(y) € s, , contrairement & I'hypothese que ¢~ '(s%,) = W(Q, s).

[9]

[10]
[11]

[12]
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